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1 Rappels sur les fontions R→ R

1.1 Continuité

On onsidère un intervalle I ⊂ R, i.e., I a l'une des formes suivantes : ]−∞,∞[(= R), ]−∞, b[,
] −∞, b], ]a,∞[, [a,∞[, ]a, b[, [a, b[, ]a, b], [a, b], où a et b sont deux réels tels que a < b (dans les
quatre derniers as).

Dé�nition 1.1 Soit f : I → R et x0 ∈ I. Alors f est ontinue en x0 si :

lim
x∈I

x→x0

f(x) = f(x0) dans R. (1.1)

Quand on érit x→ x0, on sous-entend bien sûr que x ∈ I, sinon f(x) n'aurait pas de sens ; on ne

préisera plus x ∈ I dans la suite, i.e. on érira simplement limx→x0 f(x) = f(x0).

On rappelle les notations :

lim
x→a+

f(x)
déf

= lim
x>a
x→b

f(x)
noté

= f(a+),

et

lim
x→b−

f(x)
déf

= lim
x<b
x→b

f(x)
noté

= f(b−).

Et la dé�nition donnée par (1.1) ontient la dé�nition de la ontinuité à droite et à gauhe : si

I = [a, b], f est ontinue à droite en a ssi :

f(a+) = f(a),

et f est ontinue à gauhe en b ssi :
f(b−) = f(b).
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3 1. Rappels sur les fontions R → R

La ontinuité en x0 s'érit aussi (ave la valeur absolue |.| dans R) :

lim
|x−x0|→0

|f(x)− f(x0)| = 0. (1.2)

Et en termes de quanti�ateurs, f ontinue en x0 s'érit :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I : |x− x0| < η =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε,

qui s'énone en �français� :

En x0, pour tout ε > 0 (sous-entendu �aussi petit soit-il�), il existe η > 0 (qui dépend de ε et
de x0) tel que, dès que x véri�e |x− x0| < η, on a |f(x)− f(x0)| < ε, ou enore :

en x0, pour tout ε > 0 (sous-entendu �aussi petit soit-il�), il existe η > 0 (qui dépend

de ε et de x0) tel que, dès que x est dans l'intervalle ]x0−η, x0+η[, on a f(x) dans l'intervalle

]f(x0)−ε, f(x0)+ε[.

Dé�nition 1.2 f est disontinue en x0 ssi f n'est pas ontinue en x0, i.e. ssi limx→x0 f(x) 6= f(x0).
Ou enore si :

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃x ∈ I t.q. : |x− x0| < η et |f(x)− f(x0)| ≥ ε.

Dé�nition 1.3 On dit que f : I → R est ontinue dans I si f est ontinue en tout point x de I.

Cela s'érit :

∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃η > 0 : ∀x̃ ∈ I, |x̃− x| < η =⇒ |f(x̃)− f(x)| < ε.

Dé�nition 1.4 On appelle C0(I;R) l'ensemble des fontions ontinues f : I → R, qu'on note

simplement C0
lorsqu'il n'y a pas de onfusion possible.

Théorème 1.5 (des valeurs intermédiaires.) Soit f : I → R une fontion ontinue dans I, soit a
et b deux points de I tels que a < b. Alors, si f(a) < f(b) on a :

∀y0 ∈ ]f(a), f(b)[, ∃x0 ∈]a, b[, f(x0) = y0, (1.3)

et si f(a) > f(b), même résultat pour tout y0 ∈]f(b), f(a)[. I.e., si f est ontinue, alors toute valeur

omprise entre f(a) et f(b) est atteinte.
En partiulier, si f est ontinue sur I, alors f(I) est un intervalle, à savoir l'un des intervalles

[m,M ], ]m,M ], [m,M [ ou ]m,M [ où m = infx∈I f(x) et M = supx∈I f(x).

Preuve. Supposons f(a) < f(b) (sinon on travaille ave la fontion −f).
Soit y0 ∈]f(a), f(b)[, soit S = {x ∈]a, b[ : f(x) < y0}. Ayant S ⊂ [a, b], on dé�nit c ∈ [a, b]

omme étant la borne supérieur de S : si x ∈ S alors x ≤ c, et si x > c alors f(x) ≥ y0.
On ommene par remarquer que c véri�e a<c<b. En e�et, montrons par exemple que c 6= a

(même raisonnement pour c 6= b) :
sinon c = a, et alors par dé�nition de c, pour tout x ∈]a, b[, on a f(x) ≥ y0 > f(a). Mais alors

limx→a+ f(x) ≥ y0 > f(a) et f est disontinue en a, ontraire à l'hypothèse f ontinue en a. Don
c = a est impossible : on a c > a.

D'où trois as possibles :

1- Soit f(c) = y0, et le théorème est démontré.

2- Soit f(c) < y0, mais f étant ontinue en c, on a limx→c f(x) = f(c) et par dé�nition de c,
limx→c+ f(x) ≥ y0 > f(c). C'est absurde. D'où f(c) ≥ y0.

3- Soit f(c) > y0. Même démarhe : 'est impossible.

Seul le as 1- est possible, d'où (1.3). On en déduit que f(I) est un intervalle : en e�et, si y1, y2
sont deux point de f(I) (i.e. il existe x1, x2 ∈ I t.q. f(x1) = y1 et f(x2) = y2, alors tout point de
l'intervalle [y1, y2] est dans f(I), f. (1.3). Et f(I) ⊃]m,M [.

Dé�nition 1.6 On dit que f : I → R est uniformément ontinue dans I si la ontinuité de f se

mesure indépendamment de (uniformément en) x :

∀ε > 0, ∃ηε > 0 : ∀x, x̃ ∈ I, |x̃− x| < ηε =⇒ |f(x̃)− f(x)| < ε.

(On ne peut pas exprimer l'uniforme ontinuité en termes de limite.) Don ii η ne dépend que de ε,
pas de x : pour tout ε, il existe η tel que dès que x et x̃ véri�ent |x̃−x| < ηε, on a |f(x̃)−f(x)| < ε.
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4 1. Rappels sur les fontions R → R

Proposition 1.7 Si f est uniformément ontinue sur I, elle est ontinue en tout point x de I. La
réiproque est fausse, i.e. il existe un intervalle I de R et un fontion ontinue f : I → R telle que

f n'est pas uniformément ontinue.

Preuve. On suppose f uniformément ontinue dans I. Soit x ∈ I, alors l'uniforme ontinuité

donne en partiulier : ∀ε > 0, ∃ηε > 0 : ∀x̃ ∈ I, |x̃ − x| < ηε =⇒ |f(x̃) − f(x)| < ε. I.e f est

ontinue en x.
La réiproque est fausse : prendre f : x ∈]0, 1]→ 1

x
. Cette fontion est bien sûr ontinue en tout

point de ]0, 1], mais elle n'est pas uniformément ontinue dans ]0, 1]. En e�et, ∃ε > 0, on prend

ε = 1, tel que ∀η > 0, ∃x > 0 et ∃y > 0, à savoir x = min(η, 1) et y = 1
2x, et on a à la fois |x−y| < η

et |f(x)− f(y)| ≥ ε (ar x− y = min(η2 , 1) et |f(x)− f(y)| = | 1x − 2
x
| = 1

x
= max( 1

η
, 1) ≥ 1=ε.

(Ou bien prendre f : R→ R dé�nie par f(x) = x2.)

Exemple 1.8 Montrer que la fontion f : x ∈ [0, 1]→ f(x) =
√
x ∈ R est uniformément ontinue

(sans se servir de la proposition suivante).

Réponse. Regardons e qui se passe au voisinage de x = 0, i.e. la ontinuité de

√
en x = 0 : on veut

|
√
x̃ −

√
0| =

√
x̃ < ε dès que |x̃ − 0| = x̃ < η. On prend η = ε2, et on a x̃ < η donne bien

√
x̃ < ε (la

fontion

√
est ontinue à droite en 0 et on a aratérisé η en fontion de ε.

Montrons maintenant que si |x̃−x| < ε2 alors |
√
x̃−√

x| < ε. Pour e, montrons que |
√
x̃−√

x|2 ≤ |x̃−x|,
i.e. que si x̃ ≥ x alors x̃+x− 2

√
x̃x ≤ x̃−x, i.e. si x̃ ≥ x alors 2x− 2

√
x̃x ≤ 0. C'est immédiat. Et si x̃ < x

on a |x̃− x| = x− x̃ et de même 2x̃− 2
√
x̃x ≤ 0.

Proposition 1.9 Une fontion f ∈ C0([a, b],R) (ontinue sur un ompat) est uniformément

ontinue.

Preuve. Supposons f non uniformément ontinue :

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃x ∈ [a, b], ∃x̃ ∈ [a, b], |x̃− x| < η et |f(x̃)− f(x)| ≥ ε.

Soit don un tel ε. Alors on �xe n ∈ N et on pose η = 1
n
. Puis on prend deux réels xn et x̃n tels que

|x̃n − xn| < η et |f(x̃n)− f(xn)| ≥ ε. On onstruit ainsi deux suites (xn) et (x̃n) dans le ompat

[a, b] : on peut don en extraire deux sous-suites onvergentes qu'on notera enore, pour simpli�er

les notations, (xn) et (x̃n).
Comme |x̃n−xn| < 1

n
, les deux sous-suites onvergent vers une même valeur, et véri�ent égale-

ment |f(x̃n)−f(xn)| ≥ ε. Comme f est ontinue, ei est impossible. Don f est bien uniformément

ontinue.

Proposition 1.10 Si f : [a, b] → R est ontinue, alors l'image f([a, b]) est ompate (bornée et

fermée), et f atteint son maximum et son minimum :

∃xM ∈ [a, b] : f(xM ) = sup
x∈[a,b]

f(x), ∃xm ∈ [a, b] : f(xm) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Preuve. Le théorème des valeurs intermédiaires indique que f([a, b]) est un intervalle, et il s'agit

de montrer que et intervalle est borné et fermé quand f est uniformément ontinue sur [a, b] (ave
la proposition 1.9).

Montrons que l'image f([a, b]) est bornée. L'intervalle [a, b] étant ompat, f y est uniformément

ontinue, et don à ε �xé, il existe η et don il existe un nombre �ni de points x0<x1<...<xn tels

que xi+1 − xi < η et |f(xi+1) − f(xi)| < ε (à savoir xi = a+ i 2η
b−a pour i = 1, ..., n où n = partie

entière de

b−a
2η points, quitte à prendre η su�samment petit, i.e. tel que

b−a
2η ≥ 1).

Et don pour tout x ∈ [a, b], il existe i ∈ [1, n] tel que : |x − xi| < η et |f(x) − f(xi)| < ε. Et
don : sup

x∈[a,b]

f(x) ≤ max
i=1,...,n

(f(xi)) + ε, pour tout x ∈ [a, b] : et f est bien bornée (i.e. son image

est bornée).

Montrons que f([a, b]) est fermé. Posons M = sup
x∈[a,b]

(|f(x)|), un tel sup existant dans R ar f

est bornée. Il s'agit de montrer qu'il existe xM ∈ [a, b] tel que M = f(xM ) :
par dé�nition du sup, il existe une suite (xn) dans [a, b] telle que f(xn) −→

n→∞
M . La suite (xn)

étant bornée dans le ompat [a, b], elle admet une sous suite onvergente xnk
dans [a, b]. Notons
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5 1. Rappels sur les fontions R → R

xM = lim
k→∞

xnk
. Sahant f ontinue, on a f(xnk

) → f(xM ), et on en déduit que M = f(xM ), et

don que M ∈ f([a, b]). De même pour m = inf
x∈[a,b]

(|f(x)|) ∈ f([a, b]), e qui prouve que f([a, b])

est un intervalle fermé.

Remarque 1.11 En appliquant le théorème des aroissements �nis (voir plus loin), on montre

que si f : I → R est ontinue dérivable de dérivée bornée sur I, alors f est uniformément ontinue

sur I.

1.2 Notations de Landau �o� et �O�

Dé�nition 1.12 Soit x0 ∈ R, et soit I intervalle de R t.q. x0 ∈ I. Étant données deux fontions

f et g de F(I;R) , on dit que f est �petit o de g au voisinage de x0�, et on note �f = o(g) au vois.

de x0�, ssi
∀ε̃ > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, |x− x0| < η ⇒ |f(x)| < ε̃|g(x)|. (1.4)

On érit également abusivement f(x) = o(g(x)) au vois. de x0, et on dit que f est négligeable

devant g au voisinage de x0.

Exemple 1.13 Ave g = 1R (la fontion onstante valant 1 sur R), on a �f = o(1R) =
noté o(1) au

vois. de x0� ssi f(x)−→x→x0 0 (immédiat).

Dé�nition 1.14 Étant données deux fontions f et g de F(R;R) , on dit que f est �petit o de g
au voisinage de +∞�, et on note �f = o(g) au vois. de +∞�, ssi :

∀ε̃ > 0, ∃M > 0, ∀x > M ⇒ |f(x)| < ε̃|g(x)|. (1.5)

On enore, f = o(g) au voisinage de +∞ ssi F = o(G) au voisinage de 0 où on a posé

F (x) = f( 1
x
) et G(x) = g( 1

x
).

Proposition 1.15 Soit x0 ∈ I, et soit I intervalle de R t.q. x0 ∈ I. Étant données deux fontions

f et g de F(I;R), s'il existe une fontion ε : R → R telle que ε(0) = 0 et qui est ontinue en 0
(don ε(z)−→

z→0
0) et :

f(x) = ε(x−x0)g(x), (1.6)

alors f = o(g) au voisinage de x0.

Preuve. Si une fontion ε véri�ant (1.6) existe, alors |f(x)| ≤ |ε(x−x0)||g(x)|. Et don, pour ε̃ > 0
donné, hoisissant η > 0 tel que |z| < η implique |ε(z)| < ε̃ (un tel η existe par ontinuité de ε
en 0), on obtient |f(x)| ≤ ε̃|g(x)| dès que |x− x0| < η, d'où (1.4).

En partiulier, si g ne s'annule pas dans un voisinage de x0, on a f est �petit o de g au voisinage

de x0�, et on note �f = o(g) au vois. de x0�, ssi dans un voisinage de x0 :

f(x)

g(x)
= ε(x−x0) i.e. lim

x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

On enore, si g ne s'annule pas dans un voisinage de x0 sauf éventuellement en x0 :

lim
x→x0
x 6=x0

f(x)

g(x)
= 0

noté

= lim
x→x0

f(x)

g(x)
,

la dernière notation pour alléger l'ériture (sahant que la division par 0 est interdite).

Notation. On note xn la fontion x → xn dé�nie sur R. Ainsi, si g(x) = xn, si f = o(g) au

voisinage de x0, on note f = o(xn) au voisinage de x0.

Exemple 1.16 Toute fontion mon�me f(x) = xn ave n ≥ 1 est o(1) au voisinage de x0 = 0, où

on a noté 1 la fontion onstante = 1 sur R, ar
xn

1
−→
x→0

0.

Exemple 1.17 La fontion f(x) = xn pour n ≥ 2 est o(x) au voisinage de 0 ar
xn

x
−→
x→0

0 : on note

f(x) = o(x) au voisinage de 0.
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6 1. Rappels sur les fontions R → R

Exemple 1.18 Si f est une fontion ontinue en x0, alors
f(x)− f(x0)

1
−→
x→x0

0 et don f(x) −
f(x0) = o(1), i.e., f(x) = f(x0) + o(1) au voisinage de x0 (développement limité de f à l'ordre 0

au voisinage de x0).

Remarque 1.19 La notation de Landau n'est pas ompatible ave l'addition, i.e. si f1 = o(g1) et
si f2 = o(g2), la onlusion f1+f2 = o(g1+g2) est fausse. Par exemple prendre f1(x) = f2(x) = x2

et prendre g1(x) = x = −g2(x) : ii on a g1+g2 = 0 et (f1+f2)(x) = 2x2 6= o(0) = 0.

Proposition 1.20 La notation de Landau est ompatible ave la multipliation, i.e. si f = o(g)
au vois. de x0 alors fh = o(gh) au vois. de x0 pour toute fontion h.

Et la notation de Landau est transitive, i.e. si f = o(g) et g = o(h) au vois. de x0 alors f = o(h)
au vois. de x0.

Preuve. Si f(x) = ε(x−x0)g(x) alors h(x)f(x) = ε(x−x0)h(x)g(x).
Et si f(x) = ε1(x−x0)g(x) et g(x) = ε2(x−x0)h(x) alors f(x) = (ε1ε2)(x−x0)h(x), ave ε1ε2

qui tend vers 0 quand x→ x0.

Dé�nition 1.21 On dé�nit la notion de `omparable' ou de `grand O' omme suit : étant données

deux fontions f et g, on dit que f = O(g) au voisinage d'un point x0 ssi :

∃C > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, |x− x0| < η, |f(x)| ≤ C |g(x)|.
et on note également f(x) = O(g(x)) au voisinage de x0. On dit aussi que f est (au plus) du même

ordre de grandeur que g au voisinage de x0.

1.3 Dérivation

Dé�nition 1.22 Soit f : I → R, et soit x0 ∈ I. Quand la limite suivante existe dans R :

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

∈ R, (1.7)

i.e. quand il existe c ∈ R tel que c = limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, on dit que f est dérivable en x0, et on
note c = f ′(x0).

Don, si f est dérivable en x0, on note :

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x0).

Quand on érit x→ x0, on sous-entend bien sûr que x ∈ I, sinon f(x) n'aurait pas de sens. Cette
dé�nition ontient don la dé�nition de la dérivée à droite (ou dérivée par la droite) orrespondant

au as où x0 = a (et don I = [a, b[ ou [a, b] ou [a,∞[) notée :

lim
x→x0+

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x0+) ∈ R, ou enore lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x)
h

= f ′(x0+) (1.8)

ave la notation immédiate : lim
x→x0+

= lim
x>x0
x→x0

. De même pour la dérivée à gauhe.

Une dé�nition équivalente est :

f(x)− f(x0)
x− x0

− f ′(x0) = o(1) au vois. de x0, (1.9)

ou enore :

f(x)− f(x0)
x− x0

= f ′(x0) + o(1) au vois. de x0, (1.10)

ou enore :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0) au vois. de x0, (1.11)

appelé développement limité de f à l'ordre 1 au voisinage de x0.
La valeur f ′(x0) est aussi appelée la pente de f en x0 (= rapport �té opposé/�té adjaent) :

f ′(x0) = pente en x0 = lim
x→x0

∆y

∆x
,

où on a noté ∆y = f(x)−f(x0) et ∆x = x−x0.
On a le résultat immédiat :
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7 1. Rappels sur les fontions R → R

Proposition 1.23 Si f est dérivable en x0, alors f est ontinue en x0.

Preuve. Par hypothèse, f(x) = f(x0) + (x − x0)f ′(x0) + o(x− x0), et don, si x→ x0 on a bien

f(x)→ f(x0).

Si les valeurs f ′(x0) existent pour tous les x0 ∈ I, où I ⊂ R, on dé�nit la fontion dérivée par :

f ′ :

{

I → R

x 7→ f ′(x).

Exemple 1.24 L'appliation a�ne f(x) = ax + b est dérivable en tout point x ∈ R, et a pour

dérivée f ′(x) = a =onstante pour tout x ∈ R (alul immédiat). Et la représentation de f dans

R × R = R2
par son graphe {(x, f(x)) : x ∈ R} est une droite de pente a passant par le point

(0, b).

Exemple 1.25 L'appliation f(x) = |x| est dérivable sur R−{0}. En 0, la limite à droite est +1,
et la limite à gauhe est −1. Cette fontion n'est don pas dérivable en 0.

Exemple 1.26 L'appliation f(x) = xn pour n ∈ N est dérivable en tout point x0 ∈ R, et sa

dérivée en x0 est f ′(x0) = nxn−1
0 (pour n≥1). En e�et :

xn − xn0 = (x − x0)(xn−1 + xn−2x0 + . . .+ xxn−2
0 + xn−1

0 ) (1.12)

et don

xn−xn
0

x−x0
tend vers nxn−1

0 quand x tend vers x0. Et par linéarité on déduit que toute fontion

polynomiale est dérivable sur R, et sa dérivée est immédiate à aluler.

Exemple 1.27 L'appliation exponentielle x → exp(x) = ex est dé�nie omme étant la fontion

qui est égale à sa dérivée en tout point x ∈ R, i.e., pour tout x ∈ R, on a exp′(x) = exp(x).

On note C1(I;R) l'ensemble des fontions f : I → R qui sont dérivables sur I de dérivée

f ′
ontinue sur I (i.e. f ′ ∈ C0(I;R)), et on note simplement C1

lorsqu'il n'y a pas de onfusion

possible.

Remarque 1.28 Une fontion f peut être ontinue dans tout R et dérivable dans tout R sans

que sa dérivée soit ontinue dans tout R : par exemple, f dé�nie sur R∗
par f(x) = x2 sin( 1

x
) et

en 0 par f(0) = 0 est ontinue sur R.

Cette fontion est dérivable sur R∗
de dérivée f ′(x) = 2x sin( 1

x
)− cos( 1

x
), et ette dérivée n'est

pas prolongeable par ontinuité en 0. Pourtant f ′(0) existe et vaut 0 ar

f(x)−f(0)
x−0 = x sin( 1

x
) tend

vers 0 quand x→ 0.
Cette fontion est don dérivable en 0 sans que sa dérivée f ′

soit une fontion ontinue en 0.
Les fontions dérivables n'ont don pas forément leurs dérivées ontinues.

La dérivation est l'opération qui onsiste à aluler la dérivée. Etant donné que

a+b
c

= a
c
+ b

c

dans R dès que c 6= 0, on a immédiatement le théorème :

Théorème 1.29 L'opération de dérivation est une opération linéaire, i.e., si f et g sont deux

appliations dérivables en x et si λ ∈ R alors :

(f + λg)′(x) = f ′(x) + λg′(x) (1.13)

Dé�nition 1.30 Si f est dérivable en x0, alors la fontion a�ne dé�nie par :

gx0(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0), (1.14)

i.e. par :

gx0(x) = ax+ b ave a = f ′(x0) et b = f(x0)− f ′(x0)x0, (1.15)

est appelée appliation a�ne tangente à f en x0. Son graphe dans R2
est une droite tangente en x0

au graphe de f .

Dé�nition 1.31 Deux fontions f : R→ R et g : R→ R sont dites tangentes en un point x0 ssi :

lim
x→x0

f(x)− g(x)
x− x0

= 0.

En partiulier, si g est a�ne, alors g s'érit g(x) = a(x − x0) + b où g(x0) = b et g′(x0) = a,
et si f est dérivable en x0, alors f(x) = f(x0) + (x − x0)f ′(x0) + o(x − x0) au voisinage de x0.
Et on retrouve immédiatement que si g est tangente à f alors on doit avoir g(x0) = f(x0) et

g′(x0) = f ′(x0), et le graphe de g est la droite tangente au graphe de f en x0.
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8 1. Rappels sur les fontions R → R

1.4 Dérivation de produits et de omposées

On rappelle que si f et g sont deux fontions dé�nies sur un même intervalle I, alors le produit
fg est la fontion dé�nie sur I par fg(x) = f(x)g(x). Si de plus g ne s'annule pas sur I, alors f

g

est la fontion dé�nie par

f
g
(x) = f(x)

g(x) . Et si g est dé�nie sur f(I), alors g ◦ f est la fontion dé�nie

sur I par (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Voii quelques règles usuelles de dérivation, basées sur les dérivées des fontions a�nes f(x) =
a0 + a1x et g(y) = b0 + b1y (on onsidère les développements limités au premier ordre, i.e. les

parties a�nes de f et g au voisinage d'un point).

Dans e as (fg)(x) = f(x)g(x) = (a0 + a1x)(b0 + b1x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ a1b1x
2
, d'où

(fg)′(x) = a0b1 + a1b0 + 2a1b1x = a1(b0 + b1x) + (a0 + a1x)b0 = (f ′g + fg′)(x).
Et (g ◦ f)(x) = g(a0 + a1x) = b0 + b1(a0 + a1x), d'où (g ◦ f)′(x) = b1a1 = g′(f(x))f ′(x).

Cas général :

Théorème 1.32 Soient f et g deux fontions dérivables en x ∈ R. Alors, le produit fg est dérivable
en x, et si g′(x) 6= 0 alors

f
g
est dérivable en x, et :

(i) (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

(ii)

(

f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)
g(x)2

.
(1.16)

En partiulier,

(

1
g

)′
(x) = − g′(x)

g(x)2

Et si f est dérivable en x, et si g est dérivable en y = f(x), alors g ◦ f est dérivable en x et :

(iii) (g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x) (1.17)

En partiulier, si f est inversible au voisinage de x, si f ′(x) 6= 0, et si f−1
est dérivable en y = f(x),

alors :

(iv) (f−1)′(y) =
1

f ′(x)
=

1

f ′(f−1(y))
. (1.18)

Preuve. Soit x0 ∈ R.

Démontrons (i), i.e., herhons si la limite suivante existe :

lim
x→x0

f(x)g(x) − f(x0)g(x0)
x− x0

(1.19)

On a :

f(x)g(x) − f(x0)g(x0)
x− x0

=
(f(x) − f(x0))

x− x0
g(x) + f(x0)

(g(x) − g(x0))
x− x0

(1.20)

Mais g ontinue et dérivable en x0 et f est dérivable en x0 et don :

f(x)g(x) − f(x0)g(x0)
x− x0

= (f ′(x0) + o(1))(g(x0) + o(1)) + f(x0)(g
′(x0) + o(1)). (1.21)

L'opération passage à la limite étant linéaire, et la limite d'un produit étant égal aux produits des

limites, on déduit l'existene de la limite et (i).

De même pour (ii) quand f = 1 : on a

1
g(x) − 1

g(x0)

x− x0
=
g(x0)− g(x)
x− x0

1

g(x)g(x0)
(1.22)

d'où l'existene de la limite et (ii) quand f = 1. Puis (ii) déoule de ette dernière formule et de (i)

puisque

f
g
= f 1

g
.
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9 1. Rappels sur les fontions R → R

Pour (iii), herhons l'existene de la limite quand x→ x0 de :

g(f(x))− g(f(x0))
x− x0

=
g(y)− g(y0)
x− x0

, (1.23)

où on a posé y = f(x) et y0 = f(x0). Comme g est dérivable en y0, il vient :

g(y) = g(y0) + g′(y0)(y−y0) + o(y−y0) = g(y0) + g′(y0)(f(x)−f(x0)) + o(f(x)−f(x0)). (1.24)

Et la dérivabilité de f en x0 s'érit f(x)−f(x0) = f ′(x0)(x−x0) + o(x−x0). D'où :

g(y) = g(y0) + g′(y0)[f
′(x0)(x−x0) + o(x−x0)] + o(f ′(x0)(x−x0) + o(x−x0)). (1.25)

Et on obtient :

g(y)− g(y0) = g′(y0)f
′(x0)(x−x0) + o(x−x0), (1.26)

i.e. la dérivée de g ◦ f en x0 vaut g′(y0)f ′(x0).
En�n pour (iv), si f−1

est dérivable en y = f(x) ave f dérivable en x, de (f ◦ f−1)(y) = y on

déduit :

f ′(f−1(y))(f−1)′(y) = 1,

i.e. (1.18).

Remarque 1.33 Dans la dérivation de fontions omposées, il fallait omparer l'aroissement

g(f(x))− g(f(x0)) ave l'aroissement x− x0. Formellement, on aurait pu érire :

g(f(x))− g(f(x0))
x− x0

=
g(f(x)) − g(f(x0))
f(x)− f(x0)

f(x)− f(x0)
x− x0

−→ g′(f(x0))f
′(x0) (1.27)

e qui aurait donner diretement le résutat. Cependant, il se peut que la fontion f osille beauoup

autour de x0, et on ne peut pas alors diviser par f(x) − f(x0) (exemple : f(x) = x sin( 1
x
) ave

f(0) = 0). C'est pourquoi on a omposé les aroissements sans faire apparaître f(x) − f(x0) au
dénominateur.

Théorème 1.34 (Leibniz) Si f et g sont n-fois dérivables en x alors fg est n-fois dérivable en x
et :

(fg)(n)(x) =
n
∑

k=0

(n

k

)

f (k)(x)g(n−k)(x) (1.28)

où les

(

n
k

)

= n!
k!(n−k)! = Ckn sont les oe�ients binomiaux.

Preuve. Démonstration par réurrene, sahant que

(

n−1
k−1

)

+
(

n−1
k

)

=
(

n
k

)

(règle du triangle de

Pasal).

1.5 Théorème des aroissements �nis dans R

Théorème 1.35 (Fermat) Si f : [a, b]→ R présente un extremum loal (minimum ou maximum)

en x0 ∈]a, b[ et si f est dérivable en x0, alors f
′(x0) = 0.

Preuve. Supposons f maximale en x0 : f(x) ≤ f(x0), don f
′(x0+) = lim

x>x0
x→x0

f(x)− f(x0)
x−x0

≤ 0 et

f ′(x0−) = lim
x<x0
x→x0

f(x)− f(x0)
x−x0

≥ 0. Comme f est dérivable en x0 on a f ′(x0+) = f ′(x0−) = f ′(x0).

Don f ′(x0) = 0. Et si f a un minimum en x0, alors −f est maximum en x0 et −f ′(x0) = 0.

Exerie 1.36 Montrer le théorème dit de Darboux : si f est dérivable sur [a, b], si f ′(a) < f ′(b)
et si λ est tel que f ′(a) < λ < f ′(b), alors il existe ξ ∈]a, b[ tel que λ = f ′(ξ).

Réponse. L'inonnue du problème est un point ξ tel que f ′(ξ) = λ, i.e. t.q. f ′(ξ) − λ = 0. Soit g(x) =

f(x)−λx de dérivée g′(x) = f ′(x)−λ. On herhe don un point ξ où g admet un extremum. g est ontinue

sur [a, b] et don y atteint son maximum en un point ξ. g étant dérivable, le théorème de Fermat indique

que g′(ξ) = 0 = f ′(ξ)− λ.
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10 1. Rappels sur les fontions R → R

Théorème 1.37 (Rolle) Si f est ontinue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, et si f(a) = f(b) alors il
existe ξ ∈]a, b[ tel que f ′(ξ) = 0.

Preuve. f étant ontinue sur [a, b] y admet un extremum loal, et f étant dérivable, on applique

le théorème de Fermat.

Théorème 1.38 (des aroissements �nis) Si f : [a, b]→ R est ontinue sur [a, b] et dérivable sur
]a, b[, alors :

∃c ∈]a, b[, f(b)− f(a)
b− a = f ′(c). (1.29)

I.e., il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) soit la pente moyenne. Ou enore :

∃θ ∈]0, 1[, f(b)− f(a) = (b − a)f ′(a+θ(b−a)).

(Ce théorème est aussi parfois appelé théorème de Lagrange. Et le point c = a+θ(b−a) s'érit
aussi c = (1−θ)a+θb, qui est l'ériture usuelle du baryentre de a et b.)

Preuve. La droite joignant a et b a pour équation y = f(a) + f(b)−f(a)
b−a (x− a). On onsidère alors

la fontion g(x) = f(x) − f(a) − f(b)−f(a)
b−a (x − a), qui véri�e g(b) = g(a), et on lui applique le

théorème de Rolle : il existe ξ ∈]a, b[ tel que g′(ξ) = 0 = f ′(ξ)− f(b)−f(a)
b−a .

Exerie 1.39 Montrer que si f est ontinue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ et si f ′(x) = 0 pour

tout x dans ]a, b[, alors f(x) est onstante sur [a, b].

Réponse : Le théorème des aroissements �nis indique que, pour tout y ∈]a, b], il existe c ∈]a, y[ tel
que f(y)− f(a) = f ′(c)(y − a) = 0, d'où f(y) = f(a) pour tout y ∈ [a, b].

Exerie 1.40 Montrer que si f est dérivable dans ]a, b[ (où a < b), et si m ≤ |f ′(t)| ≤ M pour

tout t ∈]a, b[, alors m ≤ |f(b)− f(a)|
b− a ≤M .

Réponse : Le théorème des aroissements �nis indique que f(b)− f(a) = f ′(c)(b−a) pour un c ∈]a, b[.
D'où |f(b)− f(a)| = (b− a)|f ′(c)|, d'où m(b− a) ≤ |f(b)− f(a)| ≤M(b− a).

Théorème 1.41 (aroissements �nis généralisés) Si f et g : [a, b]→ R sont ontinues sur [a, b] et
dérivables sur ]a, b[, alors :

∃c ∈]a, b[, (f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c).

En partiulier, si g(b) 6= g(a), il existe c ∈]a, b[ tel que f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) =
f(b)−f(a)

b−a
g(b)−g(a)

b−a

.

Preuve. L'inonnue de e problème est c. On pose :

F (x) = (f(b)− f(a))g(x) − (g(b)− g(a))f(x)

et on herhe s'il existe x tel que F ′(x) = 0. On a :

F (b)− F (a) = (f(b)− f(a))g(b)− (g(b)− g(a))f(b)− (f(b)− f(a))g(a) + (g(b)− g(a))f(a) = 0,

et don on peut appliquer le théorème de Rolle : ∃c ∈]a, b[ t.q. F ′(c) = 0. Et F ′(c) = (f(b) −
f(a))g′(c)− (g(b)− g(a))f ′(c).

Corollaire 1.42 (Règle de l'H�pital) Si f et g : [a, b] → R sont ontinues sur [a, b] et dérivables
sur ]a, b[, alors :

lim
x→a+

f(x) − f(a)
g(x) − g(a) = lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)

dans le as où es limites existent. En partiulier, si f et g sont dérivables à droite en a alors es

limites valent

f ′(a)
g′(a) .
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11 1. Rappels sur les fontions R → R

Preuve. On applique le théorème préédent qui donne (f(x) − f(a))g′(cx) = (g(x) − g(a))f ′(cx)
ave a < cx < x, pour x quelonque dans ]a, b], d'où le résultat quand x→ a.

(C'est une autre façon d'érire que

f(x)− f(a)
g(x)− g(a) =

f(x)− f(a)
x− a

/g(x)− g(a)
x− a quand ça a un sens,

ou enore de dire que les omportements de f et g sont aratérisés par leur développement limité

à l'ordre 1.)

Théorème 1.43 (Théorème de Rolle Généralisé). Si f est une fontion C2([a, b]) qui s'annule en
les 3 points a, b et c ∈]a, b[, alors il existe ξ ∈]a, b[ tel que f ′′(ξ) = 0 (il y a alors un point ou la

ourbure est nulle).

Et plus généralement, si f ∈ Cn([a, b]) s'annule en n+1 points distints de [a, b], alors il existe
ξ ∈]a, b[ tel que f (n)(ξ) = 0.

Preuve. Le thoéorème de Rolle indique que f ′
s'annule en deux points distints : une fois sur ]a, c[

et une fois sur ]c, b[, et don (f ′)′ s'annule une fois sur ]a, b[. Par réurrene, on généralise.

1.6 Primitives et intégrales

Dé�nition 1.44 À f : I → R fontion donnée, si le problème :

� trouver une fontion F : I → R telle que F ′(x) = f(x) pour tout x ∈ I �

a une solution F , on dit que la fontion F est une primitive de f sur I.

On note immédiatement que si F est une primitive de f , alors pour toute onstante c ∈ R,

F + c est aussi une primitive de f . Réiproquement :

Théorème 1.45 Si F1 et F2 sont deux primitives de f alors il existe c ∈ R tel que F1 = F2 + c,
i.e., deux primitives de f di�èrent au plus d'une onstante.

Preuve. La fontion g(x) = F1(x) − F2(x) est telle que g
′(x) = 0. Alors le théorème des arois-

sements �nis indique que `g = constante', voir exerie 1.39.

On peut alors dé�nir :

Dé�nition 1.46 On dit qu'une fontion f est intégrable sur I si elle admet une primitive sur I.
En fait, la dé�nition d'une intégrale de f est plus générale : voir un ours sur les sommes de

Riemann pour l'intégrale de Riemann, ou sur l'intégrale de Lebesgue pour l'intégrale de Lebesgue.

Dé�nition 1.47 On appelle intégrale (dé�nie) de f sur I = [a, b] la di�érene F (b)−F (a) (si elle
existe), où F est une primitive de f sur I, et on note :

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) noté

=

∫ b

a

f. (1.30)

Don l'intégrale d'une fontion ne dépend que de la valeur d'une primitive aux extrémités de

l'intervalle.

Et

∫ b

a
f représente l'aire sous la ourbe (voir les sommes de Riemann).

En partiulier, si f est dérivable sur I, alors f ′
est intégrable sur I et :

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a). (1.31)

Et on retrouve les formules de base de l'intégration :

Théorème 1.48 L'intégration est une opération linéaire, i.e. �

∫ b

a
(f + λg) =

∫ b

a
f + λ

∫ b

a
g�, pour

tout λ ∈ R et toutes fontions intégrables f et g. Et pour tout c ∈ [a, b], relation de Chasles :

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f. (1.32)
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12 1. Rappels sur les fontions R → R

Preuve. Si F etG sont des primitives de f et g alors immédiatement (F+λG)′(x) = F ′(x)+λG′(x).
Puis F (b)− F (a) = F (b)− F (c) + F (c)− F (a).
On note, pour une fontion F donnée :

F (b)− F (a) noté

= [F ]ba
noté

= [F (x)]ba.

Théorème 1.49 (Intégration par parties) Si f et g sont deux fontions dérivables sur I = [a, b]
et si f ′g et fg′ admettent des primitives sur I alors :

∫ b

a

f ′(x)g(x) dx +

∫ b

a

f(x)g′(x) dx = [fg]ba (= f(b)g(b)− f(a)g(a)), (1.33)

soit :

∫ b

a

f ′(x)g(x) dx = −
∫ b

a

f(x)g′(x) dx + [f(x)g(x)]ba. (1.34)

Preuve. fg est dérivable et (fg)′ = f ′g + fg′.

Théorème 1.50 (Changement de variables) Si f est dérivable sur I = [a, b], si g est intégrable

sur f(I), et si (g ◦ f)f ′
est intégrable sur I alors :

∫ b

x=a

g(f(x))f ′(x) dx =

∫ f(b)

y=f(a)

g(y) dy. (1.35)

Preuve. Soit G une primitive de g. Alors ave la dérivation de fontions omposées, (G ◦ f)′(x) =
g(f(x))f ′(x), d'où :

∫ b

a

(G ◦ f)′(x) dx = [(G ◦ f)(x)]ba = G(f(b))−G(f(a)) =
∫ f(b)

f(a)

g(y) dy. (1.36)

Théorème 1.51 (Théorème de la moyenne) Si f possède une primitive sur [a, b] alors :

∃ξ ∈ [a, b],

∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b − a), (1.37)

i.e. il existe ξ ∈ [a, b] tel que l'aire sous le graphe de f entre a et b est égale à l'aire du retangle

de base [a, b] et de hauteur f(ξ).

Preuve. C'est une appliation du théorème des aroissements �nis à F une primitive de f .

Dé�nition 1.52 On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] (ou hauteur moyenne de f entre a et b)

le nombre f̄ = 1
b−a

∫ b

a
f(x) dx(= f(ξ)).

Corollaire 1.53 On suppose f et g intégrables sur [a, b] :

(i) Si f ≥ 0 sur [a, b] alors
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

(ii) Si f(x) ≥ g(x) alors
∫ b

a
f(x) dx ≥

∫ b

a
g(x) dx.

(iii) Si m ≤ f(x) ≤M sur [a, b], alors m(b − a) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤M(b− a).

(iv) |
∫ b

a
f(x) dx| ≤

∫ b

a
|f(x)| dx.

(v) Si f(x) ≥ 0 est ontinue sur [a, b] et si f 6≡ 0 alors

∫ b

a
f(x) dx > 0.

(vi) Si g ≥ 0 sur [a, b], si f , g et fg sont intégrables sur [a, b] ave f ontinue sur [a, b], alors
(théorème généralisé de la moyenne) :

∃ξ ∈ [a, b],

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx. (1.38)
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13 1. Rappels sur les fontions R → R

1.7 Dérivation d'ordre supérieur

Dé�nition 1.54 La fontion dérivée f ′
est dérivable en un point x0 ∈ I si la limite suivante existe

dans R (notée dans e as f ′′(x0)) :

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) ∈ R ou enore lim

h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
= f ′′(x0) ∈ R. (1.39)

Et on dit alors que f est deux fois dérivable en x0.

Ave la notation `petit o', ela s'érit enore :

f ′(x) − f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) + o(1), i.e. f ′(x) = f ′(x0) + f ′′(x0)(x− x0) + o(x− x0). (1.40)

Exerie 1.55 Montrer que si p : R → R est un polyn�me de degré 2 donné sous la forme

p(h) = a+bh+ch2, alors a = p(0), b = p′(0) et c = p′′(0)
2 , et don que p(h) = p(0)+h p′(0)+ h2

2 p
′′(0).

Réponse. On a p′(h) = b+ 2ch et p′′(h) = 2c, d'où p′(0) et p′′(0).

Exerie 1.56 Montrer que si p : R → R est un polyn�me de degré 2 donné sous la forme

p(x) = a + b(x−x0) + c(x−x0)2, alors on a a = p(x0), b = p′(x0) et c = p′′(x0)
2 , et don que

p(x) = p(x0) + (x−x0) p′(x0) + (x−x0)
2

2 p′′(x0).

Réponse. On a p(x0) = a. Puis on a p′(x) = b+2c(x−x0) et p
′′(x) = 2c, d'où p′(x0) = b et p′′(x0) = 2c.

Dé�nition 1.57 On dé�nit les dérivées d'ordre n par réurrene : on note f (0) = f , f (1) = f ′
, et

f est dérivable à l'ordre n en x0 si f (n−1)
est dérivable sur un voisinage de x0.

Dé�nition 1.58 On note Cn(I;R) (ou plus simplement Cn), l'ensemble des fontions f qui sont

dérivables n-fois dans I et telles que f (n)
est ontinue dans I.

1.8 Développement limité d'un polyn�me

Soit le mon�me dé�ni par, pour n ∈ N∗
:

p(x) = xn, ∀x ∈ R.

On s'intéresse à e qui se passe au voisinage d'un point x0 ∈ R, e qui revient à onsidérer les

variations de p(x0+h) pour x0 �xé et h variable (hangement d'origine). On a, ave

(

n
k

)

= n!
k!(n−k)! :

p(x0 + h) = (x0 + h)n =

n
∑

k=0

(n

k

)

xn−k0 hk.

Et on remarque que, p′(x0) = nxn−1
0 et par réurrene, pour 0 ≤ k ≤ n :

p(k)(x0) = n(n− 1)...(n− k + 1)xn−k0 =
n!

(n− k)!x
n−k
0 = k!

(n

k

)

xn−k0 ,

d'où, pour x, h ∈ R :

p(x0 + h) =
n
∑

k=0

hk

k!
p(k)(x0)

= p(x0) + h p′(x0) +
h2

2
p′′(x0) + . . .+

hn

n!
p(n)(x0),

expression du �développement� de p(.) au voisinage de x0 en fontion de ses dérivées en x0, appelé
développement limité en x0.

Exemple 1.59 Pour p(x) = x2, il vient p(x0 + h) = x20 +2x0h+ h2 = p(x0) + p′(x0)h+
p′′(x0)

2 h2,
de véri�ation immédiate ar p′(x0) = 2x0 et p′′(x0) = 2.

La formule i-dessus s'érit également, pour tout a, x ∈ R (et ii h = x−a) :

p(x) =

n
∑

k=0

(x− a)k
k!

p(k)(a), (1.41)

et 'est le développement limité de p en a. Et un polyn�me étant une somme de mon�me, ette

formule est trivialement vraie pour tout polyn�me.
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14 1. Rappels sur les fontions R → R

1.9 Développements limités : formules de Taylor

Il s'agit d'approher une fontion f ∈ Cn+1(R) par un polyn�me pn de degré n au voisinage

d'un point a ∈ R :

f(x) = pn(x) +R(x), (1.42)

où R(x) est le `reste' (petit lorsque x est `prohe' de a). On va montrer que :

pn(x) =
n
∑

k=0

(x− a)k
k!

f (k)(a),

et que R(x) = O((x − a)n+1) (ou enore : R(x) = o((x − a)n)), et don (alors immédiat) qu'en

partiulier p
(k)
n (a) = f (k)(a).

Le résultat (1.42) est déjà aquis lorsque f est un polyn�me ave R = 0, f. (1.41).

1.9.1 Dé�nition

Dé�nition 1.60 Une fontion f : [a, b] → R admet une développement limité à l'ordre n au

voisinage d'un point x0 ∈]a, b[ ssi il existe n+1 onstantes c0, ..., cn telles que :

f(x0 + h) = c0 + c1h+ ...+
cn
n!
hn + o(hn) (=

n
∑

k=1

ck
k!
hk + o(hn)), (1.43)

au voisinage de h = 0.

On va voir que si f est Cn alors ck = f (k)(x0) pour k = 0, ..., n.

1.9.2 Formule de Taylor ave reste intégral

Théorème 1.61 Si f est dérivable k+1-fois sur I = [a, b] alors au voisinage de a :

f(x) = f(a) + . . .+ f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x

a

f (k+1)(t)
(x− t)k
k!

dt

= f(a) + . . .+ f (k)(a)
(x−a)k
k!

+
(x−a)k+1

k!

∫ 1

0

f (k+1)((x−a)u+a) (1−u)k du.
(1.44)

En partiulier, si 0 ∈ [a, b], pour x ∈ [a, b] alors au voisinage de 0 :

f(x) = f(0) + . . .+ f (k)(0)
xk

k!
+

∫ x

0

f (k+1)(t)
(x − t)k
k!

dt

= f(0) + . . .+ f (k)(0)
xk

k!
+
xk+1

k!

∫ 1

0

f (k+1)(xu) (1−u)k du.
(1.45)

Preuve. On a par dé�nition de l'intégrale f(x) = f(a)+
∫ x

a
f ′(t) dt. La formule est don vraie pour

k = 0. Puis par intégration par parties (où à x �xé on pose u′(t) = 1, v(t) = f ′(t) puis u(t) = t−x
et v′(t) = f ′′(t)) :

∫ x

t=a

f ′(t) dt = [(t− x)f ′(t)]xt=a −
∫ x

t=a

(t− x)f ′′(t) dt = (x− a)f ′(a) +

∫ x

t=a

(x− t)f ′′(t) dt.

D'où au seond ordre :

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +

∫ x

a

(x− t)f ′′(t) dt.

Puis par intégration par parties suessives (où à x �xé on pose u′(t) = (x−t)k
k! , v(t) = f (k+1)(t)

puis u(t) = −(x−t)k+1

(k+1)! et v′(t) = f (k+2)(t)) :

∫ x

t=a

f (k+1)(t)
(x − t)k

k!
dt = [

−(x− t)k+1

(k + 1)!
f (k+1)(t)]xa −

∫ x

t=a

f (k+2)(t)
−(x − t)k+1

(k + 1)!
dt

=
(x − a)k+1

(k + 1)!
f (k+1)(a) +

∫ x

t=a

f (k+2)(t)
(x− t)k+1

(k + 1)!
dt

(1.46)

d'où le résultat par réurrene.

Puis on fait le hangement de variable u = t−a
x−a ∈ [0, 1], soit t = a+(x−a)u et dt = (x−a)du.

Puis x−t = (x−a)(1−u), d'où (x−t)k = (x−a)k(1−u)k, d'où le résultat.
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15 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

1.9.3 Corollaire : formules de Taylor ave �o� et �O�

On déduit du théorème 1.61 préédent :

Théorème 1.62 Si f ∈ Ck+1([a, b]) alors pour tout x0, x ∈ [a, b] il existe ξ ∈]a, b[ tel que :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + . . .+ f (k)(x0)
(x− x0)k

k!
+ f (k+1)(ξ)

(x − x0)k+1

(k + 1)!
, (1.47)

et (don) :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + . . .+ f (k+1)(x0)
(x− x0)k+1

(k + 1)!
+ o((x− x0)k+1)

= f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + . . .+ f (k)(x0)
(x− x0)k

k!
+O((x − x0)k+1).

(1.48)

Preuve. On applique le théorème 1.51 de la valeur moyenne, d'où la première égalité.

Puis f (k+1)
étant ontinue, on a f (k+1)(ξ) = f (k+1)(x0) + o(1), d'où la seonde égalité.

Et ayant f ∈ Ck+1([a, b]) on a f (k+1)
borné sur [a, b], et on déduit la troisième égalité à l'aide

de la première.

Remarque 1.63 Une appliation peut admettre un développement limité au 2nd ordre en un

point sans que la di�érentielle seonde existe. Exemple : f(x) = x3 sin( 1
x
) ave f(0) = 0 (ontinue

en 0) qui véri�e f ′(x) = 3x2 sin( 1
x
) − x cos( 1

x
) et f ′(0) = 0 (ontinue en 0), et f ′(h) = o(h) au

voisinage de 0. Et, appliquant le théorème des aroissements �nis (1.29), on a au voisinage de

h = 0 :

f ′(x0 + h) = o(h) =⇒ f(x0 + h) = f(x0) + o(h2), (1.49)

puisque

f(x0+h)−f(x0)
h

= f ′(c) pour un c entre x0 et x0 + h.
Don ii f(h) = f(0) + o(h2) = o(h2), et f admet un développement limité à l'ordre 2 au

voisinage de 0. Mais limx→0
f ′(x)−f ′(0)

x
= − limx→0 cos(

1
x
) n'existe pas (la valeur f ′′(0) n'existe

pas).

2 Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

On onsidère Rn muni de sa base anonique (~e1, ..., ~en) et de son produit salaire anonique

dé�ni par :

(~x, ~y)Rn =

n
∑

i=1

xiyi (= x1y1 + ...+ xnyn),

si ~x =
∑n
i=1 xi~ei =





x1
.

.

.

xn





et ~y =
∑n

i=1 yi~ei =







y1
.

.

.

yn






, assoié à la norme (la longueur donnée par

formule de Pythagore) :

||~x||Rn =
√

x21 + ...+ x2n. (2.1)

On se donne un ouvert Ω ⊂ Rn.

On s'intéresse aux fontions de variables vetorielles à valeurs salaires, i.e. aux fontions de

type :

f :

{

Ω → R

~x 7→ f(~x) ∈ R

On rappelle que le graphe d'une telle fontion est le sous-ensemble de Rn × R dé�ni par :

G(f) = {(~x, z) ∈ Ω× R : z = f(~x)}.
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16 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

2.1 Continuité

Soit f : Ω −→ R et ~a ∈ Ω. Alors f est ontinue en ~a si :

lim
~x→~a

f(~x) = f(~a), (2.2)

i.e. lim
||~x−~a||→0

|f(~x)− f(~a)| = 0, ou enore :

f(~x) = f(~a) + o(1) au vois. de ~a,

développement limité de f à l'ordre 0.
En termes de quanti�ateurs, f ontinue en ~a s'érit :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀~x ∈ Ω : ||~x− ~a|| < η =⇒ |f(~x)− f(~a)| < ε.

(En français : en ~a ∈ Ω, pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, dès que ~x véri�e ||~x−~a|| < η, on a

|f(~x)− f(~a)| < ε.)
Et f disontinue en ~a s'énone :

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃~x ∈ Ω : ||~x− ~a|| < η et |f(~x)− f(~a)| ≥ ε.
Dé�nition 2.1 On appelle C0(Ω,R) l'ensemble des fontions f : Ω → R qui sont ontinues en

tout point de Ω, et on note simplement C0
lorsqu'il n'y a pas de onfusion possible.

Remarque 2.2 Il n'est pas su�sant, pour montrer que f est ontinue en ~a, de montrer que, pour

tout ~v, les fontions g~v : t → g(t) = f(~a+ t~v) sont ontinues en 0 ave g~v(0) un réel indépendant

de ~v. I.e., il est insu�sant de véri�er que f est ontinue dans toutes les diretions ~v ave une limite

c = lim
h→0

f(~a+ h~v) indépendante de la diretion ~v.

Prendre par exemple f : R2 → R ave f(0, 0) = 0 et pour (x, y) 6= ~0 :

f(x, y) =
x2y

x4 + y2
.

Voir �gure 2.1. Cette fontion est ontinue sur R2 − {~0}. En ~0 : on a g~v(h) = f(~0 + h~v)−→
h→0

0

quelque soit le veteur ~v (�xé). Mais f n'est pas ontinue en

~0 : on a f(x, x2) = 1
2 .

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2
0.4

0.6
0.8

1

0.1
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0.3

0.4

0.5

Figure 2.1 � Graphe de la fontion f(x, y) =
x2y

x4 + y2
.

Remarque 2.3 Pour montrer qu'une fontion est ontinue en un point ~a, on peut passer

en oordonnées polaires

(

x1 = a1 + r cos θ
x2 = a2 + r sin θ

)

, et dire que ~x → ~a, 'est dire que ||~x − ~a|| =
√

(x1−a1)2 + (x2−a2)2 = r → 0.

2.2 Dérivation

2.2.1 Dérivée diretionnelle

On s'intéresse à la dérivée d'une fontion f : Rn → R en un point ~a ∈ Rn dans une diretion

~v ∈ Rn. I.e. on restreint l'étude de f à la droite d'équation t→ ~a+ t~v (droite dans Rn), et on veut

onnaître la dérivée de f en ~a le long de ette droite. On pose :

g(t) = f(~a+ t~v), ∀t ∈ R,

i.e. on se ramène à l'étude de la fontion g : R → R, et on veut regarder les variations g′(t) de g
en t = 0 :
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17 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Dé�nition 2.4 La dérivée de f en ~a dans la diretion ~v est le réel :

g′(0)
noté

= ∂~vf(~a)
noté

=
∂f

∂~v
(~a). (2.3)

On a don :

∂f

∂~v
(~a) = lim

t→0

f(~a+ t~v)− f(~a)
t

.

Dé�nition 2.5 Lorsque ~v = ~ei (le i-ème veteur de base), on note :

∂~eif(~a)
noté

=
∂f

∂xi
(~a)

noté

= ∂if(~a), (2.4)

et es réels sont appelés les dérivées partielles de f en ~a.

On a don, par exemple pour f : R2 → R :

∂f

∂x1
(~a) = lim

t→0

f(a1 + t, a2)− f(a1, a2)
t

,

où on a noté ~a = (a1, a2), ou enore ave des notations génériques, i.e. pour la dérivée en un

point ~x :

∂f

∂x1
(~x) = lim

h→0

f(x1 + h, x2)− f(x1, x2)
h

.

Et dans ette expression, x2 joue le r�le d'une onstante, la seule quantité variable étant x1.

Remarque 2.6 Attention tout de même : si on note (y1, y2) les variables, i.e. on onsidère

f(y1, y2), la notation ∂1f (qui n'est pas ambiguë) se note indi�éremment

∂f
∂x1

ou

∂f
∂y1

(qui peut

paraître ambiguë).

On vient ainsi de dé�nir les fontions, pour i = 1, 2 :

∂if =
∂f

∂xi
:







Ω→ R

~x 7→ ∂if(~x) =
∂f

∂xi
(~x)

quand elles ont un sens dans tout Ω.

Dé�nition 2.7 Et une fontion qui est dérivable dans toutes les diretions est appelée Fréhet

dérivable ou bien Fréhet di�érentiable.

Exerie 2.8 Soit f(x, y) = sin(x2 + y). Caluler ∂1f , ∂2f et ∂~e1+~e2f en tout ~x = (x, y) ∈ R2
.

Exerie 2.9 Soit f(~x) = ||~x||2(=
√

x2 + y2). Caluler ses dérivées partielles en ~x 6= ~0. Est-e

que f a des dérivées partielles en

~0 ? (On rappelle que

√
x2 = |x|.)

Exerie 2.10 Soit f(x, y) = x2−y2
x2+y2 si ~x 6= 0 et f(~0) = 0. Caluler ses dérivées partielles en tout

~x 6= ~0, puis en ~x = ~0. Puis posant ~v = (v1, v2), aluler ∂~vf(~x) en tout point ~x.

Exerie 2.11 Soit f(x, y) = xy x
2−y2
x2+y2 si ~x 6= 0 et f(~0) = 0. Montrer que f est ontinue en

~0.

Caluler ses dérivées partielles en tout ~x 6= ~0, puis en ~x = ~0.

Réponse. On passe en oordonnées polaires : f(r cos θ, r sin θ) = r2 cos θ sin θ(cos2 θ − sin2 θ)−→r→0 0.

D'où f est ontinue en

~0. Et en ~0 on a : limh→0
f(~0+h~e1)−f(~0)

h
= 0 = ∂f

∂x1
(~0).

Exerie 2.12 Montrer que, pour λ ∈ R et λ6=0, on a :

∂f

∂(λ~v)
(~a) = λ

∂f

∂~v
(~a)

Réponse : par dé�nition, on a, posant ~w = λ~v :

∂f

∂ ~w
(~a) = lim

h→0

f(~a+ h~w)− f(~a)

h
= lim
h→0

f(~a+ (hλ)~v)− f(~a)

hλ
1

λ

= λ lim
k→0

f(~a+ k~v)− f(~a)

k
= λ

∂f

∂~v
(~a),

soit

∂f

∂(λ~v)
(~a) = λ

∂f

∂~v
(~a) omme annoné : don attention aux hangements d'unités (ex : mètre→ yard).
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18 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

2.2.2 Fontion dérivable, di�érentielle, gradient

Pour simpli�er les éritures, on traite le as Ω ⊂ R2
, la généralisation au as Ω ⊂ Rn ne posant

pas de problème.

Cependant, la dérivabilité dans toutes les diretions n'est pas une notion assez forte : par

exemple, la fontion dé�nie sur (R2)∗ par f(x1, x2) =
x2
1−x2

2

x2
1+x

2
2
et par f(~0) = 0 est onstante sur

toutes les droites t→ t~v privée du point

~0 quelque soit la diretion ~v ∈ R2
.

−4
−2

0
2

4 −4
−2

0
2

4

−0.5
0

0.5 y

x

z

Figure 2.2 � Graphe de la fontion f(x, y) =
x2 − y2
x2 + y2

.

Cependant, en ~a = (0, 0) la fontion f n'est même pas ontinue (voir �gure 2.2).

D'où la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.13 Soit ~a ∈ Ω. Une fontion f : Ω → R (à valeurs salaires) est dite di�érentiable

en ~a, ou dérivable (au sens de Gateaux) en ~a, ssi son graphe admet un plan tangent en ~a, i.e. ssi
il existe une appliation linéaire ℓ~a : ~x ∈ Rn → ℓ~a(~x) ∈ R telle que :

f(~x) = f(~a) + ℓ~a(~x− ~a) + o(||~x−~a||). (2.5)

Et l'appliation linéaire ℓ~a est appelée forme di�érentielle de f en ~a, et notée ℓ~a = df(~a).

Loalement au voisinage de ~a, f est ainsi approximée par la forme linéaire ℓ~a, et l'expres-

sion (2.5) est le développement limité de f à l'ordre 1 au voisinage de ~a.
Si on se plae dans Rn muni de sa base anonique, une telle appliation linéaire s'érit

ℓ~a(x1, ..., xn) = A1x1 + ...+Anxn, d'où la dé�nition équivalente :

Dé�nition 2.14 f est dite di�érentiable, ou dérivable (au sens de Gateaux), en ~a = (a1, ..., an)
ssi :

∃A1, ..., An ∈ R tels que, au voisinage de ~x = ~a :

f(x1, ..., xn) = f(a1, ..., an) +A1(x1−a1) + ...+An(xn−an) + o(||~x−~a||).
(2.6)

Exemple 2.15 Pour f : R2 → R, on vient d'érire, notant z = f(x, y), que �z = αx + βy + γ +
o(||~x−~a||)� où α = A1, β = A2 et γ = f(~a) − A1x − A2y, i.e. que le graphe de f admet en ~a un

plan tangent à savoir le plan d'équation �z = αx+ βy + γ�.
Autrement dit, f est di�érentiable en ~a ssi le graphe de f admet un plan tangent en ~a.

Proposition 2.16 Si f est di�érentiable en ~a = (a1, ..., an), alors f est ontinue en ~a, et on a

A1 = ∂f
∂x1

(~a),..., An = ∂f
∂xn

(~a), et don :

f(~x) = f(~a) + (x1−a1)
∂f

∂x1
(~a) + ...+ (xn−an)

∂f

∂xn
(~a) + o(||~x−~a||). (2.7)

(Appelé développement limité de f au premier ordre au voisinage de ~a.)
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19 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Preuve. La dé�nition (2.6) donne f(~x) = f(~a) + o(1), don f est ontinue en ~a.
Puis regardons par exemple A1 (même démarhe pour les Ai) : on prend ~x = ~a + h~e1 =

(a1+h, a2, ...). Il vient :

f(a1+h, a2, ...) = f(a1, a2, ...) +A1 h+ 0 + o(h).

D'où

f(a1+h,a2,...)−f(a1,a2,...)
h

= A1 + o(h), d'où A1 = ∂f
∂x1

(~a).

Dé�nition 2.17 Ave le produit salaire anonique de Rn, il existe un unique veteur noté

~gradf(~a), appelé gradient de f en ~a, tel que ℓ~a(~v) = ( ~gradf(~a), ~v)n pour tout ~v ∈ Rn (donné

par le théorème de représentation de Riesz).

Et ii (pour le produit salaire anonique) on a :

~gradf(~a) =







∂f
∂x1

(~a)

.

.

.

∂f
∂xn

(~a)






=







∂f
∂x1

.

.

.

∂f
∂xn






(~a)

noté

= ~∇f(~a). (2.8)

Don :

f(~a+ h~v)− f(~a) = h ( ~gradf(~a), ~v)Rn + o(h). (2.9)

Dé�nition 2.18 On appelle matrie jaobienne de f en ~a la matrie ligne :

Jf (~a) = [
∂f

∂x1
(~a) . . .

∂f

∂xn
(~a)].

(Matrie des omposantes de la di�érentielles df(~a) dans la base duale de la base anonique, voir

ours de géométrie di�érentielle).

En partiulier, disposant du produit salaire anonique, on a :

Jf (~a) = ~gradf(~a)T . (2.10)

Don, si f est dérivable en ~a, on a :

f(~x) = f(~a) + ( ~gradf(~a), ~x− ~a)Rn + o(||~x − ~a||)
= f(~a) + Jf (~a).(~x − ~a) + o(||~x − ~a||)
= f(~a) + ~gradf(~a)T .(~x− ~a) + o(||~x− ~a||).

(2.11)

(Le �.� étant la notation du produit matriielle.)

Proposition 2.19 Si f est di�érentiable en ~a, alors f est dérivable dans toutes les diretions en ~a,
et on a :

∂f

∂~v
(~a) = ( ~gradf(~a), ~v)Rn . (2.12)

Preuve. f(~a+ h~v)− f(~a) = A1hv1 + ...+Anhvn + o(h) = h( ~gradf(~a), ~v)Rn + o(h).

Par ontre, la réiproque est fausse : on peut avoir f dérivable dans toutes les diretions en un

point ~x sans que f soit di�érentiable en ~x. Exemple f(x, y) = x (de graphe un plan) si x 6= 0 et

f(0, y) = y. Faire un dessin. Alors f est dérivable en

~0 dans toutes les diretions, mais n'a pas de

plan tangent.

On a quand même un ritère agréable dans le as partiulier suivant :

Théorème 2.20 Si f possède des dérivées partielles (diretionnelles) ∂f
∂x1

,...,

∂f
∂xn

dans un voisinage

de ~a, et si es dérivées partielles sont ontinues en ~a, alors f est di�érentiable et C1
en ~a.
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20 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Preuve. On traite le as Rn = R2
, le as général étant laissé au leteur. On a :

f(x1, x2)− f(a1, a2) = (f(x1, x2)− f(a1, x2)) + (f(a1, x2)− f(a1, a2)). (2.13)

Et le dernier terme donne immédiatement (fontion de la seule variable x2) :

f(a1, x2)− f(a1, a2) =
∂f

∂x2
(a1, a2)(x2 − a2) + o(|x2 − a2|). (2.14)

Et le premier terme onsidéré à x2 �xé s'érit :

f(x1, x2)− f(a1, x2) =
∂f

∂x1
(a1, x2)(x1 − a1) + o(|x1 − a1|), (2.15)

e qui a un sens ar on a supposé que

∂f
∂x1

existait dans un voisinage de ~a, et don en (a1, x2) pour

x2 su�samment prohe de a2. Et la dérivée partielle

∂f
∂x1

étant supposée ontinue en ~a :

∂f

∂x1
(a1, x2) =

∂f

∂x1
(a1, a2) + o(1), (2.16)

et par onséquent, puisque par dé�nition (x1 − a1)o(1) = o(x1 − a1) :

f(x1, x2)− f(a1, x2) =
∂f

∂x1
(a1, a2)(x1 − a1) + o(|x1 − a1|), (2.17)

d'où (2.13) donne bien (2.6) : f est dérivable en ~a. Puis les dérivées partielles étant ontinues,

gradf l'est également, et f est C1
.

Dé�nition 2.21 On note C1(Ω;R) le sous ensemble de C0(Ω;R) formé des fontions f qui sont

dérivables en tout point de Ω et telles que les dérivées partielles

∂f
∂xi

sont ontinues en tout point

de Ω pour tout i = 1, ..., n. C'est ensemble est également noté plus simplement C1
si auune

onfusion n'est possible.

Exerie 2.22 Soit f dé�nie sur R2
par f(x, y) =

(xy)2

(x2 + y2)
3
2

si ~x 6= ~0 et f(0, 0) = 0. Montrer

que f est ontinue en 0, aluler ∂f
∂x1

(~x) ou ∂f
∂x2

(~x) et en déduire que f n'est pas dérivable en 0. On

pourra également poser g(t) = f(t, t) pour montrer que g n'est pas dérivable en 0.

Réponse. f est une fration rationnelle qui n'a qu'une raine en (x, y) = ~0, et don f est C∞(R2−{~0};R).
Regardons la ontinuité en

~0. On passe en oordonnées polaires. f(r cos θ, r sin θ) = r cos2 θ sin2 θ−→
r→0

0.

Regardons

∂f
∂x1

: Si

∂f
∂x1

(~0) existe, par dé�nition on a :

∂f

∂x1
(~0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim
h→0

0− 0

h
= 0.

Don la 1ère dérivée partielle existe. De même

∂f

∂x2
(~0) = 0. Mais ça ne veut pas dire que f est dérivable.

D'ailleurs f n'est pas dérivable : en e�et si elle l'était, le veteur gradient existerait et on aurait

~gradf(~0) =
~0, d'où :

f(x, y) = f(0, 0) + ( ~gradf(~0),

(

x
y

)

) + o(||(x, y)||) = 0 + 0 + o(||(x, y)||).

En partiulier on aurait f(h, h) = o(h). Or on a f(h, h) = h4

(2h2)
3
2

= h4√
8|h|3 = 1√

8
|h| qui n'est pas o(h).

Don l'expression du gradient

~gradf(~0) = ~0 est absurde, don le gradient n'existe pas en

~0, i.e. la fontion

n'est pas dérivable en

~0.
On peut aussi remarquer qu'on ne peut pas appliquer le théorème 2.20 : on a, quand ~x 6= ~0 :

∂f

∂x1
(~x) =

2xy2(x2 + y2)
3
2 − 3x3y2(x2 + y2)

1
2

(x2 + y2)3
= xy2

2y2 − x2

(x2 + y2)
5
2

.

En partiulier,

∂f
∂x1

(0, h) = 0 alors que

∂f
∂x1

(h, h) = 1

2
5
2
et don que

∂f
∂x1

(0, h) et ∂f
∂x1

(h, h) n'ont pas la même

limite quand h→ 0. Et don ∂f
∂x1

n'est pas ontinue dans un voisinage de

~0, et on ne peut pas appliquer le

théorème. (Ii on a une valeur alulée

∂f
∂x1

(~0) = 0 mais ette valeur pontuelle n'est pas la prolongation
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21 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

par ontinuité de

∂f

∂x1
(~x) quand ~x→ ~0 : si on pouvait prolonger par ontinuité on aurait 0 = 1

2
5
2
par uniité

de la limite, e qui est absurde.) En partiulier f n'est pas C1(R2;R).

Regardons maintenant diretement g(t) = f(t, t) = 1

2
3
2

t4

(t2)
3
2

= 1√
2
3
t4

|t|3 = 1√
2
3 |t| : ette fontion n'est

pas dérivable en 0, et don ∂f

∂(~e1+~e2)
n'est pas dé�nie en

~0. Don f n'est pas dérivable en

~0, sinon toutes

les dérivées diretionnelles existeraient, proposition 2.19, et en partiulier

∂f
∂(~e1+~e2)

existerait.

Exerie 2.23 Montrer que si f = ℓ : Rn → R est linéaire, alors en tout point ~x ∈ Rn on a

dℓ(~x) = ℓ (sa di�érentielle est indépendante du point ~x et vaut ℓ). Que vaut sa matrie jaobienne

(matrie représentant dℓ(~x) dans les bases anoniques) ?

Réponse. On a ℓ(~y)−ℓ(~x) = ℓ(~y−~x) par linéarité, et don la relation ℓ(~y)−ℓ(~x) = dℓ(~x)(~y−~x)+o(||~y−~x||)
est trivialement satisfaite ave dℓ(~x) = ℓ, le reste o(||~y − ~x||) étant identiquement nul (voir (2.5)).

Sa matrie jaobienne est la matrie représentant dℓ(~x) après avoir hoisi les bases anoniques dans Rn

et R
p
. C'est don la matrie [ℓ] représentant l'appliation linéaire ℓ. Ainsi si ℓ(~x) = a1x1 + . . .+ anxn on a

Jℓ(~x) = [a1 . . . an].

Exerie 2.24 Soit Tr : A ∈ Rn
2 → Tr(A) ∈ R l'appliation qui a toute matrie A = [aij ] assoie

sa trae Tr(A) =
∑

i aii. Montrer qu'en haque A la di�érentielle dTr(A) = Tr. Montrer que sa

matrie jaobienne est la matrie identité (après avoir hoisi la base anonique dans Rn
2

).

Réponse. Approhe se servant de l'exerie préédent : l'appliation Tr est linéaire. Don dTr(A) = Tr. On

véri�e e�etivement que Tr(B) = Tr(A)+Tr(B−A) donne trivialement dTr(A) = Tr fontion indépendante

de A.
La base anonique de R

n2

est donnée par les matries Eij dé�nies par : tous les termes sont nuls sauf le

terme (i, j) qui vaut 1. Et Tr est onnu dès qu'on onnaît Tr(Eij) pour tout i, j = 1, ..., n (une appliation

linéaire est onnue dès qu'on onnaît l'image de haun de ses veteurs de base). Ii Tr(Eij) = δij .
On a

∂Tr
∂Eij

(A) = dTr(A)(Eij) = Tr(Eij) = δij (vaut 1 si i=j et 0 sinon). Et don la matrie jaobienne

(matrie gradient) de Tr est la matrie [ ∂Tr
∂Eij

(A)] = [δij ] = I= l'identité.

Remarque : pour une matrie A = [aij ]1≤i,j≤n =
∑

ij aijEij on a

Tr(A) =
∑n
i,j=1 aijTr(Eij) =

∑n
i,j=1 δijaij = I : A (=

∑

i aii)

puisque I = [δij ]1≤i,j≤n, où �:� est la double ontration dé�nie par A : B =
∑n

i,j=1 aijbij = Tr(ABt).

D'où Tr : Rn
2 → R est représentée par la matrie I dans la base (Eij). D'où dTr(A) = Tr = I .

Exerie 2.25 On onsidère le déterminant det : A ∈ Rn
2 → detA ∈ R (dé�ni sur les matries

n × n). Montrer que det est di�érentiable et que d(detA).B = detA Tr(A−1B). Et omme la

matrie des ofateurs est dé�nie par cof(A)T = (detA)A−1
on a don également

d(detA).B = cof(A) : B (= Tr(cof(A)T .B) ave la dé�nition de la double ontration i-dessus).

Réponse. Si H est une matrie dans un voisinage de la matrie nulle on a

det(I + hM) = 1 + hTr(M)+ monomes de degré ≥ 2 en h,

par dé�nition du déterminant. Or on a det(A+hB) = det(A) det(I+hA−1B). On en déduit que

det(A+hB) = det(A)(1 + hTr(A−1B)) + o(h).

Exemple 2.26 En dimension in�nie. Soit Z(ϕ) =
∫

Ω
f(~x)ϕ(~x) dΩ, où f et ϕ à valeurs réelles sont

ontinues dans Ω ouvert de Rn. On a alors Z dérivable sur C0(Ω;R) de dérivée dZ(ϕ) = Z. En e�et,

Z est linéaire, et don Z(ϕ+hψ) = Z(ϕ)+hZ(ψ) = Z(ϕ)+h dZ(ϕ).ψ+o(ψ) où dZ(ϕ).ψ = Z(ψ).

2.3 Interprétation géométrique du gradient

2.3.1 En terme de plus grande pente

Proposition 2.27 Pour f fontion à valeurs salaires, la diretion donnée par le gradient

~gradf(~x)
au point ~x est elle d'aroissement maximal de la fontion f à partir du point x. I.e., notant

~n =
~gradf(~x)

|| ~gradf(~x)|| le veteur gradient normalisé en ~x, on a :

∀~v t.q. ||~v|| = 1,
∂f

∂~v
(~x) ≤ ∂f

∂~n
(~x),

i.e. en termes de (limites de) taux d'aroissement :

∀~v t.q. ||~v|| = 1, lim
h→0+

f(~x+ h~v)− f(~x)
h

≤ lim
h→0+

f(~x+ h~n)− f(~x)
h

.
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22 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Preuve. Ave (2.9) il vient :

f(~x+ h~v)− f(~x)
h

= ( ~gradf(~x), ~v)R2 + o(1).

Ave l'inégalité de Cauhy�Shwarz, on a |( ~gradf(~x), ~v)Rn | ≤ || ~gradf(~x)|| ||~v||, et on a égalité

lorsque ~v = α ~gradf(~x) pour un α ∈ R. Don, pour ~v veteur unitaire, le max du produit salaire

( ~gradf(~x), ~v)Rn
est atteint pour ~v =

~gradf(~x)

|| ~gradf(~x)|| = ~n.

y
(grad f,0)

(grad f,−1)

z

x

Figure 2.3 � Représentation du gradient sur le graphe d'une fontion.

2.3.2 En terme de normale au graphe

Dé�nition 2.28 Une surfae de R3
est un sous-ensemble de R3

de la forme F (x, y, z) = 0 où F est

une fontion de R3
dans R (relation impliite entre x, y et z).

Exemple 2.29 La sphère d'équation x2 + y2 + z2 = 1.

Exemple 2.30 Si F (x, y, z) = z− f(x, y), alors on obtient la surfae z = f(x, y), surfae expliite
en z.

Pour f : R2 → R, on visualise f à l'aide de son graphe :

G(f) = {(x, y, z) ∈ R
3 : z = f(x, y)}.

Et G(f) est une surfae dans R3
: posant F (x, y, z) = z − f(x, y), le graphe G(f) est la surfae

�F (x, y, z) = 0�.

Exemple 2.31 On peut représenter la sphère omme l'union des graphes des deux fontions �z =
f(x, y) = ±

√

1− (x2 + y2)� pour les x, y tels que x2 + y2 ≤ 1.

Comme une fontion di�érentiable en un point ~a a son graphe tangent à un plan, pour onnaître

la normale en ~a à G(f), il su�t de onnaître la normale à un plan :

Cas d'un plan : une normale. S'il n'est pas vertial, un plan P dans R3
est le graphe G(f)

d'une fontion f du type :

z = f(x, y) = ax+ by + c, ∀x, y ∈ R. (2.18)

On a ii F (x, y, z) = z − (ax + by + c).
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23 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Un point du plan a�ne �z = ax + by + c� véri�e





x
y
z−c



 .





−a
−b
1



 = 0, et un point du

plan vetoriel �z = ax + by� assoié véri�e z − ax − by = 0, i.e.





x
y
z



 .





−a
−b
1



 = 0. Don tout

point ~x = (x, y, z) du plan est orthogonal au veteur (−a,−b, 1), i.e. est orthogonal aux veteurs

unitaires :

~n(~x) = ± 1√
a2 + b2 + 1





−a
−b
1



 .

Comme f(~x) = f(x, y) = ax+ by − c ave a = ∂f
∂x

(~x) et b = ∂f
∂y

(~x), on a également, en un point ~x
du plan :

~n(~x) //





− ∂f
∂x1

(~x)

− ∂f
∂x2

(~x)
1



 =

(

−
(

~gradf(~x)
)

1

)

. (2.19)

Ave F (x, y, z) = z − ax− by − c, le graphe représente la surfae d'équation F (x, y, z) = 0, et
un alul immédiat donne également :

~n(~x) //

(

−
(

~gradf(~x)
)

1

)

= ~gradF (~x), (2.20)

i.e. ~n est parallèle à

~gradF .

Cas d'une fontion di�érentiable en ~a : une normale ~n(~a). Pour f(x, y) fontion dérivable

en (a1, a2), son plan tangent en (a1, a2) a pour équation :

g(x, y) = f(~a) + ~gradf(~a)T .

(

x− a1
y − a2

)

= A0 +A1x+A2y, (2.21)

où A1 = ∂f
∂x1

(~a), A1 = ∂f
∂x2

(~a) et A0 = f(~a) − ~gradf(~a)T .~a. Ce plan tangent est représenté par le

graphe :

z = A0 +A1x+A2y. (2.22)

D'où une normale à e plan tangent en ~a donnée par :

~n(~a) //





−A1

−A2

1



 =





− ∂f
∂x1

(~a)

− ∂f
∂x2

(~a)
1



 .

Et si on pose :

F (x, y, z) = z − (A0 + A1x+A2y), (2.23)

le plan tangent est la surfae plane d'équation F (x, y, z) = 0 : et une normale à e plan en

~a = (a1, a2) est donnée par :

~n(~a) =

((

− ~gradf(~a)
)

1

)

= ~gradF (~a, f(~a)). (2.24)

Remarque 2.32 Un point du plan a pour oordonnées ~r(x, y) =





x
y

z = ax+ by + c



 ∈ R3
, pour

tout ~x = (x, y) ∈ R2
, et deux veteurs tangents en un point ~a ∈ R2

sont donnés par :

∂~r

∂x
(~a) =





1
0

∂f
∂x1

(~a)



 ,
∂~r

∂y
(~a) =





0
1

∂f
∂x2

(~a)



 . (2.25)

On véri�e e�etivement que pour un point ~r ∈ P alors tout point de type, pour α, β ∈ R :

~X =

~r + α ∂~r
∂x

+ β ∂~r
∂y

=





X = x+α
Y = y+β

Z = ax+by+c+αa+βb





est dans P , ar on véri�e bien que Z = aX+bY+c.
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24 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Et un alul immédiat redonne :

~n //
∂~r

∂x
∧ ∂~r
∂y
. (2.26)

2.4 Règles de dérivation

Théorème 2.33 1- Si f et g fontions Rn → R sont dérivables dans la diretion ~ei en ~a, alors le
produit fg est dérivable dans la diretion ~ei en ~a et :

∀i = 1, ..., n,
∂(fg)

∂xi
(~a) =

∂f

∂xi
(~a)g(~a) + f(~a)

∂g

∂xi
(~a) ∈ R. (2.27)

Ces n équations s'érivent enore de manière ondensée (système de n équations) :

~grad(fg) = ( ~gradf)g + f( ~gradg) ∈ F(Rn;Rn). (2.28)

2- Et si f : Rn → R est dérivable en ~a ∈ Rn, et si g : R → R est dérivable en f(~a) ∈ R, alors

g ◦ f : Rn → R est dérivable en ~a ∈ Rn, et :

∀i = 1, ..., n,
∂(g ◦ f)
∂xi

(~a) = g′(f(~a))
∂f

∂xi
(~a) ∈ R, (2.29)

soit de manière ondensée (système de n équations) :

~grad(g ◦ f) = (g′ ◦ f) ~gradf ∈ F(Rn;Rn). (2.30)

Attention : (g′ ◦ f)(~a) est un réel valant g′(f(~a)) ∈ R. Et don �(g′ ◦ f)(~a) ~gradf(~a)� est le

veteur : résultat du produit du réel (g′ ◦ f)(~a) ∈ R par le veteur

~gradf(~a) ∈ Rn.

Preuve. Pour démontrer les dérivations de produit et de hangement de variables, on ap-

plique le théorème 1.32 en se ramenant au as de fontions d'une seule variable : on pose

fi(x) = f(x1, ..., xi−1, x, xi, ..., xn) fontion de la seule variable x, les xj pour j = 1, ..., i−1 et

j = i+1, ..., n étant �xés. Même notation pour gi(x). Et
∂(fg)
∂xi

= (figi)
′
, d'où le résultat. Puis pour

la omposée ave g : R→ R on a

∂(g◦f)
∂xi

= (g ◦ fi)′, d'où le résultat.

2.5 Théorème des aroissements �nis

(En anglais = Mean Value Theorem.)

Théorème 2.34 Soit f : Ω ⊂ Rn → R une fontion à valeurs salaires di�érentiable dans Ω ouvert

de Rn. Soient ~x, ~y ∈ Rn tels que le segment [~x, ~y] = {~z = t(~y− ~x)+ ~x : t ∈ [0, 1]} soit dans Ω. Alors
il existe ~c ∈ [~x, ~y] tel que :

f(~y)− f(~x) = ~gradf(~c).(~y − ~x). (2.31)

Preuve. Soit g(t) = f(t(~y−~x)+~x). On a g : [0, 1]→ R ave g di�érentiable, d'où il existe t0 ∈]0, 1[
tel que g(1)− g(0) = g′(t0)(1−0) = g′(t0). Ave g′(t) = ~gradf(t(~y − ~x) + ~x).~y − ~x, et g(1) = f(~y)
et g(0) = f(~x), d'où le résultat ave ~c = t0(~y − ~x) + ~x.

2.6 Dérivées d'ordres supérieurs, hessien, théorème de Shwarz

Soit f : Ω ⊂ Rn → R une fontion à valeurs salaires. On a dé�ni (quand ela avait un sens)

les fontions f,i =
∂f
∂xi

: Ω→ R omme étant les dérivées diretionnelles dans la diretion ~ei.
Pour haune des fontions f,i on peut également onsidérer les dérivées diretionnelles en un

point ~a :

∂f,i
∂~v

(~a) = lim
h→0

f,i(~a+ h~v)− f,i(~a)
h

qui a un sens dès que la limite existe.
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25 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

En partiulier pour les ~v = ~ej , on peut dé�nir ainsi n2
valeurs

∂f,i
∂~ej

(~a), pour 1 ≤ i, j ≤ n

(à ondition que les n2
limites existent). On note :

∂f,i
∂~ej

(~a) =
∂f,i
∂xj

(~a) =
∂ ∂f
∂xi

∂xj
(~a) =

∂2f

∂xjxi
(~a).

Notation. On note C2(Ω;R) l'ensemble des fontions

C2(Ω;R) = {f ∈ C1(Ω;R) : ∀1 ≤ i, j ≤ n, ∂2f

∂xjxi
∈ C0(Ω;R)}.

Théorème 2.35 (Théorème de Shwarz) et dé�nition. Si f , les ∂f
∂xi

pour 1≤i≤n et les

∂2f
∂xixj

pour 1≤i, j≤n existent et sont ontinues en ~a (en partiulier quand f est C2
dans un voisinage

de ~a), alors :
∂2f

∂xixj
(~a) =

∂2f

∂xjxi
(~a), ∀1≤i, j≤n.

Autrement dit, la matrie hessienne en ~a dé�nie par :

H(~a) = [Hij(~a)]1≤i,j≤n = [
∂2f

∂xixj
(~a)]1≤i,j≤n =







∂2f
∂x1∂x1

(~a) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(~a)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂2f
∂xn∂x1

(~a) . . . ∂2f
∂xn∂xn

(~a)







est symétrique en ~a (le hessien est le déterminant de la matrie hessienne).

Preuve. Il su�t de faire la démonstration dans R2
et prendre xi=x1 et xj=x2 (les autres oor-

données restent �xées et jouent le r�le de paramètres).

Notons don f : (x, y) ∈ R2 → f(x, y) ∈ R.

On souhaite montrer que

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y) aux points (x, y) où

∂2f
∂x∂y

et

∂2f
∂y∂x

sont

ontinues. Un alul diret donne :

∂2f

∂x∂y
(x, y)

déf

=
∂ ∂f
∂y

∂x
(x, y) =

1

h

(∂f

∂y
(x+h, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)

+ o(1)

=
1

h

(1

k

(

f(x+h, y+k)− f(x+h, y)
)

+o(1)− 1

k

(

f(x, y+k)− f(x, y)
)

+o(1)
)

+ o(1)

Mais on est oiné : en développant, on a un terme en o(
1

h
) qui n'est pas ontr�lé quand h→ 0. Il

faut don modi�er ette approhe de manière à ne pas avoir de terme en o(1) relatif à k.
L'idée est de partir à l'envers : à (x, y) �xé, on regarde vers quoi tend l'aroissement :

Q(h, k) =
1

h

(1

k

(

f(x+h, y+k)− f(x+h, y)
)

− 1

k

(

f(x, y+k)− f(x, y)
)

)

(don, sans les termes en o(1)) quand h, k → 0 : on va montrer que Q : (h, k) → Q(h, k) est

ontinue en 0 et que Q(0, 0) = ∂2f
∂x∂y

(x, y) = ∂2f
∂y∂x

(x, y).

On pose gy,k(u) = f(u, y+k)− f(u, y) d'où :

Q(h, k) =
1

hk
(gy,k(x+ h)− gy,k(x)) =

1

k

gy,k(x+ h)− gy,k(x)
h

,

et le théorème de aroissements �nis donne :

∃θ ∈]0, 1[, Q(h, k) =
1

k
g′y,k(x+θh) =

1

k
(
∂f

∂x
(x+θh, y+k)− ∂f

∂x
(x+ θh, y)).

On applique enore une fois le théorème des aroissements �nis pour obtenir :

∃θ ∈]0, 1[, ∃η ∈]0, 1[, Q(h, k) =
∂2f

∂y∂x
(x+θh, y+ηk)

La dérivée partielle

∂2f
∂y∂x

étant supposée ontinue en ~x, on en déduit que Q est ontinue en 0 et

Q(0, 0) = ∂2f
∂y∂x

(x, y).
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26 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Puis on remarque que :

Q(h, k) =
1

k

(1

h

(

f(x+h, y+k)− f(x, y+k)
)

− 1

h

(

f(x+h, y)− f(x, y)
)

)

,

expression symétrique de la préédente. D'où un alul similaire au préédent donne Q(0, 0) =
∂2f
∂x∂y

(x, y). D'où le théorème.

Exemple 2.36 Soit f(x, y) = cos(xy). Véri�ez que ∂2f
∂x∂y

(~a)=−a1a2 cos(a1a2)− sin(a1a2)=
∂2f
∂y∂x

(~a)

en tout point ~a = (a1, a2) ∈ R2
.

Exemple 2.37 Soit f(x, y) = xy
x2 − y2
x2 + y2

et f(0, 0) = 0. Véri�er que f est ontinue en 0, aluler

∂f
∂x

(x, y) et ∂f
∂y

(x, y). Ces dérivées partielles sont-elles ontinues en (0, 0) ?

Puis montrer que

∂2f
∂x∂y

(x, 0)=1 et

∂2f
∂y∂x

(0, y)=−1. En déduire que f n'est pas dans C2(R2;R).

Réponse. La ontinuité de f ne pose pas de problème. Par exemple, |x2 − y2| ≤ x2 + y2, d'où 0 ≤
|f(x, y)| ≤ |xy| qui tend bien vers 0 ave (x, y).

Regardons si les dérivées partielles en

~0 ont un sens. On a :

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

f(0, h) − f(0, 0)

h
= 0,

d'où

∂f
∂x

(~0) = 0 et

∂f
∂y

(~0) = 0 sont bien dé�nis (les limites quand h→ 0 existent et valent 0).

Puis pour (x, y) 6= 0, ayant f(x, y) = x3y−xy3
x2+y2

:

∂f

∂x
(x, y) =

(3x2y − y3)(x2 + y2)− 2x4y + 2x2y3

(x2 + y2)2
,

et don :

∂f

∂x
(r cos θ, r sin θ) = O(r)−→

r→0
0.

D'où la ontinuité de

∂f
∂x

dans R
2
. Idem pour

∂f
∂y

.

Puis on a

∂f
∂x

(0, y) = −y pour y 6= 0, d'où limk→0

∂f
∂x

(0,k)− ∂f
∂x

(0,0)

k
= −1 = ∂2f

∂y∂x
(0, y) pour y 6= 0, et si on

prolongeait par ontinuité en 0 on obtiendrait

∂2f
∂y∂x

(0, 0) = −1. De même

∂f
∂y

(x, 0) = x, puis ∂2f
∂x∂y

(x, 0)=1

pour x 6= 0, et ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1. D'où ∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= ∂2f

∂y∂x
(0, 0) et f n'est pas C2

en (0, 0).

Remarque 2.38 Attention, il n'est pas su�sant de montrer que les fontions, à h �xé Qh : k →
Q(h, k) et à k �xé Qk : h→ Q(h, k) sont ontinues en 0 pour avoir la ontinuité de Q en 0.

Voii par exemple une mauvaise démonstration du théorème :

Le théorème des aroissements �nis nous indique que, à k �xé, il existe βk ∈]0, 1[ et αk ∈]0, 1[
tels que :















1

k

(

f(x+h, y+k)− f(x+h, y)
)

=
∂f

∂y
(x+h, y+βkk), et

1

k

(

f(x, y+k)− f(x, y)
)

=
∂f

∂y
(x, y+αkk).

On en déduit :

Q(h, k) =
1

h

(∂f

∂y
(x+h, y+βkk)−

∂f

∂y
(x, y+αkk)

)

.

Mais

∂f
∂y

est supposée ontinue dans un voisinage de (x, y), on en déduit que (quitte à prendre h

assez petit), à h 6=0 �xé, la fontion k → Q(h, k) est ontinue au voisinage de k = 0. Ayant βkk → 0
et αkk → 0 quand k → 0, on obtient :

Q(h, k)−→
k→0

Q(h, 0) =
1

h

(∂f

∂y
(x+h, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)

Et par dé�nition de la dérivée en x, il vient Q(h, 0) =
∂ ∂f
∂y

∂x
(x, y)+ o(1) au voisinage de h = 0 (ave

h 6=0).
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27 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

D'où la fontion h→ Q(h, 0) est prolongeable ontinue au voisinage de h = 0 par

Q(0, 0) =
∂ ∂f
∂y

∂x
(x, y).

Mais malheureusement, ela ne veut pas dire que Q est ontinue au voisinage de (0, 0), mais

seulement que dans la diretion ~v = (1, 0) la fontion g(t) = Q(t~v) est prolongeable par ontinuité.
D'ailleurs, ii le but est de montrer que si on prolonge k → Q(0, k) pour k = 0, on obtient la même

limite...

Remarque 2.39 On peut démontrer qu'il su�t de supposer que

∂2f
∂y∂x

soit ontinue en (x, y) pour

que le théorème de Shwarz soit vrai (don sans avoir à supposer que

∂2f
∂x∂y

est ontinue).

En e�et, l'hypothèse

∂f
∂y

ontinue permet d'avoir :

Q(h, k)−→
k→0

1

h

(∂f

∂y
(x+h, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)

(2.32)

Et l'hypothèse d'existene de

∂2f
∂y∂x

permet d'avoir :

∃θ ∈]0, 1[, ∃η ∈]0, 1[, Q(h, k) =
∂2f

∂y∂x
(x+θh, y+ηk)

Et

∂2f
∂y∂x

étant ontinue, à ε �xé, dès que h et k sont assez petit, on a :

∂2f

∂y∂x
(x, y)− ε < ∂2f

∂y∂x
(x+θh, y+ηk) = Q(h, k) <

∂2f

∂y∂x
(x, y) + ε

D'où ave (2.32) :

∂2f

∂y∂x
(x, y)− ε ≤ 1

h

(∂f

∂y
(x+h, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)

≤ ∂2f

∂y∂x
(x, y) + ε.

Et quand h → 0 on a

1
h

(

∂f
∂y

(x+h, y) − ∂f
∂y

(x, y)
)

→ ∂2f
∂x∂y

(x, y). D'où l'égalité des dérivées par-

tielles.

2.7 * Lever les ambiguïtés des notations : introdution de la notation ∂i

On a un problème de notations pour la dérivée de fontions omposées.

2.7.1 Premier problème à résoudre

Soit f : (x, y)→ f(x, y) ∈ R et g(x, y)→ g(x, y) ∈ R deux fontions dans C1(R2;R) telles que :

f(x, y) = g(
x+ y√

2
,
x− y√

2
). (2.33)

(Formule de hangement de base orthonormée (~e1, ~e2) transformée en

1√
2
(~e1 + ~e2) +

1√
2
(~e1 − ~e2).)

Question : aluler

∂f
∂x

en fontion de

∂g
∂x

et de

∂g
∂y
.

Réponse 1. On suppose ii que

∂g
∂x

(resp.

∂g
∂y
) désigne la dérivée par rapport à la première

variable de g (resp. à la seonde variable de g). Dans e as :

∂f

∂x
(x, y) =

∂g

∂x
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
)
∂ x+y√

2

∂x
(x, y) +

∂g

∂y
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
)
∂ x−y√

2

∂x
(x, y)

=
1√
2

∂g

∂x
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
) +

1√
2

∂g

∂y
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
).

(2.34)

Remarque : au vu de la question on a été obligé de supposé que la notation

∂g
∂x

était la dérivation

par rapport à la première variable de g. Mais suivant le ontexte du problème, ette supposition

n'est pas néessairement pertinente.
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28 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Réponse 2. (Souvent utilisée en physique.) On pose X(x, y) = x+y√
2

et Y (x, y) = x−y√
2
. Don

f(x, y) = g(X(x, y), Y (x, y)), et en �respetant� le nom des variables :

∂f

∂x
(x, y) =

∂g

∂X
(X(x, y), Y (x, y))

∂X

∂x
(x, y) +

∂g

∂y
(X(x, y), Y (x, y))

∂Y

∂x
(x, y)

=
1√
2

∂g

∂X
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
) +

1√
2

∂g

∂Y
(
x+ y√

2
,
x− y√

2
).

Réponse 3. Paragraphe suivant.

2.7.2 Seond problème à résoudre.

Exerie 2.40 Soit f : (x, y) → f(x, y) ∈ R et h(x, y) → h(x, y) ∈ R deux fontions dans

C2(R2;R) telles que :
h(x, y) = f(y, x) (2.35)

Exprimer

∂2h
∂x∂y

à l'aide de

∂2f
∂x∂y

, et véri�er le résultat quand :

f(x, y) = x3y2, et don h(x, y) = y3x2 = x2y3. (2.36)

Réponse. 1. Calul générique :

∂h
∂x

(x, y) = ∂f

∂x
(y, x), don ∂2h

∂y∂x
(x, y) = ∂2f

∂y∂x
(y, x).

Véri�ation : h(x, y) = x2y3 donne

∂h
∂x

(x, y) = 2xy3, d'où ∂2h
∂y∂x

(x, y) = 6xy2.

Puis : f(y, x) = y3x2 = x2y3 donne

∂f
∂x

(y, x) = 2y3x d'où

∂2f
∂y∂x

(y, x) = 6y2x.

Il faut don faire attention au nom des variables, et et exemple est simple...

Réponse. 2. (Souvent utilisée en physique.) Soit X(x, y) = y et Y (x, y) = x les fontions inversant le nom

des variables. On a f(x, y) = h(X(x, y), Y (x, y)).
En utilisant le nom des variables pour les dérivations, la dérivation dans la diretion x s'érit :

∂f

∂x
(x, y) =

∂h

∂X
(X(x, y), Y (x, y))

∂X

∂x
(x, y) +

∂h

∂Y
(X(x, y), Y (x, y))

∂Y

∂x
(x, y)

= 0 +
∂h

∂Y
(X(x, y), Y (x, y)) =

∂h

∂Y
(y, x),

D'où en dérivant dans la diretion y :

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂2h

∂X∂Y
(X(x, y), Y (x, y))

∂X

∂y
(x, y) +

∂2h

∂Y ∂Y
(X(x, y), Y (x, y))

∂Y

∂y
(x, y)

=
∂2h

∂X∂Y
(X(x, y), Y (x, y)) + 0 =

∂2h

∂X∂Y
(y, x).

Réponse. 3. Voir paragraphe suivant.

2.7.3 Lever les ambiguïtés : notation ∂i

Pour lever les ambiguïtés, on déide de ne pas utiliser les noms de variables pour les dérivées

partielles : par exemple on n'utilise pas

∂
∂x

mais ∂1 la dérivée par rapport à la première variable.

Ainsi : soit f : Rn → R une fontion di�érentiable en ~x. Le développement limité (2.7) s'érit :

ϕ(~x) = ϕ(~x0) + ∂1f(~x)(x1 − x01) + ...+ ∂1f(~x)(xn − x0n) + o(||~x − ~x0||), (2.37)

de même que :

ϕ(~y) = ϕ(~y0) + ∂1f(~y)(x1 − x01) + ...+ ∂1f(~y)(xn − x0n) + o(||~y − ~y0||). (2.38)

La notation ∂1 n'est pas attahée au nom de la variable, ii x ou y (ontrairement à ∂1 =noté

∂f
∂x

par exemple).

Réponse 3 du paragraphe 2.7.1. On reformule la question omme : relativement à (2.33),

aluler ∂1f en fontion de ∂1g et de ∂2g. Par dérivation de fontions omposées on a :

∂1f(x, y) = ∂1g(X(x, y), Y (x, y))∂1X(x, y) + ∂2g(X(x, y), Y (x, y))∂1Y (x, y)

=
1√
2
∂1g(

x+ y√
2
,
x− y√

2
) +

1√
2
∂2g(

x+ y√
2
,
x− y√

2
).
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29 2. Fontions de plusieurs variables à valeurs salaires

Exerie 2.41 Suite du paragraphe 2.7.1, exerie (2.40).

Réponse. 3.

Sans utiliser le nom des variables pour les dérivations, la dérivation dans la diretion 1 s'érit, ave

X(x, y) = y et Y (x, y) = x :

∂1f(x, y) = ∂1h(X(x, y), Y (x, y))∂1X(x, y) + ∂2h(X(x, y), Y (x, y))∂1Y (x, y)

= 0 + ∂2h(X(x, y), Y (x, y)) = ∂2h(y, x).

D'où, en dérivant dans la diretion 2 :

∂21f(x, y) = ∂12h(X(x, y), Y (x, y))∂2X(x, y) + ∂22h(X(x, y), Y (x, y))∂2Y (x, y)

= ∂12h(X(x, y), Y (x, y)) = ∂12h(y, x).

2.8 Formule de Taylor dans Rn

On s'intéresse aux fontions f : Rn → R (fontions à valeurs salaires).

La démarhe est la même que pour la formule de Taylor dans R. On souhaite par exemple qu'un

polyn�me :

p(x, y) = a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 + ...

soit donné par son développement au voisinage d'un point ~x = (x, y). L'identi�ation des oe�ients

donne immédiatement :

p(~x) = p(~0) +
∂p

∂x
(~0)x+

∂p

∂y
(~0) y +

1

2!

(∂2p

∂x2
(~0)x2 + 2

∂2p

∂x∂y
(~0)xy +

∂2p

∂y2
(~0) y2

)

+
1

3!

(∂3p

∂x3
(~0)x3 + 3

∂3p

∂x2∂y
(~0)x2y + 2

∂3p

∂x∂y2
(~0)xy2 +

∂3p

∂y3
(~0) y3

)

+ ...

= p(~0) +
∑

1≤i≤2

∂p

∂xi
(~0)xi +

1

2!

2
∑

k=0

Ck2x
k
1x

2−k
2

∂2p

∂xk1∂x
2−k
2

(~0)

+
1

3!

3
∑

k=0

Ck3x
k
1x

3−k
2

∂3p

∂xk1∂x
3−k
2

(~0) + ...

On le démontre diretement : p(~0) = a, puis ∂p
∂x

(~0) = b..., puis ∂p2

∂x2 (~0) = 2d,...

Remarque 2.42 Notation abrégée :

p(~x) = p(~0) +
1

1!
dp(~0).~x+

1

2!
d2p(~0)(~x, ~x) +

1

3!
d3p(~0)(~x, ~x, ~x) + ... (2.39)

On se limitera dans e ours au développement au seond ordre. Ce qui s'érit alors, ave Hp

la matrie Hessienne de p :

p(~x) = p(~0) + ~gradp(~0)t.~x+
1

2
~xt.Hp(~0).~x + o(||~x||2)

Et on souhaite qu'une fontion quelonque soit bien approximé par un tel polyn�me. On a :

Théorème 2.43 (Formule de Taylor) Si f : Rn → R est dérivable k+1-fois au voisinage de

~0,
alors (ave Hf la matrie hessienne de f) :

f(~x) = f(~0) + ~gradf(~0)t.~x+
1

2
~xt.Hf (~0).~x+ . . .

+
∑

i1,...,in∈N

i1+...+in=k

xi11 . . . x
in
n

i1! . . . in!

∂kf

∂xi1i1 . . . ∂x
in
in

(~0) +Rk(~x,~0)
(2.40)

où :

Rk(~x,~0) =
1

k!

∫ 1

0

gk+1(t) (1 − t)k dt = O(||~x||k+1) = o(||~x||k), (2.41)

où on a posé g(t) = f(t~x).
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30 3. Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

Preuve. Soit g(t) = f(t~x) = f(tx1, . . . , txn) pour t ∈ [0, 1], i.e. on se plae sur le segment [~0, ~x]. Et

on a g′(t) =
∑n

i=1
∂f
∂xi

(t~x)xi, puis g
′′(t) =

∑n
i,j=1

∂2f
∂xj∂xi

(t~x)xixj , puis... Et on applique la formule

de Taylor ave reste intégrale (1.45) à la fontion g entre 0 et 1, i.e.

g(1) = g(0) + . . .+ tk

k! g
(k)(0) + 1

k!

∫ 1

u=0 g
(k+1)(u)(1− u)k du.

D'où g(1) = f(~x) = le résultat annoné.

Au voisinage d'un point ~a :

Corollaire 2.44 (Formule de Taylor) Si f est dérivable k+1-fois au voisinage de ~a, alors :

f(~x) = f(~a) + ~gradf(~a)t.(~x − ~a) + 1

2
(~x− ~a)t.Hf (~a).(~x− ~a) + . . .

+
1

k!

∑

i1,...,in∈N

i1+...+in=k

k!

i1! . . . in!

∂kf

∂xi1 . . . ∂xin
(~a) (xi1−ai1) . . . (xin−ain) +Rk(~x,~a)

(2.42)

où :

Rk(~x,~a) =
1

k!

∫ 1

0

g(k+1)(t) (1−t)k dt = O(||~x−~a||k+1 = o(||~x−~a||k), (2.43)

où on a posé g(t) = f(~a+t(~x−~a)).

Preuve. Soit g(t) = f(~a+ t(~x−~a)) pour t ∈ [−1, 1], i.e. on se plae sur la droite passant par ~x et

~a. Et on applique la formule de Taylor ave reste intégrale (1.44) à la fontion g.

Cas partiulier du développement à l'ordre 2 d'une fontion supposée C3
, notant H la matrie

Hessienne de f (symétrique ar f est C2
, théorème de Shwarz 2.35) :

f(~x) = f(~a) + ~gradf(~a).(~x−~a) + 1

2
(~x−~a)t.Hf (~a).(~x−~a) + 0(||~x−~a||3).

Exerie 2.45 Faire la démonstration de la formule de Taylor (2.42) à l'aide de la formule de

Taylor (2.40) et de la translation ~x→ ~x−~a (hangement d'origine).

Réponse. On fait un hangement d'origine. On pose f(~x) = h(~x−~a), e qui fait que f(~a) = h(~0) et

qu'on peut se servir du développement de Taylor de h. On a don h(~x) = f(~x+~a) = f(~y) = f(~y(~x)) où

~y(~x) = ~x+ ~a =

(

y1 = x1+a1
y2 = x2+a2

)

, et le développement de h en

~0 est donné par (2.40), d'où elui de f en ~a,

sahant que par exemple :

∂h

∂x1
(~x) =

∂f

∂y1
(~y(~x)).

∂y1
∂x1

(~x) +
∂f

∂y2
(~y(~x)).

∂y2
∂x1

(~x) =
∂f

∂y1
(~x+~a).1 +

∂f

∂y2
(~x+~a).0 =

∂f

∂y1
(~x+~a)

Et don

∂h
∂x1

(~0) = ∂f

∂y1
(~a). Et on fait de même pour les autres dérivées de f . Ainsi, de la formule de Taylor

au 1er ordre :

h(~x) = h(~0) +
∂h

∂x1
(~0)x1 +

∂h

∂x2
(~0)x2 + o(||~x||),

est réérite omme :

f(~y) = f(~a) +
∂f

∂y1
(~a) (y1−a1) + ∂f

∂y2
(~a) (y2−a2) + o(||~y−~a||).

3 Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

3.1 Introdution et ontinuité

Les fontions à valeurs vetorielles sont de type, pour Ω ouvert de Rn :

~f :



















Ω ⊂ R
n → R

m

~x 7→ ~f(~x) =







f1(~x)
.

.

.

fm(~x)






,

où les m fontions fi : Ω → R sont à valeurs salaires, pour i = 1, ...,m. Les fi(~x) sont les m

omposantes de

~f(~x), pour ~x ∈ Ω.
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31 3. Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

Proposition 3.1 La fontion

~f est ontinue en un point ~x ssi les n fontions fi, i = 1, ..., n, sont
ontinues en ~x.

Preuve.

~f est ontinue en ~x ssi lim~v→0 ||~f(~x+~v) − ~f(~x)|| = 0. Et ||~f(~x+~v) − ~f(~x)|| =
(

∑n
i=1(fi(~x+~v)− fi(~x))2

)
1
2

. D'où le résultat.

On traitera souvent le as m=2, 3, i.e. Rm=R2
ou R3

dans e ours.

Exemple 3.2 Soit une fontion à valeurs vetorielles :

~f :











R
2 → R

2

~x = (x1, x2) 7→ ~f(~x) = ~f(x1, x2) =

(

y1 = f1(~x) = f1(x1, x2) = x1 cosx2
y2 = f2(~x) = f2(x1, x2) = x1 sinx2

)

,

où don f1 et f2 sont deux fontions de R2
dans R (à valeurs salaires). Et il est immédiat que f1

et f2 sont ontinues, et don

~f est ontinue.

Pour ette fontion

~f , les notations usuelles sont données par x1 = r et x2 = θ lorsque x1 > 0
et x2 ∈ R, et y1 = x et y2 = y. Et la fontion

~f i-dessus exprime une position (x, y) en fontion

des oordonnées polaires (r, θ).

Notation de Landau. On a ave la notation de Landau, si

~f est ontinue en ~x :

~f(~y)− ~f(~x) = o(1) au voisinage de ~x,

au sens où fi(~y)− fi(~x) = o(1) pour tout i = 1, ..., n.

3.2 Dérivations et matrie jaobienne

On a vu qu'une fontion f : Rn → R (à valeurs salaires) est dérivable en ~a ∈ Rn s'il existe une

appliation linéaire ℓ~a : ~x = (x1, ..., xn) ∈ Rn → ℓ~a(~x) = ℓ~a(x1, ..., xn) = A1x1 + ... + Anxn telle

que, voir (2.5) :

f(x1, ..., xn) = f(a1, , ..., an) + ℓ~a(x1−a1, ..., xn−an) + o(||~x−~a||).

Et l'appliation linéaire ℓ~a est appelée forme di�érentielle de f en ~a, et notée ℓ~a = df(~a) (loalement

au voisinage de ~a, f est ainsi approximée par la forme linéaire ℓ~a).
D'où :

Dé�nition 3.3 On dit qu'une fontion

~f : Rn → Rm (à valeurs vetorielles) est dérivable en

~a ∈ Rn s'il existe une appliation linéaire L~a : R
n → Rm telle que :

~f(~x) = ~f(~a) + L~a(~x− ~a) + o(||~x−~a||) ∈ R
m. (3.1)

Et l'appliation linéaire L~a est appelée la di�érentielle de

~f en ~a, et notée L~a = d~f(~a).

Ainsi, loalement au voisinage de ~a, on peut ommener l'étude de

~f par elle de l'appliation

linéaire L~a (dans un premier temps en tout as).

Proposition 3.4 L'appliation

~f est dérivable en ~a ssi les appliations omposantes fi sont déri-
vables en ~a, et on a :

d~f(~a)(~v) =







df1(~a)(~v)
.

.

.

dfm(~a)(~v)






,

pour tout ~v ∈ Rn.

Preuve. Immédiat : érire (3.1) omme m lignes (omposantes dans Rm), et poser ~x = ~v + ~a.
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32 3. Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

Proposition 3.5 On prend les bases anoniques de Rn et de Rm. Alors l'appliation linéaire d~f(~a)

peut-être représentée par une matrie [d~f(~a)], appelée matrie jaobienne de

~f en ~a.

La matrie [d~f(~a)] a sa i-ème ligne donnée par les ( ∂fi
∂xj

(~a))j=1,...,n, et a sa j-ème olonne donnée

par les oordonnées de d~f(~a)(~ej) =
∂ ~f
∂xj

(~a) dans la base anonique de Rm :

[d~f(~a)] =







∂f1
∂x1

(~a) · · · ∂f1
∂xn

(~a)

.

.

.

.

.

.

∂fm
∂x1

(~a) · · · ∂fm
∂xn

(~a)






=







( ~gradf1(~a)
T )

.

.

.

( ~gradfn(~a)
T )






. (3.2)

Preuve. On a e�etivement dfi(~a)(~v) = ~gradfi(~a)
T .~v, pour tout ~v ∈ Rn et tout i = 1, ..., n. Et la

ligne i est donnée par les n termes

∂fi
∂xj

(~a) pour j = 1, ..., n.

Puis d~f(~a)(~ej) =







df1(~a)(~ej)
.

.

.

dfm(~a)(~ej)






=







∂f1
∂xj

(~a)

.

.

.

∂fm
∂xj

(~a)






= ∂ ~f

∂xj
(~a), d'où l'interprétation des olonnes.

On a don, pour la représentation dans les bases anoniques, ave les notations du alul

matriiel :

~f(~x) = ~f(~a) + d~f(~a).(~x − ~a) + o(||~x−~a||). (3.3)

Exerie 3.6 Soit

~f(x, y) =





x
y2

xy2





dé�nie sur R2
à valeurs dans R3

. Érire la matrie jaobienne

de

~f en un point ~x (matrie 3 ∗ 2).

Exerie 3.7 Soit f(x, y) = x2−y2
x2+y2 dé�nie sur R2 − {~0} à valeurs dans R. Érire la matrie jao-

bienne de f en un point ~x 6= ~0 (matrie 1 ∗ 2).

Exerie 3.8 Soit

~f(ρ, θ) =

(

ρ cos θ
ρ sin θ

)

dé�nie sur U = R∗
+×]−π, π[. Érire la matrie jaobienne

de

~f en un point ~u = (ρ, θ) ∈ U (matrie 2 ∗ 2).

Exerie 3.9 Soit

~f(ρ, θ, ϕ) =





ρ cos θ cosϕ
ρ sin θ cosϕ
ρ sinϕ





dé�nie sur U = R∗
+×]− π, π[×]− π

2 ,
π
2 [. Érire la

matrie jaobienne de

~f en un point ~u = (ρ, θ, ϕ) ∈ U (matrie 3 ∗ 3).

Exerie 3.10 Montrer que la matrie jaobienne de l'appliation I : ~x ∈ Rn → ~x ∈ Rn est la

matrie identité. Et montrer que toute appliation linéaire L : Rn → Rm a pour matrie jaobienne

la matrie onstante [L] représentant L dans la base anonique.

Réponse. L'appliation identité est un as partiulier d'une appliation linéaire. Soit L : R
n → R

m

une appliation linéaire donnée. Soient Li pour i = 1, ..., m ses omposantes, i.e. pour ~x ∈ R
n
on pose

L(~x) =







L1(~x)
.

.

.

Ln(~x)






. Chaque Li est linéaire, i.e. de la forme Li(~x) = ai1x1+ . . .+ainxn, d'où L(~x) = A.~x où

A = [aij ] 1≤i≤m
1≤j≤n

= [L]. Comme L est linéaire, on a L(~y) = L(~x)+L(~y− ~x) = L(~x)+L(~y− ~x)+ o(||~y− ~x||).
Don la di�érentielle de L en ~x est l'appliation linéaire dL(~x) = L, et la matrie jaobienne de L en ~x est

la matrie de dL(~x) i.e. est la matrie [L] = A (indépendante du point ~x).

3.3 Composition et dérivations : produit des jaobiennes

On onsidère une fontion

~f : Rn → Rm à valeurs vetorielles :

~f :



















R
n → R

m

~x = (x1, ..., xm) 7→ ~f(~x) = ~f(x1, ..., xm) =







f1(x1, ..., xm)
.

.

.

fm(x1, ..., xm)






,
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33 3. Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

et soit une fontion ~g à valeurs vetorielles :

~g :



















R
m → R

p

~y = (y1, ..., ym) 7→ ~g(~y) = ~g(y1, ..., ym) =







g1(x1, ..., xm)
.

.

.

gp(x1, ..., xm)






.

On onsidère alors la fontion omposée :

~g ◦ ~f :



















R
n → R

p

~x = (x1, ..., xn) 7→ ~g(~y) = ~g(~f(~x)) =







(g1 ◦ ~f)(~x))
.

.

.

(gp ◦ ~f)(~x))






=







g1(f1(~x), ..., fm(~x))
.

.

.

gp(f1(~x), ..., fm(~x))






.

On a alors :

Théorème 3.11 Si

~f : Rn → Rm est di�érentiable en ~a ∈ Rn et si g : Rm → R est di�érentiable

en

~b = ~f(~a) ∈ Rm, alors la fontion (g ◦ ~f) : Rn → R est di�érentiable en ~a, et on a l'égalité entre

appliations linéaires :

d(g ◦ ~f)(~a) = dg(~b) ◦ d~f(~a). (3.4)

Et dans les bases anoniques, on obtient pour les matries jaobiennes :

[d(g ◦ ~f)(~a)] = [dg(~b)].[d~f(~a)] (3.5)

produit des matries jaobiennes (aux points où ela a un sens), i.e. pour tout j = 1, ..., n :

∂(g ◦ ~f)
∂xj

(~a) =
m
∑

k=1

∂g

∂yk
(~b)

∂fk
∂xj

(~a). (3.6)

(La dernière formule est également érite, si on veut éviter la référene au nom des variables yi
pour g(y1, ..., yn) et xi pour ~f(x1, ..., xn) : ∂j(g ◦ ~f)(~a) =

∑m
k=1(∂kg)(

~b)(∂jfk)(~a).)

Preuve. La démonstration est similaire à elle du théorème 1.32 : pour ~x ∈ Rn on a (g ◦ ~f)(~x)) =
g(f1(~x), ..., fm(~x)), et pour n = 2 = m pour simpli�er les éritures (as général laissé au leteur) :

∂(g ◦ ~f)
∂x1

(~x) = lim
h→0

(g ◦ ~f)(~x+h~e1)− (g ◦ ~f)(~x)
h

= lim
h→0

g(f1(~x+h~e1), f2(~x+h~ej))− g(f1(~x), f2(~x))
h

,

ave :

g(f1(~x+h~e1), f2(~x+h~ej))− g(f1(~x), f2(~x))
h

=
g(f1(~x+h~e1), f2(~x+h~ej))− g(f1(~x+h~e1), f2(~x))

h
+
g(f1(~x+h~e1), f2(~x)) − g(f1(~x), f2(~x))

h

qui tend quand h → 0 vers

∂g

∂y2
(~y)

∂f2
∂x1

(~x) +
∂g

∂y1
(~y)

∂f1
∂x1

(~x) où ~y = ~f(~x) ∈ Rm (même démarhe

que pour la démonstration 1.32).

Cela s'érit aussi :

(

∂(g◦~f)
∂x1

(~a) ∂(g◦~f)
∂x2

(~a)
)

=
(

∂g
∂y1

(~b) ∂g
∂y2

(~b)
)

.

( ∂f1
∂x1

∂f1
∂x1

∂f2
∂x1

∂f2
∂x1

)

, (3.7)

soit [d(g ◦ ~f)(~a)] = [dg(~b)].[d~f(~a)].

Remarque 3.12 Autre preuve :

~f(~x+h~ei) = ~f(~x) + h d~f(~x).~ei + o(h), d'où g(~f(~x+h~ei)) =

g(~f(~x)) + dg(~f(~x)).(h d~f (~x).~ei + o(h)) + o(~f(~x+h~ei) − ~f(~x)), d'où g(~f(~x+h~ei)) = g(~f(~x)) +

h dg(~f(~x)). ∂
~f

∂xi
(~x).~ei + o(h).
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34 3. Fontions de plusieurs variables à valeurs vetorielles

Corollaire 3.13 Si

~f : Rn → Rm est di�érentiable en ~a ∈ Rn et si ~g : Rm → Rp est di�érentiable

en

~b = ~f(~a) ∈ Rm, alors la fontion (~g ◦ ~f) est di�érentiable en ~a, et on a l'égalité entre appliations

linéaires :

d(~g ◦ ~f)(~a) = d~g(~b) ◦ d~f(~a). (3.8)

Et dans les bases anoniques, on obtient pour les matries jaobiennes :

[d(~g ◦ ~f)(~a)] = [d~g(~b)].[d~f(~a)], (3.9)

produit des matries jaobiennes (aux points où ela a un sens), i.e. :

∂(gi ◦ ~f)
∂xj

(~a) =

m
∑

k=1

∂gi
∂yk

(~b)
∂fk
∂xj

(~a), (3.10)

pour tout i = 1, ..., p et j = 1, ..., n.

Preuve. On s'intéresse aux p omposantes gi ◦ ~f pour i = 1, ..., p de ~g ◦ ~f : théorème préédent,

et don en érivant les n lignes pour i = 1, ..., n, on obtient (3.9) omme annoné.

Remarque 3.14 La formule (3.9) n'est autre que la formule de omposition des appliations

linéaires : si L1 : Rn → Rm est une appliation linéaire, représentée dans la base anonique par la

matrie [L1] de dimensionm∗n, et si L2 : Rm → Rp est une appliation linéaire, représentée dans la

base anonique par la matrie [L2] de dimension p∗m, alors L2 ◦L1 : R
n → Rp est une appliation

linéaire, représentée dans la base anonique par la matrie produit [L2].[L1] de dimension p ∗ n.
Et dans le théorème préédent, L1 = d~f(~a) et L2 = d~g(~b) où~b = ~f(~a), de matries [L1] = [d~f(~a)]

et [L2] = [d~g(~b)]. Et on a d(~g ◦ ~f)(~a) = d~g(~b) ◦ d~f(~a) = L2 ◦ L1, représenté par la matrie

[L2].[L1] = [d~g(~b)].[d~f (~a)].

Proposition 3.15 Si

~f : Rn → Rn est dérivable en ~a, inversible d'inverse

~f−1
dérivable en

~b =
~f(~a), alors det([d~f(~a)]) 6= 0 et :

[d(~f−1)(~b)] =
(

[d~f(~a)]
)−1

. (3.11)

Preuve. On a [d(~f−1 ◦ ~f)(~a)] = I où I est la matrie identité, i.e. [d(~f−1)(~b)].[d~f (~a)] = I.

Exerie 3.16 Soit

~ψ(ρ, θ) =

(

ρ cos θ
ρ sin θ

)

dé�nie sur R∗
+×] − π, π[ à valeurs dans R2

, et soit

f(x, y) =
√

x2 + y2 dé�nie sur R2
à valeurs dans R.

Caluler [d~ψ], [df ], [d(f ◦ ~ψ)] après avoir alulé f ◦ ~ψ, et [df(~ψ(ρ, θ))].[d~ψ(ρ, θ)].
Exerie 3.17 Soit F (x, y, z) = (x+y2, xy2z) et G(u, v) = (u2+v, uv, ev). Donner les ensembles

de départ et d'arrivée de F et de G, aluler dF , dG, dF (G(u, v)).dG(u, v), et d(F ◦G)(u, v) après
avoir donné F ◦G.
Exerie 3.18 Soit f(x, y) = sin(x2 − y2) et soit ~g(x, y) = (x+y, x−y). Donner les espaes de

départ et d'arrivée de f et de ~g. Caluler f◦~g, puis d(f◦~g). Caluler df , puis d~g, puis df(~g(~x)).d~g(~x).
Réponse. On a f : R2 → R et ~g : R2 → R

2
. On a f ◦ ~g : R2 → R dé�nie par

(f ◦ ~g)(x, y) = f(~g(x, y)) = f(g1(x, y), g2(x, y)) = sin((x+y)2 − (x−y)2) = sin(4xy).
D'où [d(f ◦ ~g)(~x)] = ( 4y sin(4xy) , 4x sin(4xy) ) (matrie ligne).

Puis on hange les notations pour éviter toute ambiguïté. On note f(X, Y ) = sin(X2 − Y 2), et on

garde la notation ~g(x, y) =

(

g1(~x) = x+y
g2(~x) = x−y

)

. Ainsi on notera f(~g(x, y)) = f(X, Y ) où X = g1(~x) = x+y

et Y = g2(~x) = x−y.
Calul immédiat :

[d~g(x, y)] =

(

1 1
1 −1

)

(matrie onstante) et

[df(X, Y )] = ( 2X sin(X2 − Y 2) , −2Y sin(X2 − Y 2) ) (matrie ligne).

On a besoin de df(~g(~x)), i.e. df(X,Y ) où X = g1(~x) = x+y et Y = g2(~x) = x−y :

[df(~g(~x))] = ( 2(x+y) sin((x+y)2 − (x−y)2) , −2(x−y) sin(x+y)2 − (x−y)2) )
= ( 2(x+y) sin(4xy) , −2(x−y) sin(4xy) )

D'où le produit [df(~g(~x))].[d~g(x, y)] = ( 4y sin(4xy) , 4x sin(4xy) ), déjà obtenu diretement.
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35 4. Théorème des aroissements �nis : as de Rn

Exerie 3.19 Soit

~ψ(ρ, θ, ϕ) =





ρ cos θ cosϕ
ρ sin θ cosϕ
ρ sinϕ





dé�nie sur U = R∗
+×]− π, π[×]− π

2 ,
π
2 [. Et soit

G(x, y, z) =

(

x2+y2+z2√
x2+y2

z

)

dé�nie que R× R× R∗
. On notera ~u = (ρ, θ, ϕ) et ~x = (x, y, z).

Caluler d~ψ(~u), dG(~x) puis le produit dG(~ψ(~u)).d~ψ(~u).

Caluler (G ◦ ~ψ)(~u) et d(G ◦ ~ψ)(~u). Véri�er le résultat.

Exerie 3.20 Soit f : R2 → R une fontion telle que f(x, y) = −f(y, x).
Montrer que

∂f
∂y

(x, y) = −∂f
∂x

(x, y).

Réponse. On pose g(x, y) = −f(y, x), i.e. g(x, y) = −(f ◦ ~ϕ)(x, y) où ~ϕ(x, y) =

(

ϕ1(x, y) = y
ϕ2(x, y) = x

)

. On

obtient :

∂g

∂x
(x, y) = −

(

∂f

∂x
(~ϕ(x, y)).

∂ϕ1

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(~ϕ(x, y)).

∂ϕ2

∂x
(x, y)

)

= −∂f
∂y

(~ϕ(x, y)).

Comme on a aussi g(x, y) = f(x, y), on obtient

∂g

∂x
(x, y) = − ∂f

∂y
(~ϕ(x, y)).

Exerie 3.21 Soit g : Rm → R une fontion dérivable, et soit h : R → R la fontion dé�nie par

h(t) = g(t, t, ..., t). Caluler h′(t). Donner le résultat lorsque m=2 et g(x, y) = x sin y.

Réponse. On note ~y = (y1, ..., ym) ∈ R
m
. On a g(~y) = g(y1, ..., ym) ∈ R, et on veut que �yi = t� : on pose

don fi(t) = t pour i = 1, ..., m, puis

~f : R → R
m

la fontion dé�nie par

~f(t) =







f1(t)
.

.

.

fm(t)






. Et la fontion h

est dé�nie par h = g ◦ ~f . On a don :

h′(t) =
∂g

∂y1
(~f(t))

∂f1
∂t

(t) + ...+
∂g

∂ym
(~f(t))

∂fm
∂t

(t).

Comme fi(t) = t pour tout i = 1, ..., m et tout t ∈ R (et don f ′
i(t) = 1), on en déduit h′(t) =

∑m
i=1

∂g

∂y1
(t, t, ..., t). Pour g(x, y) = x sin y, on obtient h′(t) = ∂g

∂x
(t, t) + ∂g

∂y
(t, t) = sin t+ t cos t. Comme ii

h(t) = t sin t, on véri�e diretement le résultat obtenu.

Exerie 3.22 Soit g : Rm → R une fontion dérivable, soit ~x ∈ Rm, et soit h : R → R la

fontion dé�nie par h(t) = g(t~x). Caluler h′(t). Donner le résultat lorsque m=2, ~x = (2, 3) et

g(u, v) = u sin v.

Réponse. Même démarhe que préédemment, ave fi(t) = txi pour tout i = 1, ..., m et tout t ∈ R, d'où

h′(t) =
∑m

i=1 xi
∂g
∂y1

(t~x). Pour g(x, y) = x sin y et ~x = (2, 3), on obtient h′(t) = 2 ∂g
∂x

(2t, 3t) + 3 ∂g
∂y

(2t, 3t) =

2 sin(3t) + 6t cos(3t). Comme ii h(t) = 2t sin(3t), on véri�e diretement le résultat obtenu.

Exerie 3.23 Soit f : R2 → R une fontion C1
. On pose :

h(x) =

∫ x

0

f(x, t) dt.

Que vaut h′(x) ?

Réponse. On pose g(x, y) =
∫ y

0
f(x, t) dt. On a h(x) = g(x,x), i.e. h(x) = (g ◦ ~ϕ)(x) où ~ϕ(x) =

(

x
x

)

.

D'où h′(x) = ∂g

∂x
(~ϕ(x)) ∂ϕ1

∂x
(x) + ∂g

∂y
(~ϕ(x)) ∂ϕ2

∂x
(x), i.e. h′(x) =

∫ x

0
∂f

∂x
(x, t) dt+ f(x, x).

(Autre méthode : faire le hangement de variable u = t
x
quand x 6= 0.)

4 Théorème des aroissements �nis : as de Rn

On ommene par regarder le as des fontions d'une variable réelle à valeurs vetorielles, i.e.

des fontions de type ~ϕ : [a, b]→ Rn. Une telle fontion a son graphe représenté par une trajetoire

dans R× Rn = Rn+1
.

Pour simpli�er, on prendra n = 2 et on notera ~ϕ(t) =

(

ϕ1(t)
ϕ2(t)

)

, où don les fontions ϕ1 et

ϕ2 : R→ R.

Dans e as le théorème des aroissements �nis 1.38 page 10 n'est plus appliable.
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36 4. Théorème des aroissements �nis : as de Rn

Exemple 4.1 Soit ~ϕ : t ∈ [0, 2π]→ ~ϕ(t) =

(

cos(t) = ϕ1(t)
sin(t) = ϕ2(t)

)

∈ R2
.

Sa dérivée est ~ϕ ′(t) =

(

− sin(t)
cos(t)

)

∈ R2
, et on a ~ϕ(0) − ~ϕ(2π) = 0 ne peut pas être égale à

(2π−0)~ϕ ′(c) pour un c ∈]0, 2π[, ar ~ϕ ′(c)6=0 pour tout c (en e�et ||~ϕ ′(c)|| = (sin2 c+cos2 c)
1
2 = 1).

Continuons sur l'interprétation du graphe : dans le as des fontions f : I → R dérivables, le

théorème des aroissements �nis 1.38 indique qu'il existe c tel que l'aroissement �ni

f(b)−f(a)
b−a

vaut f ′(c).
Le théorème des aroissements �nis 1.38 est bien sûr appliable à ϕ1 et à ϕ2 : il existe un

réel c1 pour ϕ1 et un réel c2 pour ϕ2 tels que − sin c1 = ϕ′
1(c1) = ϕ1(2π)−ϕ1(0)

2π−0 = 0, et cos c2 =

ϕ′
2(c1) = ϕ2(2π)−ϕ2(0)

2π−0 = 0. Mais c1 6= c2 : ii c1 = π mod(π) est toujours di�érent de c2 = π
2

mod(π).

On a ependant une inégalité (aroissements �nis `a�aiblis') pour E = Rn. Rappelons que si

f et g de [a, b]→ R sont ontinues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ et si |f ′| ≤ g′, alors |
∫ b

a
f ′(t)dt| ≤

∫ b

a
g′(t)dt, i.e. |f(b)− f(a)| ≤ g(b)− g(a).
Et e résultat est onservé pour E espae de Banah (en partiulier pour E = Rn) :

Théorème 4.2 (aroissement �nis) Soient deux réels a et b, et E un espae de Banah dont la

norme est notée ||.||E .
Soient ~ϕ : [a, b] → E et g : [a, b] → R deux appliations ontinues sur [a, b] et di�érentiables

sur ]a, b[ telles que :
∀t ∈]a, b[, ||~ϕ ′(t)||E ≤ g′(t). (4.1)

Alors :

||~ϕ(b)− ~ϕ(a)||E ≤ g(b)− g(a) (4.2)

(l'intégration passe sous la norme), i.e. l'aroissement de ~ϕ est majoré par elui de g.

La dernière inégalité s'érit aussi ||
∫ b

a
~ϕ′(t)dt||E ≤

∫ b

a
g′t)dt, e qui est une généralisation du

théorème des aroissements �nis dans le as des fontions à valeurs salaires.

Preuve. On va en fait montrer que :

∀ε > 0, ∀t ∈ [a, b], ||~ϕ(t)− ~ϕ(a)||E ≤ g(t)− g(a) + ε(t− a) + ε.

(On a ajouté une `petite' fontion a�ne.) On fera alors tendre ε vers 0 pour avoir le résultat.

Soit don ε > 0 donné. On pose pour tout t ∈ [a, b] :

F (t) = ||~ϕ(t)− ~ϕ(a)||E −
(

g(t)− g(a) + ε(t− a) + ε
)

,

où don F (a) = −ε, et on va montrer que :

U = {t ∈ [a, b] : F (t) > 0} = ∅

ensemble vide, d'où le résultat.

1- U est ouvert ar l'appliation F est ontinue sur [a, b] et U = F−1(]0,∞[).

Puis supposons U 6= ∅.
2- Soit c = inf{t ∈ U}. Alors :

21- c > a : en e�et, l'appliation F est ontinue sur [a, b] et F (a) = −ε don F (t) < 0 pour t
su�samment prohe de a.

22- c 6∈ U : en e�et, sinon U = [c, ...) et U ne serait pas ouvert.

23- c < b : sinon c = b, don U = {b} et U est fermé.

3- On vient d'obtenir c ∈]a, b[ et don, par hypothèse, ||~ϕ′(c)||E ≤ g′(c). Et don, ε étant donné, il
existe η > 0 tel que ]c, c+ η[⊂]a, b[ et, par dé�nition de la dérivée :

∀t ∈]c, c+ η[,
||~ϕ(t)− ~ϕ(c)||E

t− c − ε

2
≤ ||~ϕ′(c)||E et g′(c) ≤ g(t)− g(c)

t− c +
ε

2
.

On en déduit :

∀t ∈]c, c+ η[,
||~ϕ(t)− ~ϕ(c)||E

t− c ≤ g(t)− g(c)
t− c + ε
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37 5. Théorème du point �xe de Banah

soit :

∀t ∈]c, c+ η[, ||~ϕ(t)− ~ϕ(c)||E ≤ g(t)− g(c) + ε(t− c)
Mais on a aussi c 6∈ U et don F (c) ≤ 0, i.e. :

||~ϕ(c)− ~ϕ(a)||E ≤ g(c)− g(a) + ε(c− a) + ε

d'où en sommant (et inégalité triangulaire) :

∀t ∈]c, c+ η[, ||~ϕ(t)− ~ϕ(a)||E ≤ g(t)− g(a) + ε(t− a) + ε

Mais alors pour tout t ∈ [c, c+ η
2 ] on a F (t) ≤ 0 et don c + η

2 ≤ inf{t ∈ U} = c. Contradition.
Don U = ∅.

Exerie 4.3 Montrer que, pour ~ϕ : [a, b]→ E, si ~ϕ′ = 0 alors ~ϕ =ste.

Réponse. Ayant ~ϕ′ = 0, on a ||~ϕ′(t)|| ≤ 0 pour tout t∈[a, b], et don ||~ϕ(t)− ~ϕ(a)||E ≤ 0 pour tout t∈[a, b],
i.e. ~ϕ(t) = ~ϕ(a) pour tout t∈[a, b].

Exerie 4.4 Montrer que, pour ~ϕ : [a, b] → E, s'il existe deux réels m(≥0) et M(≥0) tels que
m ≤ ||~ϕ′(t)|| ≤ M pour tout t∈[a, b], alors ||~ϕ(b) − ~ϕ(a)|| ≤ M(b − a), mais que le résultat

||~ϕ(b)− ~ϕ(a)|| ≥ m(b− a) est faux en général.

Réponse. On pose g(t) = Mt pour tout t∈[a, b]. Par hypothèse ||~ϕ′(t)|| ≤ g′(t) = M pour tout t∈[a, b].
D'où ||~ϕ(b)− ~ϕ(a)|| ≤M(b− a).

Par ontre, pour ~ϕ(t) =

(

cos t
sin t

)

sur R, on a m = 1 ar ||~ϕ′(t)|| = 1 pour tout t, mais ~ϕ(2π)− ~ϕ(0) = 0

et 0 6≥ m(2π−0).

À omparer ave l'exerie 1.40.

D'où :

Théorème 4.5 Soit ~ϕ : [a, b]→ E, ave ~ϕ ∈ C1([a, b];E). Alors :

||~ϕ(b)− ~ϕ(a)||E ≤ k (b − a) où k = sup
t∈[a,b]

||~ϕ′(t)||E . (4.3)

Preuve. On prend g(t) = kt où k = supt∈[a,b] ||~ϕ′(t)||E existe ar ~ϕ′ ∈ C0([a, b];E). Et on a

||~ϕ′(t)||E ≤ g′(t) pour tout t, d'où le résultat.

D'où on déduit pour les fontions de variables vetorielles :

Théorème 4.6 (Théorème des aroissements �nis.) Soit Ω un ouvert de Rn et

~f ∈ C1(Ω;E).

Pour ~a,~b ∈ Rn, on note [~a,~b] le segment [~a,~b] = {~x(t) = t(~b−~a)+~a, t ∈ [0, 1]}. Alors, pour ~a,~b ∈ Ω,

si [~a,~b] ∈ Ω, on a :

||~f(~b)− ~f(~a)||E ≤ k ||~b− ~a|| où k = sup
~x∈[~a,~b]

||d~f(~x)||L(Rn;E). (4.4)

(On rappelle que ||d~f(~x)||L(Rn;E) = sup~y∈Rn
||d~f(~x)(~y)||E

||~y||Rn et en partiulier si E = Rp et [d~f(~x)]

la matrie jaobienne de

~f en ~x, alors ||d~f(~x)||L(Rn;Rp) = sup~y∈Rn
||[d~f(~x)].~y||Rp

||~y||Rn .)

Preuve. Soit

~ψ(t) = ~f(t(~b−~a) + ~a) pour t ∈ [0, 1]. On a

~ψ ∈ C1([0, 1];E) ave

~ψ′(t) =

d~f(~x).(~b − ~a) quand x = t(~b−~a) + ~a, et le théorème préédent donne ||~ψ(1) − ~ψ(0)||E ≤ k~ψ où

k~ψ = supt∈[a,b] ||~ψ′(t)||E ≤ sup
~x∈[~a,~b] ||d~f(~x)||L(Rn;E)||~b − ~a||E .
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Figure 5.1 � Les 3 points �xes de la fontion f(x) = (x+1)(x−1)(x−2) = x3−2x2−x+2.

5 Théorème du point �xe de Banah

Soit E un espae de Banah (espae vetoriel normé et omplet pour la norme). On prendra

par exemple E = Rn ave la norme eulidienne.

Dé�nition 5.1 Si f : Ω→ E et a ∈ E véri�ent :

a = f(a),

a est appelé point �xe de f .

Dans le as d'une fontion f de R→ R, un point �xe est l'intersetion de la droite �y = x� ave
la fontion �y = f(x)� : un tel x véri�e x = y = f(x) omme souhaité.

Dé�nition 5.2 S'il existe k > 0 tel que :

∀x, y ∈ U, ||f(x)− f(y)||E ≤ k||x− y||E ,

alors f est appelée lipshitzienne de rapport k. Et si k < 1 alors f est appelée une ontration.

Il est immédiat que si f est lipshitzienne alors f est ontinue, et même uniformément ontinue.

On ommene par le as Ω = E :

Théorème 5.3 Si E est un espae de Banah, si f : E → E est une ontration, alors f possède

un et un seul point �xe :

∃!a ∈ E tel que a = f(a).

Preuve. Soit b ∈ E un point quelonque, on pose b0 = b. Et soit b1 = f(b), b2 = f2(b) = f(b1),
et pour n ≥ 1, bn = f(bn−1) = fn(b). Alors (bn)N est une suite de Cauhy. En e�et, on a, pour

38 1

er

février 2017



39 6. Théorème d'inversion loale

p, n ∈ N, sahant k < 1 :

||bp − b0||E ≤ ||bp − bp−1||E + ...+ ||b1 − b0||E ≤ (kp + ...+ k + 1)||b1 − b0||E

≤ 1− kp+1

1− k ||b1 − b0||E ≤
1

1− k ||b1 − b0||E ,

et don :

||bn+p − bn||E ≤ k||bn+p−1 − bn−1||E ≤ ... ≤ kn||bp − b0||E
≤ kn

1

1− k ||b1 − b0||E −→
n,p→∞

0.

La suite (bn) est don de Cauhy dans E omplet : elle onverge. Soit a sa limite, a = limn(bn).
Et f étant ontinue (ar Lipshitz), on a f(a) = f(limn(bn)) = limn(f(bn)) = limn(bn+1) =

limn(bn) = a, et don a est point �xe.

En�n si a′ est un autre point �xe, i.e. a′ = f(a′), alors ||a− a′|| = ||f(a)− f(a′)|| ≤ k||a− a′||
et don ||a− a′|| = 0 ar k < 1.

Si f est uniquement dé�nie sur Ω ⊂ E à valeurs dans E, il faut s'assurer dans le théorème

préédent que pour b ∈ Ω donné, b1 = f(b) ∈ Ω. C'est l'objet des hypothèses supplémentaires dans

le théorème suivant :

Théorème 5.4 Si f : Ω → E est k-lipshitzienne ave k < 1 (et f est une ontration), et s'il

existe un point b ∈ Ω et un réel M ∈ R tels que d(b, E−Ω) > M et tel que d(b, f(b)) < M(1 − k)
(i.e. b est su�samment loin de sa frontière), alors :

∃!a ∈ E tel que a = f(a),

i.e. il existe un unique point �xe de f dans E.

Preuve. Démonstration similaire.

Exerie 5.5 Soit F : R2 → R2
dé�nie par F (x, y) =

(

cos x+y2
sin x+y

2

)

. On note ~x = (x, y).

1- Montrer qu'il existe B boule fermée de R2
telle que F (B) ⊂ B.

2- Montrer que l'appliation linéaire dF (~x) (représentée par la matrie jaobienne de F en ~x
dans la base anonique) véri�e ||df(~x)|| ≤ 1√

2
pour ~x ∈ B. (On rappelle que si L est une appliation

linéaire, alors ||L|| = sup~x 6=0
||L(~x)||2
||~x||2 ).

3- En déduire que F admet un unique point �xe dans B.

Réponse. 1- On a ||F (~x)|| = 1 pour tout ~x (l'image de F est dans le erle unité) ; don si ||~x|| ≤ r, i.e. si
~x ∈ B̄(~0, r), on a F (~x) ∈ B̄(~0, 1), et B(~0, 1) ⊂ B(~0, r) ssi r ≥ 1 ; et don, toute boule B de entre 0 et de

rayon ≥ 1 véri�e F (B) ⊂ B. On prend par exemple B = B̄(~0, 1).

2- [df(~x)] =

(

− 1
2
sin x+y

2
− 1

2
sin x+y

2
1
2
cos x+y

2
1
2
cos x+y

2

)

, d'où df(~x).~v = v1+v2
2

(

− sin x+y
2

cos x+y
2

)

, d'où ||df(~x).~v|| =

|v1+v2|
2

. D'où sup~v
||df(~x).~v||

||~v|| = 1√
2
. En e�et,

(v1+v2)
2

v21+v
2
2

=
v21+v

2
2+2v1v2

v21+v
2
2

qui est maximum pour v1 = v2

ave pour valeur max 2.

3- D'où F est une ontration dans la boule unité fermée, et don F admet un unique point �xe dans

ette boule (d'ailleurs sur le erle unité image de F ) : il existe un unique point (x, y) de R2
t.q. x = cos x+y

2

et y = sin x+y
2

.

6 Théorème d'inversion loale

Soit une fontion inversible :

f :

{

[a, b] ⊂ R → [c, d],

x 7→ y = f(x),
f−1 :

{

[c, d] ⊂ R → [a, b],

y 7→ f−1(y) = x, .

On rappelle que le graphe de f−1
se déduit du graphe de f par symétrie autour de la droite y = x,

voir �gure 6.1.

En e�et, on ommene par remarquer que : si le graphe de f est représenté dans le repère

(0, x, y), alors elui de f−1
est représenté dans le repère (0, y, x) : pour f , 'est le segment [a, b] qui
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40 6. Théorème d'inversion loale

est en absisse et le segment [c, d] qui est en ordonnées, alors que pour f−1
, 'est le segment [c, d]

qui est en absisse et le segment [a, b] qui est en ordonnées.

Puis, dans le repère (0, x, y) soit un point P = (x, y=f(x)) du graphe de f . Montrons que

Q = (q1, q2) = (y=f(x), x) = le symétrique de P par rapport à la première diagonale �y = x�
appartient au graphe de f−1

, i.e. que le point Q dans le repère (0, y, x) véri�e : f−1(q1) = q2. C'est
immédiat ar f−1(q1) = f−1(f(x)) = x = q2.

0 1 2 3

0

1

2

3
G(f)

P=(x,f(x))

   (f(x),x)=    
(y,f −1(y))

x y

y

x

x

y

0 1 2 3

0

1

2

3

(y,f −1(y))

G(f −1)

y

x

Figure 6.1 � Constrution des fontions réiproques : par symétrie par rapport à la bissetrie du

premier adran y = x.

−1 0 1 2
−1

0

1

2

x

f(x)

−1 0 1 2
−1

0

1

2

y

f −1(y)

−1 0 1 2
−1

0

1

2

y

f −1(y)

Figure 6.2 � La fontion f(x) = y = (x − 0.2)2 − .3, et ses fontions réiproques : la première

f−1(y) = x =
√
y + 0.3 (branhe supérieure) dé�nie pour y ≥ −0.3 et la seonde f−1(y) = x =

−√y + 0.3 (branhe inférieure) dé�nie pour y ≥ −0.3.

Théorème 6.1 On suppose f ∈ C1([a, b]) (où a<b), et on se donne un point c ∈]a, b[ tel que
f ′(c) 6= 0. Alors il existe r > 0 tel que ]c−r, c+r[⊂ [a, b] pour lequel f est bijetive et dont l'inverse

est C1
, ave de plus :

∀y ∈ f(]c−r, c+r[), posant x = f−1(y), (f−1)′(y) =
1

f ′(x)
.

Un dessin aide à s'en onvainre : la fontion f−1
est la fontion miroir de f par rapport à

l'axe dé�ni par la droite �y = x�, et la pente pour la fontion f−1
est l'inverse de la pente de la

fontion f (à ondition que ette pente ne soit pas nulle).

Preuve. Par hypothèse on a f ′(c) 6= 0. Quitte à onsidérer −f , supposons f ′(c) > 0.
f ′

ontinue et f ′(c) > 0 impliquent qu'il existe r > 0 et un intervalle ]c−r, c+r[ sur lequel

f ′(x) > δ pour δ = f ′(c)
2 . On s'intéresse à la restrition fr de f à l'intervalle ]c−r, c+r[, restrition

qu'on note également (abusivement) f .
Sur l'intervalle ]c−r, c+r[, f est injetive : sinon ave le théorème de Rolle, il existerait un point

de et intervalle où f ′
s'annule, ontraire à l'hypothèse δ > 0.

Don f est bijetive de ]c−r, c+r[ dans son image f(]c−r, c+r[) = J . Et on peut onsidérer son

inverse f−1 : J →]c−r, c+r[.
Montrons que f−1

est ontinue dans J . Soit y0 ∈ J , ave don y0 = f(x0) pour un unique

x0 ∈]c−r, c+r[. Et pour h ∈ R su�samment petit pour que y = y0 + h ∈ J , et y est assoié à un
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41 6. Théorème d'inversion loale

x ∈]c−r, c+r[ tel que y = f(x). Le théorème de aroissements �nis indique qu'il existe ξ entre x0
et x tel que f(x) − f(x0) = (x− x0)f ′(ξ), d'où :

|f−1(y)− f−1(y0)| = |x− x0| =
|f(x)− f(x0)|
|f ′(ξ)| ≤ |f(x)− f(x0)|

δ
=
y − y0
δ

,

et don |f−1(y) − f−1(y0)| → 0 quand y → y0 : f−1
est bien ontinue en y0, pour tout y0 ∈ J :

f−1
est ontinue dans J .
Montrons que f−1

est dérivable en y0 ∈ J . On a :

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
=

x− x0
f(x)− f(x0)

=
x− x0

(x − x0)f ′(ξx)

pour un ξx entre x0 et x, le dénominateur ne s'annulant pas ar f ′(ξx) >
δ
2 > 0. D'où :

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
−→
y→y0

1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))

noté

= (f−1)′(y0).

En�n, montrons que la fontion (f−1)′ ainsi dé�nie sur J est ontinue. Les fontions f ′
et f−1

sont ontinues, f ′
ne s'annule pas dans ]c−r, c+r[, et X → 1

X
est ontinue là où X 6=0. Don (f−1)′

est bien ontinue.

Et en n dimensions on a :

Théorème 6.2 Soit

~f : Ω ⊂ Rn → Rn une fontion ontinue qui est C1
. Et soit ~c ∈ Ω un point tel

que det([d~f(~c)]) 6= 0 (ave [d~f(~c)] = [ ∂fi
∂xj

(~c)]1≤i,j≤n la matrie jaobienne de

~f en ~c et det([d~f (~c)])

son jaobien). Alors il existe U ⊂ Ω, U ouvert et U ∋ c, pour lequel la restrition de

~f à U :

~f|U :

{

U → V=f(U)

~x 7→ ~y = ~f(~x)

}

est un di�éomorphisme (bijetive C1
d'inverse C1

). Et pour tout ~y ∈ V ,

notant ~x = ~f−1(~y) :

[d(~f−1)(~y)] = [d~f(~x)]−1,

i.e. la matrie jaobienne de l'inverse est l'inverse de la matrie jaobienne, i.e., la matrie [d~f(~x)]

représentant l'appliation linéaire tangente à

~f en ~x a pour inverse la matrie [d~f(~x)]−1 = d(~f−1)(~y)

représentant l'appliation linéaire tangente à

~f−1
en ~y = ~f(~x).

Preuve. Montrons que

~f est inversible dans un voisinage de ~c.
Ayant det([d~f(~c)]) 6= 0, la matrie [d~f(~c)] est inversible, et l'appliation linéaire df(~c) est in-

versible. Soit L = (d~f(~c))−1
l'appliation linéaire inverse, ave don L.d~f(~c) = I identité. Ayant

~f ∈ C1
, on a d~f ∈ C0

, et don il existe ρ > 0 tel que :

∀~x ∈ B(~c, ρ), |||d~f(~x)− d~f(~c)||| ≤ 1

2|||L||| , (6.1)

où |||L||| est la norme de L et B(~c, ρ) est la boule entrée en ~c de rayon ρ. Puis soit r = ρ
2|||L|| et

~y ∈ B(~f(~c), r). On pose :

G~y :

{

B(~c, ρ) → R
n

~x 7→ G~y(~x) = ~x− L(~f(~x)− ~y).

Montrons que G~y est ontratante. On a dG~y(~x) = I − L.d~f(~x) = L(d~f(~c) − d~f(~x)) d'où

|||dG~y(~x)||| ≤ |||L||| 1
2|||L||| =

1
2 dans B(~c, ρ).

D'où étant donné deux points x1, x2 ∈ B(~c, ρ), le théorème des aroissements �nis 4.2 (son

orollaire 4.6) donne :

||G~y(~x1)−G~y(~x2)|| ≤ sup
~x∈[~x1,~x2]

(|||dG~y(~x)|||)||~x1 − ~x2|| ≤
1

2
||~x1 − ~x2||. (6.2)

D'où on a G~y(B(~c, ρ)) ⊂ B(~c, ρ) ar pour ~x ∈ B(~c, ρ) et ~y ∈ B(~f(~c), r) :

||G~y(~x)− ~c|| ≤ ||G~y(~x)−G~y(~c)||+ ||G~y(~c)− ~c|| ≤
1

2
||~x− ~c||+ ||L(~y − ~f(~c))|| ≤ ρ

2
+ |||L||| r ≤ ρ.

D'où G~y est ontratante dans B(~c, ρ) de rapport 1
2 .
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42 7. Théorème des fontions impliites

Don G~y a un unique point �xe ~x : G~y(~x) = ~x, i.e. à ~y ∈ B(~f(~c), r) �xé, il existe un unique

point ~x ∈ B(~c, ρ) t.q. ~y = ~f(~x), et don ~f est bijetive de f−1(B(~f(~c), r)) dans B(~f(~c), r).

On note V = B(~f(~c), r) (qui est ouvert) et U = ~f−1(B(~f(~c), r)), et on a obtenu que f est

bijetive de U dans V . Et omme

~f est ontinue, et U est l'image inverse de V , on a U ouvert qui

ontient ~c.
Montrons que

~f−1 : V → U est ontinue sur V . Montrons que, pour tout ~x1, ~x2 ∈ U :

||~f(~x2)− ~f(~x1)|| ≥
1

2|||L||| ||~x1 − ~x2||. (6.3)

On a :

||G~y(~x1)−G~y(~x2)|| = ||(~x1 − ~x2)− L(~f(~x1)− ~f(~x2))|| ≥ ||~x1 − ~x2|| − |||L||| ||~f(~x1)− ~f(~x2)||,

d'où ave (6.2) :

|||L||| ||~f(~x2)− ~f(~x1)|| ≥
1

2
||~x1 − ~x2||.

D'où ||~f−1(~y1)− ~f−1(~y2)|| ≤ 2|||L||| ||~y1 − ~y2||, et ~f est lipshitzienne sur V don ontinue.

Montrons que

~f−1
est dérivable sur V , i.e., pour ~y ∈ V , il existe une appliation linéaire

L~y : Rn → Rn telle que

~f−1(~yε)− ~f−1(~y) = L~y(~yε − ~y) + o(~yε − ~y). Montrons que L~y = (df(~x))−1

pour ~x = f−1(~y). On a d~f(~x).(~xε−~x) = ~f(~xε)−~f(~x) + o(~xε−~x), d'où :

~xε−~x = d~f(~x)−1.(~f(~xε)−~f(~x)) + o(
1

2|||L||| (~xε−~x)).

En e�et, on a (6.1) et don |||d~f(~c)||| − |||d~f(~x)||| ≤ 1
2|||L||| , don |||d~f(~x)||| ≥ |||d~f(~c)||| − 1

2|||L||| ,

et omme I = L.d~f(~c), on a 1 ≤ |||L||| |||d~f(~c)|||, d'où |||d~f(~c)||| ≥ 1
|||L||| et |||d~f(~x)||| ≥ 1

2|||L||| .

Don : ~xε−~x = d~f(~x)−1.(~f(~xε)−~f(~x)) + o((~xε−~x)). Et ~f−1
est ontinue sur le ompat [~y, ~yε]

et don ||~xε − ~x|| ≤ M ||~yε − ~y|| où M est la borne supérieure de f−1
sur B(~f(~c), d2 ) dès que ~yε ∈

B(~f(~c), d2 ) où d = d(~y, ∂B(f(~c), r)) est la distane de ~y au bord de la boule V = B(f(~c), r). Et don

o((~xε−~x)) = o((~yε−~y)) au voisinage de ~y, et don ~f−1(~yε)− ~f−1(~y) = d~f(~x)−1(~yε − ~y) + o(~yε − ~y)
au voisinage de ~y. Don ~f−1

est dérivable en tout ~y ∈ V et d~f−1(~y) = d~f(~x)−1
.

Montrons que d~f−1
est ontinue sur V . On a d~f−1(~y) = (d~f(~x))−1 = (d~f ◦ ~f−1)(~y))−1

ave d~f

et

~f−1
ontinues et ave l'appliation linéaire inverse M → M−1

qui est ontinue en M lorsque

l'appliation linéaire M est inversible.

7 Théorème des fontions impliites

Une relation impliite (un lien, une liaison) entre deux variables x et y est une équation de type

f(x, y) = 0 où f est une fontion donnée. Si ette équation peut se mettre sous la forme y = g(x),
où g est une fontion donnée, on a �expliité� la relation �impliite� f(x, y) = 0. Des onditions
simples pour permettant d'expliiter sont données par le théorème des fontions impliites.

7.1 Cas des fontion Rn−1 × R→ R

On se donne une fontion :

f :

{

Ω ⊂ R
n → R,

(x1, ..., xn) 7→ z = f(x1, ..., xn).

Le graphe de ette fontion est le sous-ensemble de Rn+1
dé�ni par :

Gf = {(x1, ..., xn, z) : z = f(x1, ..., xn)} ⊂ R
n+1.

Et on s'intéresse à l'intersetion de Gf ave le plan z = c.
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43 7. Théorème des fontions impliites

7.1.1 Courbe de niveau

Dé�nition 7.1 Soit c ∈ R. On appelle surfae de niveau de f de valeur c l'ensemble :

Γc = {(x1, ..., xn) ∈ Ω : f(x1, ..., xn) = c}

Si Rn = R2
, la surfae de niveau est appelée ourbe de niveau : 'est l'ensemble des (x, y) tels que

f(x, y) = z. Et si Rn = R, la ourbe de niveau est au plus un ensemble de points (et au plus un

point unique si f est bijetive).

Sur une surfae de niveau, les oordonnées (x1, ..., xn) ne sont pas indépendantes : elles sont

liées par l'équation f(x1, ..., xn) = c, e lien étant impliite. La question est alors de savoir si

de es n variables dépendantes on peut extraire n−1 variables indépendantes. Si 'est le as, on

pourra (au moins loalement) exprimer l'une d'elles en fontion des autres, par exemple, on pourra

exprimer xn =fontion de (x1, ..., xn−1). Le lien est alors expliite : on a expliité xn en fontion

des autres variables.

Le théorème des fontions impliites donne une ondition su�sante pour qu'une relation expli-

ite existe.

Exemple 7.2 Soit f(x, y) = ax+by ave (a, b) 6= (0, 0), et soit z0 = c ∈ R donné. Alors l'ensemble

des (x, y) qui satisfont à ax+ by = c est une droite. Et les (x, y) qui sont sur ette droite peuvent

également s'exprimer sous la forme y = g(x) où g(x) =
c− ax
b

existe à ondition que b 6= 0. Noter

que b = ∂f
∂y

(x, y).

Les (x, y) qui sont sur ette droite peuvent également s'exprimer sous la forme x = h(y) où

h(y) =
c− by
a

existe à ondition que a 6= 0.

Loalement, toute fontion f ∈ C1(R2;R) au voisinage d'un point (x0, y0) admet un dévelop-

pement limité :

f(x, y) = f(x0, y0) + (x−x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y−y0)

∂f

∂y
(x0, y0) + o(x−x0, y−y0).

Et f est approximée par son plan tangent en (x0, y0). On en déduit que, dès que B = ∂f
∂y

(x0, y0) 6= 0,

le long d'une ourbe de niveau f(x, y) = c :

y = y0 −
A

B
(x− x0) + o(x−x0, y−y0) noté

= g(x),

où on a noté A = ∂f
∂x

(x0, y0), i.e. on a expliité y en fontion de x sur la ourbe de niveau. Et en

partiulier, on a g′(x0) = −A
B

= −
∂f
∂x

(x0,y0)
∂f
∂y

(x0,y0)
.

Exemple 7.3 Soit f(x, y) = xey, et soit c 6= 0 donné. On regarde l'ensemble des (x, y) tels que
xey = c. On obtient la relation expliite x = h(y) = ce−y, et quand ela a un sens la relation

y = g(x) = log( |c|
|x|) : ette relation n'est pas valable pour tout x dans R (problème au voisinage

de x = 0), et une telle relation ne peut être établie que loalement dans ]−∞, 0[ où dans ]0,∞[.
Et si on exprime f en fontion de son développement limité :

f(x, y) = x0e
y0 + (x−x0)(ey0) + (y−y0)(x0ey0) + o(x−x0, y−y0)

le plan tangent a une équation de la forme z = Ax + By + C et B = x0e
y0

est nul si x0 = 0,
auquel as on ne peut pas expliiter y en fontion de x au voisinage d'un point (0, y0) lorsqu'on
onsidèrera l'équation f(x, y) = 0. Par ontre, A = ey0 6= 0 et on peut toujours expliiter x en

fontion de y omme on l'a vu pour résoudre l'équation f(x, y) = c : à savoir x = ce−y.

7.1.2 Cas des fontion R× R→ R

On ommene par érire et démontrer e théorème pour les fontions R2 → R :

43 1

er

février 2017



44 7. Théorème des fontions impliites

Théorème 7.4 Soit Ω ouvert de R2
et f : Ω → R une fontion C1(Ω,R). Soient (x0, y0) ∈ Ω et

c ∈ R tels que :

f(x0, y0) = c et

∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Alors il existe un voisinage ouvert V1×V2 de (x0, y0), et il existe une fontion dérivable g : V1 → V2
telle que :

∀(x, y) ∈ V1 × V2, f(x, y) = c ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ V1 × V2, y = g(x).

De plus, la dérivée de g en x0 est donnée par :

g′(x0) = −
∂f
∂x

(x0, y0)
∂f
∂y

(x0, y0)
. (7.1)

Preuve. Si g existe et est dérivable alors on a : ∀x ∈ V1, f(x, g(x)) = c. D'où par dérivation :

∀x ∈ V1, posant y = g(x),
∂f

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(x, y)g′(x) = 0,

d'où la relation (7.1).

Montrons que g existe et est dérivable. On suppose c = 0, sinon on remplae f par la fontion

(x, y)→ f(x, y)− c. Et on suppose que

∂f
∂y

(x0, y0) = m > 0 sinon on onsidère −f .
Ayant

∂f
∂y

ontinue, il vient :

∃a > 0, ∃b > 0, ∀x, y ∈ [x0−a, x0+a]× [y0−b, y0+b],
∂f

∂y
(x, y) ≥ m

2
.

On va alors démontrer le résultat suivant, sahant f(x0, y0) = 0(= c) :

∃α > 0, α ≤ a, ∀x ∈ [x0−α, x0+α], f(x, y0 − b) < 0 < f(x, y0 + b). (7.2)

(Il su�ra de prendre x su�samment prohe de x0, f et

∂f
∂x

étant ontinues.)

Pour ela : on sait que dans le voisinage [x0−a, x0+a]× [y0−b, y0+b], on a,

∂f
∂x

étant ontinu :

∃M > 0, ∀x, y ∈ [x0−a, x0+a]× [y0−b, y0+b],
∂f

∂x
(x, y) ≤M.

Et le théorème des valeurs intérmédiaires donne :

∀x ∈ [x0−a, x0+a], ∃ξx ∈ (x0, x), f(x, y0) = f(x0, y0) + (x− x0)
∂f

∂x
(ξx, y0).

(La notation ξx ∈ (x0, x) signi�e ii que si x0 ≤ x alors ξx ∈ [x0, x] et si x ≤ x0 alors ξx ∈ [x, x0].)
Et don, sahant f(x0, y0) = 0 :

∀α, 0 < α < a, ∀x ∈ [x0−α, x0+α], |f(x, y0)| ≤ αM.

De même,

∃ξy ∈ [y0, y0+b], f(x, y0 + b)− f(x, y0) = b
∂f

∂y
(x0, ξy) ≥ b

m

2
.

On en déduit, en proédent de même ave y0 − b :






f(x, y0 + b) = [f(x, y0 + b)− f(x, y0)] + f(x, y0) > b
m

2
− αM,

f(x, y0 − b) = [f(x, y0 − b)− f(x, y0)] + f(x, y0) < −b
m

2
+ αM,

Et il su�t de prendre α = bm
4M pour obtenir (7.2).

Et de (7.2), à x �xé dans [x0−α, x0+α], par ontinuité de f , on déduit qu'il existe un point y ∈
[y0−b, y0+b] tel que f(x, y) = 0. Et omme la fontion y ∈ [y0−b, y0+b] → f(x, y) est stritement

roissante (

∂f
∂y

(x, y) > 0), e point y est unique : on pose y = g(x).

Il reste à montrer que la fontion g ainsi dé�nie est dérivable. On prend y = g(x) et k tel que

y + k = g(x+ h), et on s'intéresse à

g(x+h)−g(x)
h

qui vaut don

(y+k)−y
h

= k
h
.
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Le théorème des aroissements �nis appliqué à la fontion t ∈ R→ f(x+ th, y + tk) ∈ R (on

se plae sur le segment de droite qui va de (x, y) à (x+ h, y + k)) donne :

∃(ξ, η) ∈ [x, x+h]×[y, y+k], f(x+h, y+k)− f(x, y) = h
∂f

∂x
(ξ, η) + k

∂f

∂y
(ξ, η).

Mais y = g(x) et y + k = g(x + h) donnent f(x+h, y+k) = f(x, y) = 0 (on est sur la ourbe de

niveau), d'où :

k

h
= −

∂f
∂x

(ξ, η)
∂f
∂y

(ξ, η)
.

Et don :

lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= −
∂f
∂x

(x, y)
∂f
∂y

(x, y)
∈ R.

Ce qui onlut la démonstration.

Exerie 7.5 Soit f(x, y) = x2 + y2 dé�nie sur R2
. On s'intéresse à la ourbe de niveau R ave

R > 0, i.e. à l'ensemble des (x, y) t.q. f(x, y) = R, et en partiulier au voisinage d'un point (x0, y0)
sur ette ourbe. Expliiter ette ourbe au voisinage d'un point tel que y0 6= 0 sous la forme

y = g(x), puis aluler g′(x0) et g′′(x0). Puis donner le déveleppement limité de h : x→
√
R− x2

à l'ordre 2 au voisinage de x0.

Réponse. On a

∂f
∂y

(x, y) = 2y est non nul pour y 6= 0. On ommene par onsidérer un point (x, y) tel

que y 6= 0 (faire un dessin du erle de rayon R). D'où il existe un voisinage V1 × V2 de (x0, y0) et une

fontion g : V1 → V2 telle que f(x, y) = R équivaut à y = g(x) pour tout (x, y) ∈ V1 × V2, ave g(x0) = y0.
On a f(x, g(x)) = R pour tout x ∈ V1, d'où

∂f

∂x
+ ∂f

∂x
g′(x) = 0, i.e. 2x + 2g(x) g′(x) = 0, d'où d'une part

g′(x0) = −x0
y0

et d'autre part 2+2g′(x)2+2g(x)g′′(x) = 0, d'où 1+
x20
y20

+y0g
′′(x0) = 0, d'où g′′(x0) = −R2

y30
.

Par ailleurs, h(x) = (R − x2)
1
2
, h(x0) = y0, h

′(x) = −x(R − x2)−
1
2
, h′(x0) = −x0

y0
, h′′(x) = −(R −

x)−
1
2 − x2(R − x2)−

3
2
, h′′(x0) = − 1

y0
− x20

y30
= −R2

y30
: don g et h ont même développement à l'ordre 2

(d'ailleurs à tout ordre puisqu'ii on onnaît la solution analytique à savoir g = h).

Exerie 7.6 On pose f(x, y) = sinx − ey + e−y. Montrer que l'équation �sinx − ey + e−y = 0�
est expliitable au voisinage de 0 par une fontion y = ϕ(x) où ϕ ∈ C1(R;R). Caluler ϕ′(0).

Réponse. Si ϕ existe, on a f(0, ϕ(0)) = 0, i.e. −eϕ(0) + e−ϕ(0) = 0 = 2 sinh(ϕ(0)) (sinus hyperbolique),

et don ϕ(0) = 0. On a

∂f

∂y
(x, y) = −ey − e−y = −2 cosh(y) (osinus hyperbolique), et don au point

(x=0, y=ϕ(0)=0) on a

∂f

∂y
(0, 0) = −2 6= 0. Don on peut appliquer le théorème des fontions impliites : il

existe une fontion ϕ : R → R dé�nie au voisinage de x=0 telle que ϕ(x) = y ⇔ f(x, y) = 0. On a don

f(x, ϕ(x)) = 0, don ∂f
∂x

(x,ϕ(x))+ ∂f
∂y

(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0 = cosx−(eϕ(x)y+e−ϕ(x))ϕ′(x), d'où ϕ′(0) = 1
2
.

Exerie 7.7 Même question pour l'équation x3 + y3 − 3xy − 1 = 0, où ϕ(0) = 1. Et donner un
développement limité de ϕ à l'ordre 3 au voisinage de 0.

Réponse. On pose f(x, y) = x3+y3−3xy−1. On a

∂f
∂y

(x, y) = 3y2−3x. En partiulier,

∂f
∂y

(0, 1) = 3 6= 0.

On peut don expliiter f au voisinage de (0, 1) : il existe une fontion ϕ : V1 → V2 ave V1 voisinage

de 0 et V2 voisinage de 1 telle que y = ϕ(x) ⇔ f(x, y) = 0. Pour x ∈ V1 on a don f(x, ϕ(x)) = 0, d'où
∂f
∂x

(x,ϕ(x)) + ∂f
∂y

(x, ϕ(x))ϕ′(x) = 0. Soit 2x2 − 3ϕ(x) + (3ϕ(x)2 − 3x)ϕ′(x) = 0. D'où, ave ϕ(0) = 1, on

obtient −3+3ϕ′(0) = 0, d'où ϕ′(0) = 1. Puis 4x−3ϕ′(x)+(6ϕ′(x)ϕ(x)−3)ϕ′(x)+(3ϕ(x)2−3x)ϕ′′(x) = 0.

D'où −3 + (6 − 3) + 3ϕ′′(0) = 0, d'où ϕ′′(0) = 0. D'où 4 − 3ϕ′′(x) + (6ϕ′′(x)ϕ(x) + 6ϕ′(x)2)ϕ′(x) +

(6ϕ′(x)ϕ(x)− 3)ϕ′′(x) + (6ϕ′(x)ϕ(x)− 3)ϕ′′(x) + (3ϕ(x)2 − 3x)ϕ′′′(x) = 0. D'où 4+ 6+ 3ϕ′′′(0) = 0, d'où

ϕ′′′(0) = −10/3.

Exerie 7.8 Même question pour l'équation 1 − yex + xey = 0. Et donner un développement

limité de ϕ à l'ordre 2 au voisinage de 0.
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7.1.3 Cas des fontion Rn−1 × R→ R

Théorème 7.9 Soit Ω ouvert de Rn et f : Ω→ R une fontion C1(Ω,R). Pour (x1, ..., xn) ∈ Rn,

on note ~x = (x1, ..., xn−1) et y = xn. Soit (~x0, y0) ∈ Ω ⊂ Rn−1 × R et soit c ∈ R tels que :

f(~x0, y0) = c et

∂f

∂xn
(~x0, y0) 6= 0.

Alors il existe un voisinage ouvert V1×V2 de (~x0, y0), et il existe une fontion dérivable g : V1 → V2
telle que :

∀(~x, y) ∈ V1 × V2, f(~x, y) = c ⇐⇒ ∀(~x, y) ∈ V1 × V2, y = g(~x).

De plus, ayant f(~x, g(~x)) = c sur la ligne de niveau, les dérivées partielles de g en ~x0 sont données

par :

∂g

∂xi
(~x) = −

∂f
∂xi

(~x, g(~x))
∂f
∂xn

(~x, g(~x))
. (7.3)

Preuve. Exerie : adapter la démonstration préédente en onsidérant ~x = (x1, ..., xn−1) et

y = xn. En partiulier, pour (~x, y) ∈ V1 × V2 on a y = g(~x) et f(~x, g(~x)) = c, d'où df(~x, g(~x)) = 0,
i.e. pour tout i = 1, ..., n−1 on a :

∂f
∂xi

(~x, g(~x)) + ∂f
∂xn

(~x, g(~x)) ∂g
∂xi

(~x) = 0.

Exerie 7.10 Soit la fontion f(x, y, z) = x2 + 4y2 − 3z2. On s'intéresse au voisinage du point

(3, 0, 1) et don à la ourbe de niveau = 6 puisque f(3, 0, 1) = 6. Montrer qu'au voisinage du point

(3, 0, 1), l'équation impliite f(x, y, z) = 6 peut être expliitée sous la forme z = g(x, y), et aluler
[dg(x, y)].

Réponse. On a

∂f
∂z

(3, 0, 1) = −6 6= 0. Don il existe une fontion g : V1 ⊂ R
2 → V2 ⊂ R, ave V1

voisinage de (3, 0) et v2 voisinage de 1, telle que la ourbe de niveau f(x, y, z) = 6 au voisinage du point

(3, 0, 1) s'érit z = g(x, y). Ayant f(x, y, g(x, y)) = 6, posant ~X = (x, y, g(x, y)), on déduit en dérivant

en x que

∂f
∂x

( ~X) + ∂f
∂z

( ~X) ∂g
∂x

(x, y) = 0, d'où ∂g
∂x

(x, y) = −
∂f
∂x

(~x)
∂f
∂z

(~x)
, d'où

∂g
∂x

(3, 0) = 1. Et de même ave

f(x, y, g(x, y)) = 6, en dérivant en y, on a

∂f
∂y

( ~X) + ∂f
∂z

( ~X) ∂g
∂y

(x, y) = 0, d'où ∂g
∂y

(3, 0) = 0.

7.2 Cas des fontion Rn × Rm → Rm

7.2.1 Développement limités, fontion Rn × Rm → R

Pour f ∈ C1(Rn × Rm;R), on peut érire son développement limité au premier ordre omme,

pour (~x, ~y) ∈ Rn × Rm, h ∈ R, (~v, ~w) ∈ Rn × Rm :

f((~x, ~y) + h(~v, ~w)) = f(~x, ~y) + h df(~x, ~y).(~v, ~w) + o(h)

= f(~x, ~y) + hD1f(~x, ~y).~v + hD2f(~x, ~y). ~w + o(h)

où l'appliation linéaire df(~x, ~y) : Rn × Rm → R est érite :

df(~x, ~y).(~v, ~w) = D1
~f(~x, ~y).~v +D2

~f(~x, ~y). ~w.

En d'autres termes, si à ~y �xé on pose f~y(~x) = f(~x, ~y), on a D1f(~x, ~y) = df~y(~x) ; et si à ~x �xé

on pose f~x(~y) = f(~x, ~y), on a D2f(~x, ~y) = df~x(~y).

Exemple 7.11 R3 = R× R2
, i.e. n = 1 et m = 2.

On a df(x, y, z).(v1, v2, v3) = ∂f
∂x

(x, y, z)v1 + ∂f
∂y

(x, y, z)v2 + ∂f
∂z

(x, y, z)v3. Posons ~x = x et

~y = (y, z). Et on note ~v = v1 et ~w = (v2, v3). On a alors D1f(x, (y, z)).v1 = ∂f
∂x

(x, y, z)v1
et D2f(x, (y, z)).(v2, v3) = ∂f

∂y
(x, y, z)v2 + ∂f

∂z
(x, y, z)v3. Et on a df(~x, ~y).(~v, ~w) = D1f(~x, ~y).~v +

D2f(~x, ~y). ~w.

Exemple 7.12 Ave R3 = R2 × R, i.e. n = 2 et m = 1.
On a df(x, y, z).(v1, v2, v3) =

∂f
∂x

(x, y, z)v1+
∂f
∂y

(x, y, z)v2+
∂f
∂z

(x, y, z)v3. Posons ~x = (x, y) et ~y =

z. Et on note ~v = (v1, v2) et ~w = v3. On a alorsD1f((x, y), z)).(v1, v2) =
∂f
∂x

(x, y, z)v1+
∂f
∂y

(x, y, z)v2

et D2f((x, y), z).v3 = ∂f
∂z

(x, y, z)v3.
Et on a df(~x, ~y).(~v, ~w) = D1f(~x, ~y).~v +D2f(~x, ~y). ~w.

46 1

er

février 2017



47 7. Théorème des fontions impliites

7.2.2 Développement limités, fontion Rn × Rm → Rp

Et pour

~f ∈ C1(Rn × Rm;Rp), on peut érire son développement limité au premier ordre

omme, pour (~x, ~y) ∈ Rn × Rm, h ∈ R, (~v, ~w) ∈ Rn × Rm :

~f((~x, ~y) + h(~v, ~w)) = ~f(~x, ~y) + hD1
~f(~x, ~y).~v + hD2

~f(~x, ~y). ~w + o(h),

où l'appliation linéaire d~f(~x, ~y) : Rn × Rm → Rp est érite d~f(~x, ~y).(~v, ~w) = D1
~f(~x, ~y).~v +

D2
~f(~x, ~y). ~w. (Dans une base de Rp on a ainsi p équations.) On a don :

~f(~x, ~y) = ~f(~x0, ~y0) +A.(~x−~x0) +B.(~y−~y0) + o(||(~x−~x0), (~y−~y0)||,

où A : Rn → Rp et B : Rm → Rp sont les appliations linéaires A = D1
~f(~x0, ~y0) et B =

D2
~f(~x0, ~y0).

7.2.3 Appliation : fontion Rn × Rm → Rm

En partiulier, quand m = p, l'appliation linéaire B = D2f est un endomorphisme de Rm, et

s'il est inversible, on a loalement :

~y = ~y0 +B−1.(~f(~x, ~y)− ~f(~x0, ~y0)−A.(~x−~x0)) + o(||(~x−~x0), (~y−~y0)||).

Et le long d'une ourbe de niveau

~f(~x, ~y) = ~c, on a ainsi expliité ~y en fontion de ~x au voisinage

du point (~x0, ~y0) :

~y = ~y0 −B−1.A.(~x−~x0) + o(||(~x−~x0), (~y−~y0)||) noté

= ~g(~x).

Le théorème s'énone 7.4 se généralise alors omme (ave ii D2f(~x, ~y) endomorphisme inver-

sible) :

Théorème 7.13 Soit Ω ouvert de Rn × Rm et

~f : Ω → Rm une fontion C1(Ω,Rm). Soient
(~x0, ~y0) ∈ Ω et ~c ∈ Rm tels que :

~f(~x0, ~y0) = ~c et D2
~f(~x0, ~y0) isomorphisme de R

m,

où D2
~f(~x0, ~y0) désigne la di�érentielle de

~f par rapport à la variable ~y au point (~x0, ~y0), i.e. la

di�érentielle d~f~x0
(~y0) : R

m → Rm de l'appliation

~f~x0
: ~y → ~f~x0

(~y) = f(~x0, ~y).
Alors il existe un voisinage ouvert V1 × V2 de (~x0, ~y0), et il existe une fontion dérivable ~g :

V1 → V2 telle que :

∀(~x, ~y) ∈ V1 × V2, ~f(~x, ~y) = ~c ⇐⇒ ~y = ~g(~x).

Et don loalement, la �surfae de niveau�

~f(~x0, ~y0) = ~c est représentable par une fontion ~y = ~g(~x).

Et ave

~f(~x, g(~x)) = 0 on obtient :

D1
~f(~x, g(~x)) +D2

~f(~x, g(~x)) ◦ d~g(~x) = 0. (7.4)

Ou enore, en termes de matries jaobiennes :

[D1
~f(~x, g(~x))] + [D2

~f(~x, g(~x))].[d~g(~x)] = 0. (7.5)

Preuve. On regarde ii le as n = m = p = 1, la démarhe dans le as général étant la même. On

va appliquer le théorème d'inversion loale à la fontion, pour Ω ⊂ R× R :

~h :











Ω → R× R,

(x, y) 7→ ~h(x, y) =

(

x
f(x, y)

)

.

La matrie jaobienne de

~h est d~h =

( ∂x
∂x

∂x
∂y

∂f
∂x

∂f
∂y

)

=

(

1 0
∂f
∂x

∂f
∂y

)

de déterminant (le jaobien) en

(x0, y0) qui vaut
∂f
∂y

(x0, y0) 6= 0. Don ~h est (loalement) inversible d'un voisinage V ⊂ Ω du point

(x0, y0) à valeurs dans W = ~h(V )(⊂ R2).
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On pose alors :

W1 = {s ∈ R : (s, c) ∈ W} (setion de W ), et

g : x ∈W1 → g(x) = y où y t.q.

~h(x, y) = (x, c) existe, est unique, ar h inversible.

(On rappelle que c = f(x, y).) La fontion g est C1
ar h−1

l'est, et par onstrution,

~h(x, g(x)) =
(x, c) et don f(x, g(x)) = c. D'où le résultat.

On renvoie à Avez [2℄ pour les détails.

Exerie 7.14 Soit

~f :











R
3 → R

2

(x, y, z) 7→
(

f1(x, y, z) = x+ ey+z − 1
f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − x− 2y − z

)











. À x �xé, on

pose ~g(y, z) = ~f(x, y, z). Caluler la matrie jaobienne de ~g. Montrer qu'il existe un intervalle

ouvert A ontenant 0, un voisinage ouvert B ontenant (0, 0) et une fontion ~ϕ : x ∈ A→
(

ϕ1(x)
ϕ2(x)

)

de lasse C1
tels que ~ϕ(0) = (0, 0) et ~f(x, ϕ1(x), ϕ2(x)) = 0 pour tout x ∈ A. Puis aluler ~ϕ′(0).

Réponse.

~f est trivialement C1
ainsi que ~g. On a [dg(y, z)] =

(

ey+z ey+z

2y − 2 2z − 1

)

, d'où [d~g(0, 0)] =
(

1 1
−2 −1

)

de detérminant 6= 0. On peut don appliquer le théorème des fontions impliites : ayant

~f(0, (0, 0)) =

(

0
0

)

, il existe A un intervalle ouvert ontenant 0, B un intervalle ouvert ontenant (0, 0) et

une appliation ~ϕ : A→ B tels que (y, z) = ~ϕ(x) équivaut à ~f(x, (y, z)) = 0 pour tout (x, (y, z)) ∈ A×B,

ave don ~ϕ(0) = (0, 0). Et ~f et ~ϕ véri�ent

~f(x, ~ϕ(x)) = 0, i.e.

{

f1(x, ϕ1(x), ϕ2(x)) = 0

f2(x, ϕ1(x), ϕ2(x)) = 0
, pour tout x ∈ A.

On en déduit en dérivant en x que, notant T = (x, ϕ1(x), ϕ2(x)),
∂fi
∂x

(T )+ ∂fi
∂y

(T )ϕ′
1(x)+

∂fi
∂z

(T )ϕ′
2(x) =

0, pour i = 1, 2, et don pour x = 0 et T = ~0 : 1 + ϕ′
1(0) + ϕ′

2(0) = 0 et −1− 2ϕ′
1(0)− ϕ′

2(0) = 0. Et don

ϕ′
1(0) = 0 et ϕ′

2(0) = −1, i.e. ~ϕ′(0) =

(

0
−1

)

.

Exerie 7.15 Soit

~f : R3 → R2
donnée par :

~f(t, x, y) =

(

f1(t, x, y) = x2 + t2 + 2y − 2t
f2(t, x, y) = y2 − x

)

.

Montrer qu'il existe un intervalle ouvert I ⊂ R ontenant 0, un voisinage ouvert J de (0, 0)

dans R2
et une appliation ~ϕ : I → J , où on note ~ϕ(t) =

(

ϕ1(t)
ϕ2(t)

)

, tels que : ~ϕ(0) = ~0, et pour

tout t ∈ I, ~f(t, ϕ1(t), ϕ2(t)) = ~0. Caluler ~ϕ ′(0).

Réponse. Ii R
3 = R × R

2
. On pose t = t et ~y = (x, y). 0n a [D~yf(t, ~y)] =

(

2x 2
−1 2y

)

, ii indépendant

de t. En partiulier en (t, ~y) = (0,~0), on a det([D2f(0,~)]) = 2 6= 0, et on peut appliquer le théorème des

fontions impliites. D'où l'existene de I , J et ~ϕ : t ∈ I → (x, y) ∈ J tels que f(t, ϕ1(t), ϕ2(t)) = 0. Par

dérivation de fontions omposées on trouve ϕ′
1(0) et ϕ

′
2(0)...

Exerie 7.16 Soit F : R3 → R2
donnée par (x, y, z) 7→

(

f1(x, y, z) = x2 − y2 + z2 − 1
f2(x, y, z) = xyz − 1

)

. Mon-

trer qu'il existe un intervalle ouvert A ontenant 1 et un voisinage ouvert B de (1, 1) dans R2
et une

appliation Φ : A→ B tels que Φ(1) = (1, 1) et que pour tout x ∈ A on ait F (x, ϕ1(x), ϕ2(x)) = 0.
Donner la dérivée Φ′(1) = (ϕ′

1(1), ϕ
′
2(1)) de Φ en 1.

8 Changement de variables

On notera (~e1, ..., ~en) la base anonique de Rn. On rappelle que la base anonique est la base

onstruite sur le produit artésien Rn = R× ...× R (n-fois) à partir de la base �1� de R (élément

neutre de la multipliation dans R), i.e. 'est la base formée des veteurs ~ei = (0, ..., 0, 1, 0, ...0) où
seule la i-ème omposante est non nulle et vaut 1.

Ainsi : ~x ∈ Rn équivaut à :

il existe (x1, ..., xn) ∈ R× ...× R tel que ~x = (x1, ..., xn), e qui s'érit :
~x = x1(1, 0, ..., 0) + ...+ xn(0, ..., 0, 1), ou enore :

~x = x1~e1 + ...+ xn~en (par dé�nition de la base anonique).
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49 8. Changement de variables

8.1 Dé�nitions et résultats

On se donne deux ouverts U ⊂ Rn et V ⊂ Rn.

8.1.1 Changement de variables

Dé�nition 8.1 Un hangement de variables est une fontion

~ψ : U → V qui est un di�éomor-

phisme, i.e. une fontion

~ψ qui est bijetive et C1
telle que

~ψ−1 : V → U soit également C1
.

U est appelé espae des paramètres, et V l'espae géométrique.

Les paramètres (u1, ..., un) ∈ U sont appelés oordonnées urvilignes, et les (x1, ..., xn) ∈ V les

oordonnées artésiennes.

Exemple 8.2 (Coordonnées polaires.) Soient (u, v) = (ρ, θ) ∈ U = R∗
+×]−π, π[, et ~ψ(ρ, θ) =

(

ψ1(ρ, θ) = ρ cos θ =noté x(ρ, θ)
ψ2(ρ, θ) = ρ sin θ =noté y(ρ, θ)

)

, où V = Im~ψ = R2 − {(x, 0) : x ≤ 0} (= R2
privé du demi-axe

x ≤ 0). L'espae des paramètres est l'espae des (ρ, θ), et l'espae géométrique est l'espae des

(x, y).

Remarque 8.3 L'appliation f : ]−1, 1[→]−1, 1[ dé�nie par f(u) = u3 est C1
, bijetive d'inverse

f−1(x) = x
1
3
qui est C0

sur ]−1, 1[mais n'est pas C1
en 0 (pente +∞ en 0). La proposition suivante

rappellera qu'il faut f ′(u) 6= 0 pour tout u (pas de pente horizontale pour f) pour que : f ∈ C1
et

f bijetive donne f−1 ∈ C1
(théorème d'inversion loale 6.1).

Notons ~u = (u1, ..., un) ∈ U et ~x = (x1, ..., xn) ∈ V . Puis :

~ψ(~u) =

n
∑

i=1

ψi(~u) ~ei =







ψ1(~u)
.

.

.

ψn(~u)







noté

=







x1(~u)
.

.

.

xn(~u)







noté

= ~x(~u) ∈ V,

où les n fontions ψi : ~u ∈ U → ψi(~u) ∈ R sont données de telle sorte que

~ψ est un hangement de

variables (= un di�éomorphisme).

Proposition 8.4 1- Si

~ψ est un hangement de variable alors det(Jψ(~u)) 6= 0 pour tout ~u ∈ U .
2- Si

~ψ ∈ C1(U, V ), si ~ψ est bijetive et si

~ψ véri�e det(Jψ(~u)) 6= 0 pour tout u ∈ U alors

~ψ−1 ∈ C1(V, U).

3- Si

~ψ ∈ C1(U, V ) et ~ψ véri�e det(Jψ(~u)) 6= 0 pour tout ~u ∈ U , alors loalement au voisinage

de haque point ~u, ~ψ dé�nit un hangement de variables, i.e. ∀~u ∈ U , ∃r > 0, ~ψ : B(~u, r) →
Im(B(~u, r)) dé�nit un hangement de variables, où B(~u, r) est la boule ouverte de entre ~u et de

rayon r.

Preuve. 1- Soit

~ψ un di�éomorphisme, alors

~ψ ∈ C1
ainsi que

~ψ−1
et

~ψ−1 ◦ ~ψ = I, et

det(J~ψ−1(x, u)). det(J~ψ(u, v)) = 1, don les déterminants sont non nuls (on a appliqué la pro-

position 3.15).

2- C'est le théorème d'inversion loale 6.2 lorsque

~ψ est bijetive.

3- Supposons que

~ψ ∈ C1
et det(J~ψ(~u)) 6= 0 pour tout ~u ∈ U . Alors on applique le théorème

d'inversion loale 6.2 : il existe r > 0 tel que

~ψ est inversible sur B(~u, r).

Exerie 8.5 Soit G : R3 → R3
appliation dé�nie par G(u, v, w) =





u+ v + w2

v + w + u2

w + u+ v2





. Montrer

que G dé�nit un di�éomorphisme dans un voisinage de

~0 (on dit que G dé�nit un di�éomorphisme

loal au voisinage de

~0).

Réponse. G est C1
sur R

2
don en

~0, don JG est C0
sur R

2
don en

~0. Et det(JG(~0)) = 2, don

det(JG(~0))>0 dans un voisinage de

~0. Don on peut appliquer le théorème d'inversion loale 6.2 ou son

expression donnée par la proposition 8.4. On pourra également montrer que pour |u|, |v|, |w| < 1
4
, on a

det(JG(~u)) > 0.
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50 8. Changement de variables

8.1.2 Coordonnées polaires

On se donne un répère (O,~e1, ~e2) dans l'espae a�ne R2
. La base (~e1, ~e2) est la base anonique,

et on dispose également du produit salaire anonique, i.e. de la forme bilinéaire g : R2 → R dé�nie

positive qui est dé�nie sur les veteurs de base par g(~ei, ~ej) = δij pour j = 1, 2. Ce produit salaire
anonique est usuellement noté g(~v, ~w) = (~v, ~w), et permet de dé�nir les angles à l'aide du osinus.

Dé�nition 8.6 Les oordonnées polaires d'un point ~x ∈ R2
sont par dé�nition, la distane ρ = ||~x||

par rapport à l'origine, et l'angle θ = (̂~e1, ~x) (entre ~e1 et ~x).
Un point ~x = (x, y) est don repéré par sa distane ρ à l'origine et son angle θ par rapport au

demi axe des absisses positives, et sera noté �~x = ~x(ρ, θ) = (x(ρ, θ), y(ρ, θ))�.

On notera dans la suite ~u = (ρ, θ) et on applique les dé�nitions du paragraphe 8.1 préédent.

La fontion permettant de passer des oordonnées polaires aux oordonnées artésiennes est

par exemple (à une distane ρ et un angle θ on assoie un point ~x = ~ψ(ρ, θ)) :

~ψ :



















U =]0,∞[×]− π, π[ −→ V = R
2−{0}

~u =

(

ρ
θ

)

7−→ ~ψ(ρ, θ) =





ψ1(ρ, θ)
déf

= ρ cos θ
noté

= x(ρ, θ)

ψ2(ρ, θ)
déf

= ρ sin θ
noté

= y(ρ, θ)





noté

= ~x(ρ, θ),
(8.1)

où U est R2
privé du demi-axe des x négatifs. Cette appliation est bijetive, d'appliation inverse :

~ψ−1 :























V = R
2−{0} −→ U =]0,∞[×]− π, π[
(

x
y

)

7−→ ~ψ−1(x, y) =







(ψ−1)1(x, y)
déf

=
√

x2 + y2
noté

= ρ(x, y)

(ψ−1)2(x, y)
déf

= 2 arctan
y

x+
√

x2+y2
noté

= θ(x, y)







(8.2)

La fontion

~ψ dé�nit un di�éomorphisme : on a exhibé son inverse, et on ompose des fon-

tions C1
dans des ouverts.

Remarque 8.7 Si on souhaite réupérer un di�éomorphisme dans un voisinage du demi-axe des x

négatifs, il su�t de onsidérer de onsidérer

~̃ψ où U =]0,∞[×]0, 2π[ (i.e. ave θ ∈]0, 2π[), qui dans
e as exlut le demi-axe des x positifs.

De manière générale, la fontion

~ψ étant périodique de période 2π, on peut tout aussi bien

onsidérer

~ψ ave U =]0,∞[×]θ0, θ0 + 2π[ où θ0 est un réel quelonque.

La formule donnant θ = 2 arctan y

x+
√
x2+y2

appelle quelques ommentaires :

1- la fontion tangente : θ → tan θ = sin θ
cos θ est bijetive de ] − π

2 ,
π
2 [→] − ∞,∞[ (le osinus

s'annule pour θ = ±π2 ). Or on voudrait avoir une relation donnant θ pour θ ∈] − π, π[, i.e. pour
θ
2 ∈]− π

2 ,
π
2 [ : la variable adaptée à notre problème est don

θ
2 . Et on a :

tan(
θ

2
) =

sin θ
2

cos θ2
=

sin θ
2 cos

θ
2

cos2 θ2
=

1
2 sin(θ)

1
2 (cos(θ) + 1)

=

y
ρ

x
ρ
+ 1

=
y

x+
√

x2 + y2
.

D'où le résultat annoné.

2- La fontion θ(x, y) = 2 arctan y

x+
√
x2+y2

n'est pas très utilisée. On préfère souvent utiliser la

formule usuelle θ = arctan y
x
(qui dit que : tan θ = �té opposé

�té adjaent

).

Mais omme arctan : ] − ∞,+∞[→] − π
2 ,

π
2 [ ne peut donner que des valeurs de θ ∈] − π

2 ,
π
2 [

(orrespondant à x > 0), on distingue les as suivants :

θ =







































arctan
y

x
, si x > 0,

π + arctan
y

x
, si x < 0, (arctan

y

x
= arctan

−y
−x donne le θ du point opposé (−x,−y)).

π

2
, si x = 0 et y > 0,

−π
2
, si x = 0 et y < 0.
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51 8. Changement de variables

Exerie 8.8 Montrer que la matrie jaobienne de

~ψ en (ρ, θ) est donnée par J~ψ(ρ, θ) =
(

cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)

, ave det(J~ψ(ρ, θ)) = ρ, et que J~ψ−1(x, y) =

(

cos θ sin θ
− 1
ρ
sin θ 1

ρ
cos θ

)

, où ρ =

ρ(x, y) et θ = θ(x, y), ave det(J~ψ−1(x, y)) =
1

ρ(x,y) .

Exerie 8.9 Soit f(x, y) = xy x
2−y2
x2+y2 et f(0, 0) = 0. Utiliser le hangement de variables des

oordonnées polaires pour montrer que f est C1(R2;R).

Réponse. Réponse. f est triviallement C1
dans R

2 − {~0}. On s'intéresse don au voisinage de

~0.

On dé�nit g(ρ, θ) = f(x, y), i.e. g = f◦ ~ψ ave (x, y) = ~ψ(ρ, θ) où ~ψ dé�nit le hangement de oordonnées

polaire, ave de plus g(0, 0) = 0 = f(0, 0) (a priori le hangement polaire n'est pas dé�ni pour ρ = 0).
Don :

g(ρ, θ) = f(ρ cos θ, ρ sin θ) = ρ2 cos θ sin θ(cos2 θ − sin2 θ) =
1

4
ρ2 sin(4θ).

Il est immédiat qu'à θ �xé on a g(ρ, θ) → 0 quand ρ → 0+, i.e. que f(x, y) → 0 quand (x, y) → ~0 dans la

diretion �xée donnée par θ. Cette diretion θ étant qq, on a f ontinue en 0.
Par dérivation :

∂g

∂ρ
(ρ, θ) =

1

2
ρ sin(4θ),

∂g

∂θ
(ρ, θ) = ρ2 cos(4θ).

D'où, ave f = g ◦ ~ψ−1
et don Jf (x, y) = Jg(ρ, θ).J~ψ−1(x, y), on a :















∂f

∂x
(x, y) =

1

2
ρ cos θ sin(4θ) − ρ sin θ cos(4θ),

∂f

∂y
(x, y) =

1

2
ρ sin θ sin(4θ)− ρ cos θ cos(4θ),

où ρ = ρ(x, y) et θ = θ(x, y). Et quand ρ → 0 à θ �xé (qq), on a

∂f

∂x
(x, y) qui tend vers 0 don si

∂f

∂x
(0, 0) existe et vaut 0, on a

∂f

∂x
qui est une fontion ontinue en

~0. Et on véri�e immédiatement que

f(h,0)−f(0,0)
h

= 0 → 0 quand h → 0 don

∂f
∂x

(0, 0) existe et vaut 0. De même pour

∂f
∂y

. Don les dérivées

partielles sont ontinues sur R
2
, don f ∈ C1(R2;R), voir théorème 2.20.

8.1.3 Coordonnées ylindriques

Ce sont les oordonnées polaires plongées dans R3
: il ne se passe rien en z :

~ψ :



































U =]0,∞[×]− π, π[×R −→ V = R
2−{0} × R

~u =





ρ
θ
z



 7→ ~ψ(ρ, θ, z) =













ψ1(ρ, θ, z)
déf

= ρ cos θ
noté

= x(ρ, θ)

ψ2(ρ, θ, z)
déf

= ρ sin θ
noté

= y(ρ, θ)

ψ3(z)
déf

= z













noté

= ~x(ρ, θ, z),
(8.3)

Les variables (ρ, θ) sont totalement déouplées de la variable z, et traiter des oordonnées ylin-
driques n'est tehniquement pas autre hose que traiter des oordonnées polaires, où on ajoute un

omposante vertiale (en z) qui est l'identité : ϕ3(z) = z.

8.1.4 Coordonnées sphériques

On se plae dans R3
. Les oordonnées sphériques sont basées sur les oordonnées polaires : un

veteur ~x ∈ R3
s'érit

~x = ~ψ(ρ, θ, ϕ) =





x
y
z



 =





ρ cos θ cosϕ
ρ sin θ cosϕ
ρ sinϕ



 =





ρ cos θ
ρ sin θ

0



 cosϕ+





0
0
ρ



 sinϕ. (8.4)

Ce pour :

ρ ∈]0,∞[, θ ∈]− π, π[, ϕ ∈]− π

2
,
π

2
[.

Sur la sphère terrestre, θ dé�nit la longitude (sur les parallèles) et ϕ la latitude (sur les méridiens).

Et on a immédiatement :

ρ =
√

x2+y2+z2, θ = 2 arctan
y

x+
√

x2+y2
, ϕ = arctan

z
√

x2+y2
. (8.5)

(Ou plus simplement θ = arctan
y

x
, si x > 0, voir � préédent.)
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52 8. Changement de variables

Remarque 8.10 Au lieu de ~x = ~ψ(ρ, θ, ϕ) =





x = ρ cos θ cosϕ
y = ρ sin θ cosϕ
z = ρ sinϕ





, les méaniiens onsidèrent

également :

~x = ~̃ψ(ρ, θ, ϕ̃) =





x̃ = ρ cos θ sin ϕ̃
ỹ = ρ sin θ sin ϕ̃
z̃ = ρ cos ϕ̃



 , ρ ∈]0,∞[, θ ∈]− π, π[, ϕ̃ ∈]0, π[, (8.6)

et l'angle ϕ̃ mesure l'angle entre le p�le nord et un parallèle. Si 'est ette formule que vous omptez

utiliser, omme ϕ = π/2− ϕ̃, dans la suite du ours on remplaera ϕ par sa valeur en ϕ̃ : en e�et,

cosϕ = sin ϕ̃, sinϕ = cos ϕ̃.

Mais attention aux signes quand on dérive :

∂ ~ψ
∂ϕ

(ρ, θ, ϕ) = −∂ ~̃ψ
∂ϕ̃

(ρ, θ, ϕ̃) :
∂x̃
∂ϕ̃

= ρ cos θ cos ϕ̃ (= +ρ cos θ sinϕ), alors que ∂x
∂ϕ

= −ρ cos θ sinϕ,
∂ỹ
∂ϕ̃

= ρ sin θ cos ϕ̃ (= +ρ sin θ sinϕ), alors que ∂y
∂ϕ

= −ρ sin θ sinϕ, et
∂z̃
∂ϕ̃

= −ρ cos ϕ̃ (= −ρ sinϕ), alors que ∂z
∂ϕ

= +ρ sinϕ :

tous les signes de dérivation en ϕ̃ sont inversés par rapport aux dérivations en ϕ.

Remarque 8.11 Pour θ, voir remarque 8.7.

Exemple 8.12 Montrer que pour les oordonnées sphériques, les matries jaobiennes sont don-

nées par :

J~ψ(ρ, θ, ϕ) =





cos θ cosϕ −ρ sin θ cosϕ −ρ cos θ sinϕ
sin θ cosϕ ρ cos θ cosϕ −ρ sin θ sinϕ

sinϕ 0 ρ cosϕ



 , (8.7)

et que les veteurs olonnes J~ψ(~u).~ej onstituant la jaobienne sont orthogonaux et ont pour norme

1, ρ cosϕ et ρ.
Montrer que le jaobien (déterminant de la jaobienne) est donné par :

det(J~ψ(~u)) = ρ2 cosϕ.

Et :

J−1
~ψ

(x, y, z) =





cos θ cosϕ sin θ cosϕ sinϕ
− sin θ
ρ cosϕ

cos θ
ρ cosϕ 0

− sinϕ cos θ
ρ

− sinϕ sin θ
ρ

cosϕ
ρ



 . (8.8)

On rappelle que le déterminant donne le volume formé par les veteurs olonnes de la matrie,

et qu'en partiulier, quand es olonnes sont des veteurs orthogonaux le volume est donné par le

produit des normes des veteurs olonnes.

On rappelle que pour une matrie dont les olonnes sont orthogonales, la matrie inverse est

obtenue à partir de la matrie transposée en divisant les lignes de la matrie transposée par la

norme au arré. En e�et,







1
||~v1||2~v

T
1

.

.

.

1
||~vn||2~v

T
n






.
((

~v1

)

...
(

~vn

))

= [
~vti .~vj
||~vi||2 ] = Id lorsque ~vi ⊥ ~vj pour

tout i 6= j.
On rappelle aussi que lorsque les olonnes sont orthogonales, il n'y a auune raison pour que les

lignes le soit, à moins que les veteurs n'aient même norme. Exemple

(

2 −2
4 1

)

dont les olonnes

sont orthogonales, mais pas les lignes, ou enore la matrie J~ψ dont les olonnes sont orthogonales

et pas les lignes.

Exerie 8.13 Montrer que pour

~̃ψ dé�ni en (8.6), on a :

J ~̃ψ
(ρ, θ, ϕ) =





cos θ sin ϕ̃ −ρ sin θ sin ϕ̃ ρ cos θ cos ϕ̃
sin θ sin ϕ̃ ρ cos θ sin ϕ̃ ρ sin θ cos ϕ̃
cos ϕ̃ 0 −ρ sin ϕ̃



 , ϕ̃ ∈]0, π[,

de déterminant (jaobien) −ρ2 sin ϕ̃.
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53 8. Changement de variables

8.2 Exemples

Exemple 8.14 En utilisant les oordonnées polaires, déterminer les fontions f : R2 → R solutions

de (x∂f
∂x

+ y ∂f
∂y

)(x, y) =

√
x2+y2

1+x2+y2 .

Réponse. On pose g(r, θ) = f(x, y) = (f ◦ ~ψ)(r, θ) où ~ψ(r, θ) =

(

r cos θ
r sin θ

)

. On note ~x = (x, y) et ~u = (r, θ).

On a J~ψ(~u) =

(

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)

d'où J~ψ−1(~x) =

(

cos θ sin θ
− 1
r
sin θ 1

r
cos θ

)

(~x) =

( ∂r
∂x

∂r
∂y

∂θ
∂x

∂θ
∂y

)

(~x). (Calul de

∂θ
∂x

(~x) et ∂θ
∂y

(~x) plus agréable qu'à l'aide des formules (8.2).

D'où

∂f
∂x

(~x) = ( ∂g
∂r

(~u) ∂r
∂x

(~x) + ∂g
∂θ

(~u) ∂θ
∂x

(~x) = ∂g
∂r

(~u) cos θ(~x) − ∂g
∂θ

(~u) sin θ
r

(~x) et de même

∂f
∂y

(~x) =

( ∂g
∂r

(~u) ∂r
∂y

(~x) + ∂g
∂θ

(~u) ∂θ
∂y

(~x) = ∂g
∂r

(~u) sin θ(~x) + ∂g
∂θ

(~u) cos θ
r

(~x).

D'où (x ∂f
∂x

+ y ∂f
∂y

)(~x) = r ∂g
∂r

(~u), d'où ∂g
∂r

(r, θ) = 1
1+r2

, d'où g(r, θ) = arctan(r)+ h(θ) où h ∈ C1(R2;R)

est quelonque, d'où f(x, y) = arctan(r(x, y)) + h(θ(x, y)).

Exemple 8.15 Soit f ∈ C2(R2;R) et soit �F = pa2f
∂x2 − pa2f

∂y2
le d'alembertien. Soit

~ψ : (x, y) →
(u = x+y

2 , v = x−y
2 ).

Montrer que

~ψ : R2 → R2
est un hangement de variables. On pose g(u, v) = f(x, y), i.e.

g = f ◦ ~ψ−1
.

Montrer que �f(x, y) = ∂2g
∂u∂v

(u, v), puis donner les fontions f solutions de �f = 0.

Réponse.

~ψ−1(u, v) =

(

x = u+ v
y = u− v

)

, et

~ψ et

~ψ−1
sont trivialement C∞

. En partiulier, ayant f ∈ C2
on

obtient g ∈ C2
.

Puis f1(~x) =
noté

∂f
∂x

(~x) = ∂g
∂u

(~u) 1
2
+ ∂g

∂v
(~u) 1

2
=noté g1(~u). Puis

∂f1
∂x

(~x) = ∂g1
∂u

(~u) 1
2
+ ∂g1

∂v
(~u) 1

2
, d'où

pa2f

∂x2
(~x) = 1

4
( pa

2g

∂u2 + 2 pa
2g

∂u∂v
+ pa2g

∂v2
)(~u). Même démarhe pour

pa2f

∂y2
(~x). D'où �f(~x) = ∂2g

∂u∂v
(u, v).

Et

∂2g

∂u∂v
(u, v) = 0 donne

∂g

∂v
(u, v) = α(v) où α est une fontion C1

quelonque. D'où g(u, v) = β(v) +

γ(u) où β est γ sont des fontions C2
quelonques (ave ii β une primitive de α).

Exemple 8.16 Soit

~ψ : (u, v) ∈→ (x = u, y = uv) ∈ R2
. Caluler une jaobienne de

~ψ.

Montrer que

~ψ ∈ C1(R∗
+ × R;R∗

+ × R) est un di�éomorphisme, et aluler

~ψ−1
.

Soit f une fontion telle que x2 ∂
2f
∂x2 (~x) + xy ∂2f

∂x∂y
(~x) + y2 ∂

2f
∂y2

(~x) = 0. Poser g(u, v) = f(x, y),
déterminer l'équation satisfaite par g, résoudre ette équation, en déduire f .

8.3 Formules de hangement de base

8.3.1 Rappel : hangement de veteurs

On se donne une base (~a) = (~aj)j=1,...,n de Rn.

Soit L : Rn → Rn un endomorphisme (une appliation linéaire d'un espae dans lui-même).

Une appliation linéaire est entièrement dé�nie par la donnée des images L(~aj) des veteurs de

base. Notons (Lij)i=1,...,n les omposantes (réelles) de haque L(~aj) dans la base (~ai) :

∀j = 1, ..., n, L(~aj) =
n
∑

i=1

Lij~ai =







L1j

.

.

.

Lnj







|(~a)

. (8.9)

On peut alors représenter L par sa matrie [L] = [Lij ] 1≤i≤n
1≤j≤n

dans la base (~aj), la olonne j de la

matrie [L] donnant les omposantes de L(~aj) dans la base (~a).
Notons :

∀j = 1, ..., n, ~bj = L(~aj) =







L1j

.

.

.

Lnj







(|~a)

= [L].















0
.

.

.

1 ← ligne j
.

.

.

0















. (8.10)
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54 8. Changement de variables

Et L linéaire est ainsi représentée dans la base (~ai) par la matrie :

[L]
notée

= [Lij ] 1≤i≤n
1≤j≤n

notée

= [L]ij, 1≤i≤n
1≤j≤n

=





(

~b1

)

...
(

~bn

)





(|~a)

,

(ave i indie de ligne et j indie de olonne) la olonne j de la matrie étant donnée par les

omposantes de

~bj = L(~aj) dans la base (~a).

On suppose L bijetive, et don (~b) = (~bi)i=1,...,n est une base, d'appliation inverse L
−1

linéaire

dé�nie sur les veteurs de base par :

∀j = 1, ..., n, L−1(~bj) =

n
∑

i=1

Mij
~bi =







M1j

.

.

.

Mnj







|(~b)

, (8.11)

où on a noté (Mij)i=1,...,n les omposantes (réelles) de haque ~aj = L−1(~bj) dans la base (~b).

Ainsi [M ] = [L−1] est la matrie représentant L−1
dans la base (~b). Et don, les oordonnées de

~aj = L−1(~bj) dans la base (~bi) sont stokés dans la olonne j de [M ].

Proposition 8.17 On a :

[L−1] = [L]−1 (i.e. : [M ] = [L]−1).

Preuve. En e�et, on a L−1(L(~aj)) = ~aj par dé�nition de l'inverse, et L−1(L(~aj)) est alulé à

l'aide du alul matriiel :

~aj = L−1(L(~aj)) = L−1(~bj) =
∑n
i=1Mij

~bi =
∑n
i=1Mij

∑n
k=1 Lki~ak =

∑n
k=1(

∑n
i=1 LkiMij)~ak

d'où (
∑n

i=1 LkiMij) = δkj , i.e. ([L][M ])kj = δkj , d'où [L][M ] = I (matrie identité), i.e.

[L]|(~ai).[L
−1]|(~bi) = I.

Remarque 8.18 L étant linéaire, elle est di�érentiable en tout point ~x ∈ Rn, et sa di�éren-

tielle dL(~x) en ~x n'est autre que L. En e�et, on a L(~x + ~v) = L(~x) + L(~v) et L(~x + ~v) =
L(~x) + dL(~x)(~v) + o(||~v||) pour tout ~v ∈ Rn. Et dL(~x) étant linéaire, on a bien dL(~x) = L.
Et e quelque soit ~x ∈ Rn.

Et don la matrie jaobienne JL(~x) de L (appliation linéaire) n'est autre que la matrie

onstante [L]. Et don (8.11) s'érit aussi :

~bj =

n
∑

i=1

dL(~x)(~ai) =

n
∑

i=1

[JL(~x)]ij~ai.

Dans la suite, on aura L = d~ψ(~x) appliation linéaire tangente d'une appliation

~ψ non linéaire

de hangement de oordonnées, et on aura

~bj =
∑n
i=1[J~ψ(~x)]ij~ai.

Exemple 8.19 Soit L : R2 → R2
linéaire dé�nie par :

L(~e1) = ~e1 + ~e2 =

(

1
1

)

|(~e)
, L(~e2) = ~e2 − ~e1 =

(

−1
1

)

|(~e)
.

Alors [L] =

(

1 −1
1 1

)

est la matrie représentant L dans la base (~e1, ~e2).

Sa matrie inverse est [L]−1 = 1
2

(

1 1
−1 1

)

.

On note

~b1 = L(~e1) = ~e1 + ~e2 et

~b2 = L(~e2) = ~e2 − ~e1, et on a :

L−1(~b1) = ~e1 =
~b1 −~b2

2
=

1

2

(

1
−1

)

|(~b)
, L−1(~b2) = ~e2 =

~b1 +~b2
2

=
1

2

(

1
1

)

|(~b)
.

D'où [L−1] = 1
2

(

1 1
−1 1

)

représente l'appliation linéaire L−1
dans la base (~b1,~b2) et on a bien

[L]−1 = [L−1].
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Exemple 8.20 On se plae dans R2
. On se �xe un réel θ ∈ R. On pose :

~eρ = cos θ~e1 + sin θ~e2 =

(

cos θ
sin θ

)

|(~e1,~e2)
, ~eθ = − sin θ~e1 + cos θ~e2 =

(

− sin θ
cos θ

)

|(~e1,~e2)
.

Géométriquement, ~eρ et ~eθ sont obtenus par rotation d'angle +θ à partir de ~e1 et de ~e2.
Et on dé�nit l'appliation linéaire L : R2 → R2

à l'aide de L(~e1) = ~eρ et L(~e2) = ~eθ. Dans

la base (~e1, ~e2), la matrie représentant L est don [L] =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

, de matrie inverse

[L]−1 =

(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

. Et [L]−1
est la matrie représentant L−1

dans la base (~eρ, ~eθ), dont les

olonnes donnent les omposantes de ~e1 et ~e2 dans ette base :

~e1 = cos θ~eρ − sin θ~eθ =

(

cos θ
− sin θ

)

|(~eρ,~eθ)
, ~e2 = sin θ~eρ + cos θ~eθ =

(

sin θ
cos θ

)

|(~eρ,~eθ)
.

Géométriquement, ~e1 et ~e2 sont obtenus par rotation d'angle −θ à partir de ~eρ et de ~eθ.

Exerie 8.21 Reprendre exemple 8.20 en remplaçant (~eρ, ~eθ) par la base (~b1,~b2) où

~b1=~eρ et

~b2=ρ~eθ (la base (~b1,~b2) est la base du système de oordonnées polaires).

Réponse. [L] =

(

cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)

, d'où [L−1] =

(

cos θ sin θ
− 1
ρ
sin θ 1

ρ
cos θ

)

, d'où :

~e1 = cos θ~b1 − 1

ρ
sin θ~b2 =

(

cos θ
− 1
ρ
sin θ

)

|(~b1,~b2)
, ~e2 = sin θ~b1 +

1

ρ
cos θ~b2 =

(

sin θ
1
ρ
cos θ

)

|(~b1,~b2)
.

Remarquer que les dimensions sont respetées dans les expressions de ~e1 et de ~e2 ar

~b2 à la dimension

de ρ.

8.3.2 Rappel : hangement de oordonnées

On se donne deux bases (~ai)i=1,...,n et (~bi)i=1,...,n, et on dé�nit l'appliation linéaire L : Rn →
Rn par L(~aj) = ~bj pour tout j = 1, ..., n.

Soit ~v ∈ Rn, et soient (αi)i=1,...,n ∈ Rn ses omposantes dans la base (~ai), et (βi)i=1,...,n ∈ Rn

ses omposantes dans la base (~bi) :

~v =

n
∑

i=1

αi~ai =

n
∑

i=1

βi~bi. (8.12)

Exprimons la relation (matriielle) entre les omposantes (αi) et (βi).

Proposition 8.22 On a :







β1
.

.

.

βn






= [L−1].





α1
.

.

.

αn



 , et





α1
.

.

.

αn



 = [L].







β1
.

.

.

βn






. (8.13)

(lorsque

~bj = L(~aj).)

Preuve. On a ~v =
∑

j βj
~bj =

∑

j βj(L(~aj)) =
∑

j βj(
∑

k Lkj~ak) =
∑

k(
∑

j Lkjβj)~ak. D'où

αk =
∑

j Lkjβj = ligne k de L multipliée par olonne







β1
.

.

.

βn






, omme annoné.

Exerie 8.23 Poursuivre l'example 8.20 : si ~v = v1~e1 + v2~e2 = w1~eρ + w2~eθ, exprimer w1 et w2

en fontion de v1 et de v2.

Réponse.

(

w1

w2

)

=

(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

.

(

v1
v2

)

, et don

(

w1 = cos θv1 + sin θv2
w2 = − sin θv1 + cos θv2

)

.
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Exerie 8.24 Poursuivre l'exerie 8.21 : si ~v = v1~e1 + v2~e2 = w1
~b1 + w2

~b2, exprimer w1 et w2

en fontion de v1 et de v2.

Réponse.

(

w1

w2

)

=

(

cos θ sin θ
− 1
ρ
sin θ 1

ρ
cos θ

)

.

(

v1
v2

)

, et don

(

w1 = cos θv1 + sin θv2
w2 = − 1

ρ
sin θv1 +

1
ρ
cos θv2

)

. Et on véri�e les

dimensions (w2 est en

1
ρ
et

~b2 en ρ).

Exerie 8.25 Soit A = [G]|(~ai) la matrie d'une appliation linéaire G : Rn → Rn dans une

base (~ai) donnée, et soit B = [G]|(~bi) la matrie de l'appliation linéaire G : Rn → Rn dans une

base (~bi) donnée. Montrer que B = P−1AP , où P est la matrie de passage, i.e. la matrie de

l'appliation linéaire L dé�nie par L(~aj) = ~bj .

Réponse. On a P = [L]|(~ai) la matrie de L dans la base (~ai) et P
−1 = [L−1]|(~bi) la matrie de L−1

dans

la base (~bi), i.e. L(~aj) =
∑

i Pij~ai et L
−1(~bj) =

∑

i(P
−1)ij~bi.

On a G(~aj) =
∑

iAij~ai et G(~bj) =
∑

iBij
~bi par dé�nition des matries A et B, d'où :

∑

i

Aij~ai = G(~aj) = G(L−1(~bj)) = G(
∑

k

P−1
kj
~bk) =

∑

k

P−1
kj G(~bk) =

∑

kℓ

P−1
kj Bℓk

~bℓ

=
∑

kℓ

P−1
kj BℓkL(~aℓ) =

∑

ikℓ

P−1
kj BℓkPiℓ~ai.

D'où Aij =
∑

kℓ P
−1
kj BℓkPiℓ = [PBP−1]ij pour tout i, j.

9 * Complément

9.1 Matries jaobiennes et interprétation

Soit

~ψ : U → V un hangement de variables. Les matries jaobiennes de

~ψ en ~u et de

~ψ−1

en ~x sont :

J~ψ(~u) = [
∂ψi
∂uj

(~u)] i=1:n
j=1:n

= [
∂xi
∂uj

(~u)] i=1:n
j=1:n

, J~ψ−1(~x) = [
∂(ψ−1)i
∂uj

(~x)] i=1:n
j=1:n

= [
∂ui
∂xj

(~x)] i=1:n
j=1:n

.

Les matries jaobiennes J~ψ(~u) et J~ψ−1(~x) représentent les matries des appliations linéaires

d~ψ(~u) et d~ψ−1(~x).

Question : dans quelles bases ?

Réponse.

Les paramètres u1, . . . , un sont supposés indépendants : on impose don, dans l'espae des

paramètres Rn = R × . . . × R ⊃ U , de prendre omme base la base anonique ( ~E1, . . . , ~En)

de Rn, base dé�nie par

~Ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ave le 1 en i-ème position et 0 ailleurs, pour

i = 1, ..., n. (On pourra penser aux oordonnées polaires (ρ, θ) = ~u qui sont indépendantes et on

érira ~u = ρ ~E1 + θ ~E2 représenté par [~u] =

(

ρ
θ

)

dans la base ( ~E1, ~E2).)

Soit f : U → R C1
à valeurs salaires ; son développement limité au premier ordre est :

f(~v) = f(~u) + L~u(~v − ~u) + o(||~v − ~u||) ∈ R,

où L~u = df(~u) : Rn → R est la forme linéaire dé�nissant le plan tangent au graphe de f au point ~u,
i.e. le (hyper-)plan d'équation : ~v ∈ Rn → z = f(~u) + L~u(~v − ~u) ∈ R.

Puis L~u : Rn → R, forme linéaire, est dé�nie à l'aide des images L~u( ~Ei) des veteurs de base ~Ei.
Et, par dé�nition :

∂f

∂ui
(~u) = L~u( ~Ei) = df(~u)( ~Ei) = lim

h→0

f(~u+ h~Ei)− f(~u)
h

est la dérivée de f le long du i-ème veteur de base anonique

~Ei de R
n
espae des paramètres. Ainsi,

tout veteur ~v ∈ Rn, ~v =
∑

i vi
~Ei, est transformé par L~u en L~u(~v) =

∑

i vi L~u(
~Ei) =

∑

i vi
∂f
∂ui

(~u).
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Et Jf (~u) = ( ∂f
∂u1

(~u) . . . ∂f
∂un

(~u)) est la matrie ligne qui stoke les

∂f
∂u1

(~u) (qui sont les images

des veteurs de base

~Ei de l'espae des paramètres par df(~u) = L~u). Et don, si ~v =
∑

vi ~Ei est

représenté par la matrie [~v] =





v1
.

.

.

vn





(représentation de ~v dans la base ( ~Ei)), on a :

Jf (~u).[~v] = (
∂f

∂u1
(~u) . . .

∂f

∂un
(~u))





v1
.

.

.

vn



 =
∑

i

∂f

∂ui
(~u) vi = L~u(~v) ∈ R.

Maintenant, si (~ei) est une base donnée de R
n
espae géométrique, pour U ouvert de Rn (espae

des paramètres) et V ouvert de Rn (espae géométrique), on a :

~ψ : U → V

~u → ~ψ(~u) =
n
∑

i=1

ψi~ei =







ψ1(~u)
.

.

.

ψn(~u)







(~ei)

,

haque ψi : U → R étant C1
; haque dψi(~u) est une appliation linéaire de matrie jaobienne

Jψi
(~u) = ( ∂ψi

∂u1
(~u) . . . ∂ψi

∂un
(~u)) (matrie ligne). Et J~ψ(~u) est la matrie onstituée des lignes Jψi

(~u).
Comme :

d~ψ(~u) =
n
∑

i=1

dψi(~u)~ei =







dψ1(~u)
.

.

.

dψn(~u)







(~ei)

∈ L(Rn,Rn),

(haque dψi(~u) est une forme linéaire ∈ L(Rn,R)) on a :

d~ψ(~u)( ~Ej) =

n
∑

i=1

dψi(~u)( ~Ej)~ei =







dψ1(~u)( ~Ej)
.

.

.

dψn(~u)( ~Ej)







|(~ei)

=







∂ψ1

∂uj
(~u)

.

.

.

∂ψn

∂uj
(~u)






∈ R

n.

D'où J~ψ(~u) est la matrie représentant l'appliation linéaire d~ψ(~u) dans les bases ( ~Ei) (de l'es-

pae de départ des paramètres) et (~ei) (de l'espae d'arrivée géométrique). En partiulier, la

j-ème olonne de J~ψ(~u) est donnée par les omposantes de d~ψ(~u)( ~Ej) =
∑n

i=1 dψi(~u)(
~Ej)~ei =

∑n
i=1

∂ψi

∂uj
(~u)~ei, i.e. par les (

∂ψi

∂uj
(~u))i=1,...,n. Et don, pour tout veteur ~v ∈ Rn, ave ~v =

∑

i vi
~Ei,

on a :

d~ψ(~u)(~v) =
∑

j

vj d~ψ(~u)( ~Ej) =
∑

j







∂ψ1

∂uj
(~u)

.

.

.

∂ψn

∂uj
(~u)






vj =







∂ψ1

∂u1
(~u)v1 + . . .+ ∂ψ1

∂un
(~u)vn

.

.

.

∂ψn

∂u1
(~u)v1 + . . .+ ∂ψn

∂un
(~u)vn






= J~ψ(~u).[~v].

Interprétation des olonnes

Pour ~x = ~ψ(~u), on dé�nit au point ~x de l'espae géométrique le veteur, dessiné dans l'espae

géométrique Im(d~ψ(~u)) :

~bj(~x) = d~ψ(~u)( ~Ej) i.e.

~bj(~x) =

n
∑

i=1

∂ψi
∂uj

(~u)~ei. (9.1)

Comme d~ψ(~u) ∈ L(Rn⊃U,Rn⊃V ), on a Im(d~ψ(~u)) ⊂ Rn espae géométrique, et

~bj(~x) ∈ Im(d~ψ(~u))
est bien un veteur de l'espae géométrique.

Et les omposantes de

~bj(~x) dans la base (~ei) sont stokées dans la olonne j de J~ψ(~u) :

[~bj(~x)](~ei) = J~ψ(~u).[
~Ej ](~Ei)

=







∂ψ1

∂uj
(~u)

.

.

.

∂ψn

∂uj
(~u)







(~ej)

, (9.2)

Don quand ~x = ~ψ(~u), les ~bj(~x) sont les images des

~Ej par l'appliation linéaire tangente d~ψ(~u),

et les omposantes de

~bj(~x) dans la base (~ei) sont stokées dans la olonne j de J~ψ(~u).
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9.2 Système de oordonnées, lignes de oordonnées

On s'intéresse ii à l'interprétation géométrique des veteurs

~bj(~x) dé�nis en (9.1).

Un hangement de variables

~ψ : U → V permet de dé�nir pour haque ~u ∈ U espae des

paramètres, au voisinage de haque ~x = ψ(~u) espae géométrique, n ourbes (~cj)j=1,...,n appelées

lignes de oordonnées en ~x (à dessiner dans l'espae géométrique) dé�nies par :

~cj :

{

]− εj, εj [ → V

t 7→ ~cj(t) = ~ψ(~u+ t ~Ei) = ~ψ(u1, ..., uj−1, uj + t, uj+1, ..., un) ∈ R
n,

(9.3)

où εj > 0 est hoisi tel que les (u1, ..., uj−1, uj + t, uj+1, ..., un) ∈ U pour tout t ∈] − εj , εj[. En
partiulier ~cj(0) = ~x, et {~cj(t) : t ∈] − εj , εj[} est une ourbe qui passe par ~x. Les images Im(~cj)

sont les images des segments de droite ]~u− εj ~Ej , ~u+ εj ~Ej [ par ~cj .

Dé�nition 9.1 Ces n ourbes (~cj)j=1,...,n attahées au système de oordonnées forment e qui est

appelé un système de oordonnées en ~x.

Don par dé�nition des ~cj on a ~x = ~ψ(~u) = ~cj(0) pour tout j = 1, ..., n et :

~cj(t) = ~ψ(~u + t ~Ej) (=

n
∑

i=1

ψi(~u+ t ~Ej) ~ei =







ψ1(~u + t ~Ej)
.

.

.

ψn(~u + t ~Ej)







|(~ei)

). (9.4)

Si on note ~τj(t) = ~u+ t ~Ej = (u1, ..., uj−1, uj + t, uj+1, ..., un) (translation de t le long du j-ème

veteur de base anonique dans l'espae des paramètres), alors on a ~cj = ~ψ ◦ ~τj , i.e. :

~cj(t) = (~ψ ◦ ~τj)(t) (= ~ψ(~τj(t)) =

n
∑

i=1

ψi(~τj(t)) ~ei). (9.5)

Exemple 9.2 Pour les oordonnées polaires où ~u = (ρ, θ) et ~x = ~ψ(ρ, θ) =

(

x1 = ρ cos θ
x2 = ρ sin θ

)

,

on a ~c1(t) =

(

(ρ+ t) cos θ
(ρ+ t) sin θ

)

et ~c1 dé�nit (i.e. a pour image) un segment de droite �radial�, et

~c2(t) =

(

ρ cos(θ + t)
ρ sin(θ + t)

)

et ~c2 dé�nit (i.e. a pour image) un ar de erle. Cela dans un voisinage du

point ~x = ~ψ(~u) où ~u = (ρ, θ) est �xé. Notez que ~c1 a un sens pour t > −ρ, et ~c2 pour θ+t ∈]−π, π[,
par exemple.

Exemple 9.3 Pour les oordonnées sphériques où ~u = (ρ, θ, ϕ), dans un voisinage du point ~x =

~ψ(~u) où ~u = (ρ, θ, ϕ) est �xé, la ourbe ~c1(t) =





(ρ+ t) cos θ cosϕ
(ρ+ t) sin θ cosϕ

(ρ+ t) sinϕ





dé�nit un segment de

droite �radial�, la ourbe ~c2(t) =





ρ cos(θ + t) cosϕ
ρ sin(θ + t) cosϕ

ρ sinϕ





dé�nit un parallèle, et la ourbe ~c3(t) =





ρ cos θ cos(ϕ+ t)
ρ sin θ cos(ϕ+ t)
ρ sin(ϕ+ t)





dé�nit un méridien.

9.3 Base du système de oordonnées

Proposition 9.4 et dé�nition. Soit un hangement de variables

~ψ, et soient, dé�nis pour haque
~u ∈ U ave ~x = ~ψ(~u), les n veteurs

~bj(~x) dé�nis en (9.1), pour j = 1, ..., n. On a :

~bj(~x) =
d~cj
dt

(t=0) (=
∂ ~ψ

∂uj
(~u) =

n
∑

i=1

∂ψi
∂uj

(~u)~ei =







∂ψ1

∂uj
(~u)

.

.

.

∂ψn

∂uj
(~u)







|(~ei)

), (9.6)

i.e. les

~bj(~x) sont les veteurs tangents aux lignes de oordonnées au point ~x = ~ψ(~u).

Ces veteurs forment une base (~b1(~x), ...,~bn(~x)) appelée base du système de oordonnées en

~x = ~ψ(~u) (e sont les veteurs de base �naturellement� attahées au système de oordonnées).
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Preuve. Ave (9.5) on a

d~cj
dt

(t) = d~ψ(~τj(t)).
d~τj
dt

(t), et don pour t = 0 on obtient

d~cj
dt

(0) =

d~ψ(~u). ~Ej , i.e.
d~cj
dt

(0) = ~bj(~x), i.e. (9.6). (Et on rappelle que par dé�nition d~ψ(~u). ~Ej = ∂ ~ψ
∂uj

(~u) =






∂ψ1

∂uj
(~u)

.

.

.

∂ψn

∂uj
(~u)







|(~ei)

.)

Comme

~ψ dé�nit un hangement de variables, sa matrie jaobienne est inversible, et don

ses olonnes sont indépendantes, i.e. les veteurs

∂ ~ψ
∂uj

(~u) = ~bj(~x) sont indépendants (toujours ave

~x = ~ψ(~u)). Étant au nombre de n, ils forment une base.

Dé�nition 9.5 Lorsqu'en haque point ~x ∈ V les veteurs bi(~x) sont 2 à 2 orthogonaux, pour

i = 1, ..., n, le système de oordonnées est dit orthogonal.

Exemple 9.6 Pour les oordonnées polaires, en un point ~x =

(

ρ cos θ
ρ sin θ

)

, les deux veteurs de

base de oordonnées sont

~b1(~x) =

(

cos θ
sin θ

)

et

~b2(~x) =

(

−ρ sin θ
ρ cos θ

)

(omposantes données dans la

base anonique (~e1, ~e2), ave ρ = ρ(~x) et θ = θ(~x)).

Attention : ette base (~b1(~x),~b2(~x)) est orthogonale, mais non orthonormée. La base usuelle est

obtenue en normant, i.e. 'est la base orthonormée (~eρ, ~eθ) donnée par :

~eρ(~x) = ~b1(~x) =

(

cos θ
sin θ

)

|(~e1,~e2)
, ~eθ(~x) =

1

ρ
~b2(~x) =

(

− sin θ
cos θ

)

|(~e1,~e2)
.

Exemple 9.7 Pour les oordonnées sphériques, en un point ~x, les trois veteurs de base de o-

ordonnées sont

~b1(~x) =





cos θ cosϕ
sin θ cosϕ

sinϕ





,

~b2(~x) =





−ρ sin θ cosϕ
ρ cos θ cosϕ

0





et

~b3(~x) =





−ρ cos θ sinϕ
−ρ sin θ sinϕ

ρ cosϕ





(omposantes données dans la base anonique (~e1, ~e2, ~e3) ave ρ = ρ(~x), θ = θ(~x) et ϕ = ϕ(~x)).

Attention : ette base (~b1(~x),~b2(~x),~b3(~x)) est orthogonale, mais non orthormée. La base usuelle

est obtenue en normant, i.e. 'est la base orthonormée (~eρ, ~eθ, ~eϕ) donnée par, en un point ~x :

~eρ = ~b1 =





cos θ cosϕ
sin θ cosϕ

sinϕ



 , ~eθ =
1

ρ cosϕ
~b2 =





− sin θ
cos θ
0



 , ~eϕ =
1

ρ
~b3 =





− cos θ sinϕ
− sin θ sinϕ

cosϕ



 .

9.4 Les dérivées dans les nouvelles oordonnées

Exprimer une fontion f : ~x ∈ V → f(~x) ∈ R en fontion des paramètres ~u ∈ U , ~u = ~ψ−1(~x),
onsiste à dé�nir la fontion f̃ : U → R par :

f̃ = f ◦ ~ψ, i.e. f̃(~u) = f(~x) quand ~x = ~ψ(~u). (9.7)

Et on a don également :

f = f̃ ◦ ~ψ−1.

Exemple 9.8 Si f(x, y) = e
√
x2+y2

on prend les oordonnées polaires et on a f(x, y) = f̃(ρ, θ)

ave f̃(ρ, θ) = eρ, i.e. f = f̃ ◦ ~ψ−1
, et on érit f(x, y) = eρ, ave sous-entendu ρ = ρ(x, y).

Problème : f est dé�ni en un point ~x, et ∂f
∂xi

a un sens au point ~x. Et omme ~x = ~ψ(~u), se pose
la question de dériver f par rapport à ui, e qui a priori n'a pas de sens ar f est dé�nie dans V
espae géométrique (pour un point ~x) et n'est pas dé�ni dans U espae des paramètres (pour un

point ~u).
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Dé�nition 9.9 Soit f : ~x ∈ V → f(~x) ∈ R une appliation C1(V ;R), et soit ~u = ~ψ−1(~x) ∈ U .
Dériver f en ~x ∈ V par rapport à uj signi�e par dé�nition : dériver f̃ = f ◦ ~ψ au point ~u par

rapport à uj, i.e. pour ~x ∈ V ave ~x = ~ψ(~u) :

∂f

∂uj
(~x)

déf

=
∂f̃

∂uj
(~u). (9.8)

Proposition 9.10 On a :

∂f

∂uj
(~x) = df(~x).~bj(~x). (9.9)

C'est la dérivée de f en ~x le long du veteur

~bj(~x) (veteur tangent à la j-ème ligne de oordonnées).

Preuve. On a f̃ = f ◦ ~ψ, d'où :

∂f

∂uj
(~x)

déf

=
∂(f ◦ ~ψ)
∂uj

(~u) = df(~x).
∂ ~ψ

∂uj
(~u) = df(~x).~bj(~x). (9.10)

Exemple 9.11 Soit f(x, y) = e
√
x2+y2 = eρ (et les oordonnées polaires). Alors on a f̃(ρ, θ) = eρ,

d'où

∂f
∂ρ

(~x) =déf

∂f̃
∂ρ

(~u) = eρ et ∂f
∂θ

(~x) =déf

∂f̃
∂θ

(~u) = 0.

Résultat retrouvé ave la dérivation des fontions omposées : par exemple

∂(f◦~ψ)
∂ρ

(~u) =
∂f
∂x

(~x)∂ψ1

∂ρ
(~u) + ∂f

∂y
(~x)∂ψ2

∂ρ
(~u) = cos θeρ. cos θ + sin θeρ. sin θ = eρ, ar ψ1(ρ, θ) = ρ cos θ et

ψ2(ρ, θ) = ρ sin θ.

On enore ave

∂f
∂ρ

(~x) = df(~x).~b1(~x) = (∂f
∂x

∂f
∂y

)

(

cos θ
sin θ

)

, idem pour

∂f
∂θ

(~x).

Et, pour tout i=1, ..., n, si ~x = ~ψ(~u) ∈ V , pour f ∈ C1(V ;R), les formules (3.9) de dérivation

de la omposée f̃ = f ◦ ~ψ donnent : �Jf̃ = Jf .J~ψ�, i.e. ave ~x = ~ψ(~u) :

( ∂f̃

∂u1
(~u) . . .

∂f̃

∂un
(~u)
)

=
( ∂f

∂x1
(~x) . . .

∂f

∂xn
(~x)
)

.J~ψ(~u), (9.11)

soit en transposant :







∂f̃
∂u1

(~u)

.

.

.

∂f̃
∂un

(~u)






= J~ψ(~u)

T .







∂f
∂x1

(~x)

.

.

.

∂f
∂xn

(~x)






. (9.12)

Ou bien, si on veut exprimer les

∂f
∂xi

(~x) en fontion des

∂f̃
∂uj

(~u) :







∂f
∂x1

(~x)

.

.

.

∂f
∂xn

(~x)






= (J~ψ(~u))

−T .







∂f̃
∂u1

(~u)

.

.

.

∂f̃
∂un

(~u)






. (9.13)

Pour une matrie M , la notation M−T
signi�e : M−T = (M−1)T (don = (MT )−1

).

Remarque 9.12 Don si f est dé�ni en ~x = ~ψ(~u) ∈ V et si au point ~x on veut dériver f par

rapport à ui, 'est la fontion f̃ = f ◦ ~ψ qu'on veut dériver par rapport à ui, et e au point

~u = ~ψ−1(~x).

Exemple 9.13 Soit f(x, y) = xy ∈ R, et on prend les oordonnées polaires (x, y) = ~ψ(ρ, θ) =

(ρ cos θ, ρ sin θ). On a don f̃(ρ, θ) = ρ2 cos θ sin θ, et don :

∂f

∂ρ
(x, y)

déf

=
∂f̃

∂ρ
(ρ, θ) = 2ρ cos θ sin θ

où ρ = ρ(x, y) et θ = θ(x, y).

Ce alul est un as partiulier du alul :

∂(f◦~ψ)
∂ρ

(ρ, θ) = ∂f
∂x

(x, y)∂ψ1

∂ρ
(ρ, θ) + ∂f

∂y
(x, y)∂ψ2

∂ρ
(ρ, θ)

qui ii = y cos θ + x sin θ = (ρ sin θ) cos θ + (ρ cos θ) sin θ = 2ρ cos θ sin θ.
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Exemple 9.14 Pour les oordonnées polaires, J~ψ(ρ, θ) =

(

cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)

. Et pour f(x, y)

donné, on a ave (9.12) :



















∂f̃

∂ρ
(ρ, θ) =

∂(f ◦ ~ψ)
∂ρ

(ρ, θ) = cos θ
∂f

∂x
(x, y) + sin θ

∂f

∂y
(x, y) (= df(~x).~b1(~x)),

∂f̃

∂θ
(ρ, θ) =

∂(f ◦ ~ψ)
∂θ

(ρ, θ) = −ρ sin θ∂f
∂x

(x, y) + ρ cos θ
∂f

∂y
(x, y) (= df(~x).~b2(~x)),

(9.14)

et on retrouve bien (9.12) :

(

∂f̃
∂ρ

(ρ, θ)
∂f̃
∂θ

(ρ, θ)

)

= J~ψ(ρ, θ)
T .

( ∂f
∂x

(x, y)
∂f
∂y

(x, y)

)

.

9.5 Les dérivées seondes dans les nouvelles oordonnées et le laplaien

Si f ∈ C2(V ;R), si f̃(~u) =déf f(~x) quand ~x = ~ψ(~u), alors on dé�nit :

∂2f

∂ui∂uj
(~x)

déf

=
∂2f̃

∂ui∂uj
(~u) (=

∂2(f ◦ ~ψ)
∂ui∂uj

(~u)). (9.15)

Véri�ons la ohérene de es notations : on a :

∂2f̃

∂ui∂uj
(~u) =

∂ ∂f̃
∂uj

∂ui
(~u)

noté

=
∂ ∂f
∂uj

∂ui
(~x)

noté

=
∂2f

∂uiuj
(~x).

Exerie 9.15 Soit f ∈ C2(R2;R). Caluler les dérivées de f en oordonnées polaires, à l'aide des

∂f̃
∂ui

et des

∂2f̃
∂ui∂uj

pour ui = ρ ou θ. Montrer que le laplaien en oordonnées polaires, dé�ni en un

point ~x par ∆f(~x) = ∂2f
∂x2 (~x) +

∂2f
∂y2

(~x), véri�e :

∆f(~x) =
∂2f̃

∂ρ2
(~u) +

1

ρ

∂f̃

∂ρ
(~u) +

1

ρ2
∂2f̃

∂θ2
(~u)

Réponse. On onsidère la fontion f̃(ρ, θ) = (f ◦ ~ψ)(ρ, θ) = f(ρ cos θ, ρ sin θ). Les formules (9.13) donnent,

sahant (J~ψ(ρ, θ)
T )−1 =

(

cos θ −1
ρ

sin θ

sin θ 1
ρ
cos θ

)

:

(

g1(~x)
g2(~x)

)

=

( ∂f
∂x

(~x)
∂f
∂y

(~x)

)

= (J~ψ(ρ, θ)
T )−1.

(

∂f̃

∂ρ
(~u)

∂f̃
∂θ

(~u)

)

=

(

cos θ ∂f̃
∂ρ

(~u)− 1
ρ
sin θ ∂f̃

∂θ
(~u)

sin θ ∂f̃
∂ρ

(~u) + 1
ρ
cos θ ∂f̃

∂θ
(~u)

)

noté

=

(

g̃1(~u)
g̃2(~u)

)

.

De même :

(

∂
∂f
∂x

∂x

∂
∂f
∂x
∂y

)

=

( ∂g1
∂x

(~x)
∂g1
∂y

(~x)

)

= (J~ψ(ρ, θ)
T )−1.

( ∂g̃1
∂ρ

(~u)
∂g̃1
∂θ

(~u)

)

=

(

cos θ ∂g̃1
∂ρ

(~u)− 1
ρ
sin θ ∂g̃1

∂θ
(~u)

sin θ ∂g̃1
∂ρ

(~u) + 1
ρ
cos θ ∂g̃1

∂θ
(~u)

)

,

et :





∂
∂f
∂y

∂x

∂
∂f
∂y

∂y



 =

( ∂g2
∂x

(~x)
∂g2
∂y

(~x)

)

=

(

−−−
sin θ ∂g̃2

∂ρ
(~u) + 1

ρ
cos θ ∂g̃2

∂θ
(~u)

)

.

Et on a :























































∂g̃1
∂ρ

(~u) = cos θ
∂2f̃

∂ρ2
(~u) +

1

ρ2
sin θ

∂f̃

∂θ
(~u)− 1

ρ
sin θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u),

∂g̃1
∂θ

(~u) = − sin θ
∂f̃

∂ρ
(~u) + cos θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u)− 1

ρ
cos θ

∂f̃

∂θ
(~u)− 1

ρ
sin θ

∂2f̃

∂θ2
(~u),

∂g̃2
∂ρ

(~u) = sin θ
∂2f̃

∂ρ2
(~u)− 1

ρ2
cos θ

∂f̃

∂θ
(~u) +

1

ρ
cos θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u),

∂g̃2
∂θ

(~u) = cos θ
∂f̃

∂ρ
(~u) + sin θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u)− 1

ρ
sin θ

∂f̃

∂θ
(~u)− 1

ρ
sin θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u) +

1

ρ
cos θ

∂2f̃

∂θ2
(~u).
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D'où :























































∂2f

∂x2
(~x) = cos θ2

∂2f̃

∂ρ2
+

1

ρ2
sin θ2

∂2f̃

∂θ2
− 2

ρ
sin θ cos θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
+

1

ρ
sin θ2

∂f̃

∂ρ
+

2

ρ2
sin θ cos θ

∂f̃

∂θ
,

∂2f

∂x∂y
(~x) = cos θ sin θ

∂2f̃

∂ρ2
− 1

ρ2
sin θ cos θ

∂2f̃

∂θ2
+

1

ρ
(cos θ2 − sin θ2)

∂2f̃

∂ρ∂θ

− 1

ρ
sin θ cos θ

∂f̃

∂ρ
− 1

ρ2
(cos θ2 − sin θ2)

∂2f̃

∂θ2
,

∂2f

∂y2
(~x) = sin θ2

∂2f̃

∂ρ2
+

1

ρ2
cos θ2

∂2f̃

∂θ2
+

2

ρ
sin θ cos θ

∂2f̃

∂ρ∂θ
+

1

ρ
cos θ2

∂f̃

∂ρ
− 2

ρ2
sin θ cos θ

∂f̃

∂θ
.

D'où en partiulier :

∂2f

∂x2
(~x) +

∂2f

∂y2
(~x) =

∂2f̃

∂ρ2
(~u) +

1

ρ

∂f̃

∂ρ
(~u) +

1

ρ2
∂2f̃

∂θ2
(~u)

e qui est l'expression herhée.

Remarque 9.16 À quoi ça sert ?

Beauoup de problème physiques onsistent à trouver une fontion f telle que ∆f = g où g est

une fontion donnée. La fontion f s'exprime naturellement en fontion de x et y. Mais la fontion g
ne dépend parfois que de ρ, et alors pour des raisons de symétries, on herhe une fontion f qui

ne dépende également que de ρ (la distane à l'origine), et pas de �l'angle θ�.
Il est alors naturel de herher f sous la forme f(x, y) = f̃(ρ, θ) = f̃(ρ) qui ne dépend pas

de θ, et on obtient immédiatement ∆f̃ = ∂2f̃
∂ρ2

(ρ) + 1
ρ
∂f̃
∂ρ

(ρ) = g, équation di�érentielle en ρ faile

à intégrer (on pourra poser

∂f̃
∂ρ

(ρ) = h(log(ρ)) = h(w)). On trouve f̃(ρ), et omme f̃(ρ) = f(x, y),
on a trouvé f .

Et lors d'une résolution numérique approhée, on a ainsi transformé un problème à deux di-

mensions (x et y) en un problème en une dimension (ρ), beauoup moins oûteux à résoudre.

Exerie 9.17 Montrer qu'en oordonnées sphériques :

∆f =
∂2f̃

∂ρ2
+

1

ρ2 cosϕ2

∂2f̃

∂θ2
+

1

ρ2
∂2f̃

∂ϕ2
+

2

ρ

∂f̃

∂ρ
+

tanϕ

ρ2
∂f̃

∂ϕ

Exerie 9.18 Soit f ∈ C2(V ;R) où V = R2 − {(x, y) : y = 0, x ≤ 0}, et soit le hangement de

oordonnées polaires

~ψ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ). Caluler les dérivées seondes ∂2f̃
∂ui∂uj

pour ui = ρ

ou θ en fontion des

∂f
∂xi

et des

∂2f
∂xi∂xj

pour xi = x ou y.

Réponse. On a déjà (9.14) :



















∂f̃

∂ρ
(~u) = cos θ

∂f

∂x
(~x) + sin θ

∂f

∂y
(~x) = cos θ h1(~u) + sin θ h2(~u),

∂f̃

∂θ
(~u) = −ρ sin θ ∂f

∂x
(~x) + ρ cos θ

∂f

∂y
(~x) = −ρ sin θ h1(~u) + ρ cos θ h2(~u).

où on a posé h1(~u) = ( ∂f
∂x

◦ ~ψ)(~u) = ∂f
∂x

(~x) et h2(~u) = ( ∂f
∂y

◦ ~ψ)(~u) = ∂f
∂y

(~x). D'où :







































∂ ∂f̃
∂ρ

∂ρ
(~u) = cos θ

∂h1

∂ρ
(~u) + sin θ

∂h2

∂ρ
(~u),

∂ ∂f̃
∂ρ

∂θ
(~u) = − sin θ h1(~u) + cos θ

∂h1

∂θ
(~u) + cos θ h2(~u) + sin θ

∂h2

∂θ
(~u),

∂ ∂f̃
∂θ

∂θ
(~u) = −ρ cos θ h1(~u)− ρ sin θ

∂h1

∂θ
(~u)− ρ sin θ h2(~u) + ρ cos θ

∂h2

∂θ
(~u).

Et :

∂hi
∂uj

(~u) =
∂ ∂f
∂xi

∂x
(~x)

∂ψ1

∂uj
(~u) +

∂ ∂f
∂xi

∂y
(~x)

∂ψ2

∂uj
(~u),
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i.e. :























































∂h1

∂ρ
(~u) =

∂2f

∂x2
cos θ +

∂2f

∂x∂y
sin θ,

∂h1

∂θ
(~u) = −∂

2f

∂x2
ρ sin θ +

∂2f

∂x∂y
ρ cos θ,

∂h2

∂ρ
(~u) =

∂2f

∂x∂y
cos θ +

∂2f

∂y2
sin θ,

∂h2

∂θ
(~u) = − ∂2f

∂x∂y
ρ sin θ +

∂2f

∂y2
ρ cos θ.

Finalement, on obtient :











































































∂2f̃

∂ρ2
(~u) = cos2 θ

∂2f

∂x2
(~x) + 2 cos θ sin θ

∂2f

∂x∂y
(~x) + sin2 θ

∂2f

∂y2
(~x),

∂2f̃

∂ρ∂θ
(~u) =− sin θ

∂f

∂x
(~x) + cos θ

∂f

∂y
(~x)

− ρ cos θ sin θ
∂2f

∂x2
(~x) + ρ(cos2 θ − sin2 θ)

∂2f

∂x∂y
(~x) + ρ cos θ sin θ

∂2f

∂y2
(~x),

∂2f̃

∂θ2
(~u) = − ρ cos θ

∂f

∂x
(~x)− ρ sin θ

∂f

∂y
(~x)

+ ρ2 sin2 θ
∂2f

∂x2
(~x)− 2ρ2 sin θ cos θ

∂2f

∂x∂y
(~x) + ρ2 cos2 θ

∂2f

∂y2
(~x).

Ce sont les dérivées herhées, notées abusivement

∂2f

∂ρ2
,

∂2f
∂ρθ

et

∂2f

∂θ2
. Notez que ela peut se mettre sous la

forme matriielle (non usitée) :







∂2 f̃

∂ρ2
(~u)

∂2 f̃

∂ρθ
(~u)

∂2 f̃

∂θ2
(~u)






=





0 0 0
− sin 0 cos
−ρ cos 0 −ρ sin









∂f
∂x

(~x)
0

∂f
∂y

(~x)



+





cos2 2 cos sin sin2

−ρ cos sin ρ(cos2 − sin2) ρ cos sin
ρ2 sin2 −2ρ2 cos sin ρ2 cos2











∂2f

∂x2
(~x)

∂2f
∂x∂y

(~x)
∂2f

∂y2
(~x)






.

9.6 Formules de hangement de base

9.6.1 Formules de hangement de variables dans la base du système de oordonnées

Soit

~ψ : U → V un hangement de variables. On peut appliquer diretement (8.13), lorsque

~bj(~x) = d~ψ(~u)( ~Ej), toujours ave ( ~Ei)i=1:n la base anonique de R2
(pour l'espae des paramètres)

et (~ei)i=1:n une base donnée de R2
(pour l'espae géométrique).

Ii on se plae dans l'espae géométrique, et on veut faire le hangement de base (~ei)→ (~bi(~x))

en un point ~x = ~ψ(~u) donné :

Proposition 9.19 Pour un hangement de variables

~ψ : U → V donné, pour ~u ∈ U �xé, et

(~bi(~x))i=1,...,n la base du système de oordonnées au point ~x = ~ψ(~u) ∈ V , i.e. ~bj(~x) = d~ψ(~u). ~Ej :

si ~v =
∑n

i=1 αi~ei =
∑n

i=1 βi
~bi(~x) est un veteur donné de l'espae géométrique, alors :







β1
.

.

.

βn






= J~ψ−1(~x).





α1
.

.

.

αn



 ,





α1
.

.

.

αn



 = J~ψ(~u).







β1
.

.

.

βn






. (9.16)

Preuve. On applique diretement (8.13).

Exemple 9.20 Pour les oordonnées polaires, en un point ~x = ~ψ(~u) �xé et la base (~b1(~x),~b2(~x))

du système de oordonnées, si ~v = v1~e1 + v2~e2 = w1
~b1(~x) + w2

~b2(~x), alors







w1 = cos θv1 + sin θv2,

w2 =
1

ρ
(− sin θv1 + cos θv2).
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Exemple 9.21 Et si f : V → R est une fontion donnée :

~gradf(~x) =

( ∂f
∂x

(~x)
∂f
∂y

(~x)

)

|(~e1,~e2)
,

i.e.

~gradf(~x) = ∂f
∂x

(~x)~e1(~x) +
∂f
∂y

(~x)~e2). Et on a, ave les oordonnées polaires :

~gradf(~x) =

(

cos θ ∂f
∂x

(~x) + sin θ ∂f
∂y

(~x)
1
ρ
(− sin θ ∂f

∂x
(~x) + cos θ ∂f

∂y
(~x))

)

|(~b1,~b2)

i.e.

~gradf(~x) = (cos θ ∂f
∂x

(~x) + sin θ ∂f
∂y

(~x))~b1(~x) +
1
ρ
(− sin θ ∂f

∂x
(~x) + cos θ ∂f

∂y
(~x))~b2(~x).

Si on se plae dans la base normalisée ~eρ = ~b1 et ~eθ =
1
ρ
~b2 on obtient :

~gradf(~x) =

(

cos θ ∂f
∂x

(~x) + sin θ ∂f
∂y

(~x)

− sin θ ∂f
∂x

(~x) + cos θ ∂f
∂y

(~x)

)

|(~eρ,~eθ)
,

i.e.

~gradf(~x) = (cos θ ∂f
∂x

(~x) + sin θ ∂f
∂y

(~x))~eρ(~x) + (− sin θ ∂f
∂x

(~x) + cos θ ∂f
∂y

(~x))~eθ(~x).

Exerie 9.22 Le faire pour les oordonnées sphériques.

9.6.2 Le gradient dans la base de oordonnées

Le gradient

~gradf(~x) est un veteur qui peut s'exprimer dans di�érentes bases. Dans la base (~ei),

et dans la base du système de oordonnées, on pose, en un point ~x = ~ψ(~u) :

~gradf(~x) =

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(~x)~ei =

n
∑

i=1

βi(~u)~bi(~x). (9.17)

Exemple 9.23 Ave les oordonnées polaires on a, quand ~x = ~ψ(ρ, θ) :















β1(ρ, θ) = cos θ
∂f

∂x
(~x) + sin θ

∂f

∂y
(~x),

β2(ρ, θ) = −
sin θ

ρ

∂f

∂x
(~x) +

cos θ

ρ

∂f

∂y
(~x),

d'après l'exemple 9.21.

L'appliation de (9.16), et (9.13) donnent :

Proposition 9.24 Soit f : V → R une fontion C1
donnée, et soit f̃ : U → R la fontion dé�nie

par f̃(~u) = f(~x), i.e. f̃ = f ◦ ~ψ−1
. Les oordonnées du veteur

~gradf(~x) dans la base (~bi(~x))i=1,...,n

du système de oordonnées au point ~x sont données à l'aide des

∂f̃
∂uj

(~u) par, quand ~x = ~ψ(~u) :







β1(~u)
.

.

.

βn(~u)






= J~ψ(~u)

−1.J−T
~ψ

(~u).







∂f̃
∂u1

(~u)

.

.

.

∂f̃
∂un

(~u)






(9.18)

Preuve. (9.16) donne







β1
.

.

.

βn






= J~ψ(~u)

−1.







∂f
∂x1

(~x)

.

.

.

∂f
∂xn

(~x)






, puis on applique (9.13).

Exerie 9.25 Caluler le gradient en oordonnées polaires. Appliquer le résultat à f(x, y) =

e
√
x2+y2

.

Réponse. Soit f(x, y) donnée et soit f̃(ρ, θ) = f(x, y). Dans l'appliation proposée on aura f̃(ρ, θ) = eρ.
Caluler le gradient en oordonnées polaires veut dire aluler les omposantes du gradient dans la base
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(~b1,~b2) du système de oordonnées polaires en fontion de f̃ . On a (J~ψ(~u))
−1 =

(

cos θ sin θ
− 1
ρ
sin θ 1

ρ
cos θ

)

,

puis :

J(~u)−1.J(~u)−T =

(

1 0
0 1

ρ2

)

, (9.19)

d'où ave (9.17) et (9.18) :

~gradf(~x) =
∂f̃

∂ρ
(~u)~b1 +

1

ρ2
∂f̃

∂θ
(~u)~b2 =

(

∂f̃

∂ρ
(~u)

1
ρ2

∂f̃

∂θ
(~u)

)

|(~b1,~b2)

=
∂f̃

∂ρ
(~u)~eρ +

1

ρ

∂f̃

∂θ
(~u)~eθ =

(

∂f̃
∂ρ

(~u)
1
ρ

∂f̃

∂θ
(~u)

)

|(~eρ,~eθ)

,

où (~eρ = ~b1, ~eθ =
~b2
ρ
) est la base normalisée, la dernière expression étant la plus utilisée (expression dans

la base normalisée (~eρ, ~eθ)).

Dans l'appliation proposé f(x, y) = eρ on obtient

~gradf(~x) =

(

eρ

0

)

|(~eρ,~eθ)
, i.e.

~gradf(x, y) =

(

e
√
x2+y2

0

)

|(~eρ,~eθ)
.

Remarque 9.26 SiM est une matrie dont les olonnes sont 2 à 2 orthogonales et de norme λi, i.e.
une matrie véri�antMT .M = diag(λ2i ), alorsM

−1 = diag( 1
λ2
i

).MT
. En e�et,M.(diag( 1

λ2
i

).MT ) =

(M.diag( 1
λi
).(M.diag( 1

λi
))T = I ar les matries entre parenthèses sont unitaires (leurs olonnes

sont orthonormées), et (diag( 1
λ2
i

).MT ).M = diag( 1
λ2
i

).(MT .M) = diag( 1
λ2
i

).diag(λ2i ) = I. Et don

MT = diag(λ2i ).M
−1

.

D'où, pour un système de oordonnées orthogonales : JT~ψ .J~ψ = diag(λ2i ) : on retrouve (9.19).

Noter que quand les olonnes sont orthogonales il n'y a auune raison pour avoir les lignes

orthogonales. Par exemple M =

(

cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)

a ses olonnes orthogonales (et on a MT .M =

diag(1, ρ2)), mais ses lignes ne sont pas orthogonales (sauf si ρ = 1 auquel as la matrie est

unitaire). Ii on a M tM =

(

1 0
0 ρ2

)

(les olonnes de M sont orthogonales), et on a MMT =
(

cos2 θ + ρ2 sin2 θ (1− ρ2) cos θ sin θ
(1− ρ2) cos θ sin θ sin2 θ + ρ2 cos2 θ

)

non diagonale quand ρ 6= 1 (les lignes de M ne sont pas

orthogonales).

Exerie 9.27 Soient (~bi(~x)) les veteurs de base en ~x d'un système de oordonnées orthogonal

(i.e. tels que les

~bi(~x) sont 2 à 2 othogonaux). Soient λi(~x) = ||~bi(~x)||, et soient :

~eui
(~x) =

~bi(~x)

||~bi(~x)||
=
~bi(~x)

λi(~x)
,

les veteurs normalisés. Montrer que :

~gradf(~x) =

n
∑

i=1

1

λi(~u)

∂f̃

∂ui
(~u) ~eui

(~x) quand f̃ = f ◦ ~ψ−1
.

Réponse. Le système de oordonnées étant orthogonal, on a

~bTi .~bj = λ2
i δij , et don

(J~ψ(~u))
T .J~ψ(~u) = diag(λ2

i ),

où diag(λ2
i ) est la matrie diagonale de oe� les λ2

i sur la diagonale. Et don (J~ψ(~u))
−1.J~ψ(~u)

−T = diag( 1
λ2
i

),

et ave (9.18) :

~gradf(~x) =









1
λ2
1

∂f̃
∂u1

(~u)

.

.

.

1
λ2
n

∂f̃
∂un

(~u)









|(~bi)

=









1
λ1

∂f̃

∂u1
(~u)

.

.

.

1
λn

∂f̃

∂un
(~u)









|(~eui
)

,

qui est le résultat annoné.
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Exerie 9.28 Appliquer l'exerie préédent au as des oordonnées polaires et sphériques. On

montrera en partiulier qu'en sphérique :

~gradf(~x) =









∂f̃
∂ρ

(~u)

1
ρ cosϕ

∂f̃
∂θ

(~u)

1
ρ
∂f̃
∂ϕ

(~u)









|(~eρ,~eθ,~eϕ)

9.6.3 Divergene et rotationnel dans les nouvelles oordonnées

Le paragraphe préédent traitait des fontions à valeurs salaires. On s'intéresse ii à des fon-

tions à valeurs vetorielles

~f : Rn → Rn :

~f :























R
n → R

n

~x =

n
∑

i=1

xi~ei =





x1
.

.

.

xn





|(~ei)

7→ ~f(~x) =

n
∑

i=1

fi(~x)~ei =







f1(~x)
.

.

.

fn(~x)







|(~ei)

.

Soit

~ψ : ~u ∈ U → ~x ∈ V un hangement de variables. Pour haque point ~u ∈ U , on pose

~x = ~ψ(~u), et on dispose de la base (~bi(~x))i=1,...,n du système de oordonnées, ave �

~bi = J~ψ.
~Ei�

pour tout i.
Le veteur

~f(~x) =
∑n

i=1 fi(~x)~ei s'érit également

~f(~x) =
∑n
i=1 βi(~u)

~bi(~x), i.e.

~f(~x) =







f1(~x)
.

.

.

fn(~x)







|(~ei)

=







β1(~u)
.

.

.

βn(~u)







|(~bi)

.

On dé�nit

~̃f : U → Rn par

~̃f(~u) = ~f(~x), i.e. ~̃f = ~f ◦ ~ψ−1
, i.e.

fi(~x) = f̃i(~u) ∀i = 1, ..., n.

On a don posé, quand ~x = ~ψ(~u) :

~f(~x) = ~̃f(~u) =

n
∑

i=1

fi(~x)~ei =

n
∑

i=1

f̃i(~u)~ei =







f1(~x)
.

.

.

fn(~x)







|(~ei)

=







f̃1(~u)
.

.

.

f̃n(~u)







|(~ei)

,

Et les formules de hangement de oordonnées donnent :







f̃1(~u)
.

.

.

f̃n(~u)






=







f1(~x)
.

.

.

fn(~x)






= (J~ψ(~u)).







β1(~u)
.

.

.

βn(~u)






=















∑

k

∂ψ1

∂uk
(~u)βk(~u)

.

.

.

∑

k

∂ψn
∂uk

(~u)βk(~u)















. (9.20)

Et les f̃i véri�ent, pour tout i, j = 1, ..., n :

∂f̃i
∂uj

=

n
∑

k=1

∂2ψi
∂uj∂uk

βk +

n
∑

k=1

∂ψi
∂uk

∂βk
∂uj

= (Hψi
.~β)j + (J~ψ .J~β)ij

où Hi est la matrie Hessienne (symétrique) de ψi, et J~ψ et J~β les matries jaobiennes de

~ψ et

~β.

D'où la matrie jaobienne J ~̃f
de

~̃f :

[J ~̃f
]ij = [(Hψi

.~β)j ] + [J~ψ.J~β ]ij . (9.21)

D'où

66 1

er

février 2017



67 9. * Complément

Proposition 9.29 On a :

∂fi
∂xj

= [J~f ]ij =
∑

k

(

[(Hψi
.~β)k] + [J~ψ .J~β ]ik

)

[J~ψ−1 ]kj

=
∑

k

∑

ℓ

(
∂2ψi
∂uk∂uℓ

βℓ +
∂ψi
∂uℓ

∂βℓ
∂uk

)
∂uk
∂xj

(9.22)

On a ainsi toutes les dérivées

∂fi
∂xj

(~x) en fontion des βℓ(~u) et des
∂βℓ

∂uk
(~u).

Preuve. En e�et,

~f = ~̃f ◦ ~ψ−1
donne J~f = J ~̃f

.J~ψ−1 , et don [J~f ]ij =
∑

k[J ~̃f
]ik[J~ψ−1 ]kj .

Exerie 9.30 Caluler J~f et div~f en oordonnées polaires.

Réponse. On pose ~u = (ρ, θ). On a ψ1(~u) = ρ cos θ et ψ2(~u) = ρ sin θ. On a J~ψ(~u) =

(

cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)

,

et

~b1(~u) =

(

cos θ
sin θ

)

et

~b2 =

(

−ρ sin θ
ρ cos θ

)

.

Puis H(ψ1)(~u) =

(

0 − sin θ
− sin θ −ρ cos θ

)

et H(ψ2)(~u) =

(

0 cos θ
cos θ −ρ sin θ

)

, d'où

[(Hψi
.~β)j ] =

(

− sin θβ2, − sin θβ1 − ρ cos θβ2
cos θβ2, cos θβ1 − ρ sin θβ2

)

.

Puis (J~ψ(~u))
−1 =

(

cos θ sin θ
− 1
ρ
sin θ 1

ρ
cos θ

)

. D'où :

[(Hψi
.~β)j ].(J~ψ)

−1 =

( 1
ρ
sin θ2β1, − 1

ρ
cos θ sin θβ1 − β2

− 1
ρ
cos θ sin θβ1 + β2,

1
ρ
cos θ2β1

)

Et :

(J~ψ.J~β .(J~ψ)
−1)11 = cos θ2

∂β1
∂ρ

− ρ cos θ sin θ
∂β2
∂ρ

− 1

ρ
cos θ sin θ

∂β1
∂θ

+ sin θ2
∂β2
∂θ

(J~ψ.J~β .(J~ψ)
−1)12 = cos θ sin θ

∂β1
∂ρ

− ρ sin θ2
∂β2
∂ρ

+
1

ρ
cos θ2

∂β1
∂θ

− cos θ sin θ
∂β2
∂θ

(J~ψ.J~β .(J~ψ)
−1)21 = cos θ sin θ

∂β1
∂ρ

+ ρ cos θ2
∂β2
∂ρ

− 1

ρ
sin θ2

∂β1
∂θ

− cos θ sin θ
∂β2
∂θ

(J~ψ.J~β .(J~ψ)
−1)22 = sin θ2

∂β1
∂ρ

+ ρ cos θ sin θ
∂β2
∂ρ

+
1

ρ
cos θ sin θ

∂β1
∂θ

+ cos θ2
∂β2
∂θ

D'où :

div ~f(~x) =
1

ρ
β1 +

∂β1
∂ρ

+
∂β2
∂θ

Attention : le alul a été fait dans la base (~bi) du système de oordonnées. Si on prend la base usuelle

~eρ = ~b1 et ~eθ = 1
ρ
~b2, alors ~f(~x) = f1(~x)~e1 + f2(~x)~e1 = fρ(~u)~eρ(~u) + fθ(~u)~eθ(~u) où fρ = β1 et fθ = ρβ2, et

alors :

div ~f(~x) =
1

ρ
fρ(~u) +

∂fρ
∂ρ

(~u) +
1

ρ

∂fθ
∂θ

(~u),

expression usuelle de la divergene en oordonnées polaires.

Proposition 9.31 Soient (~bi(~x)) les veteurs de base d'un système de oordonnées orthogonal

~ψ

(i.e. système de oordonnées tel que les

~bi(~x) sont 2 à 2 othogonaux pour tout ~x). On pose λj(~x) =

||~bj(~x)|| =
(

∑

k
∂ψk

∂uj
(~u)2

)
1
2

pour tout j = 1, ..., n, où ~x = ~ψ(~u).

On déompose

~f sur les bases (~ei) et (~bi) omme

~f(~x) =

n
∑

i=1

fi(~x)~ei =

n
∑

i=1

βi(~u)~bi(~x) lorsque

~x = ~ψ(~u). Alors :

div ~f =

n
∑

i=1

βi

(

n
∑

k=1

1

λk

∂λk
∂ui

)

+

n
∑

i=1

∂βi
∂ui

=
1

∏n
k=1 λk

n
∑

i=1

(∂(βi(
∏n
k=1 λk))

∂ui

)

(9.23)

où div ~f est pris en ~x et le membre de droite est pris en ~u = ~ψ−1(~x).
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Preuve. On dispose de (9.22) et don on a div~f(~x) =
∑

i,k,ℓ
∂2ψi

∂uk∂uℓ
βℓ

∂uk

∂xi
+ ∂ψi

∂uℓ

∂βℓ

∂uk

∂uk

∂xi
.

On a λk(~x) = ||~bk(~x)|| = (
∑

j
∂ψj

∂uk
(~u)2)

1
2
, d'où :

∂λk
∂ui

=
1

2
(
∑

j

(
∂ψj
∂uk

)2)−
1
2

∑

j

2
∂2ψj
∂uiuk

∂ψj
∂uk

=
1

λk

∑

j

∂2ψj
∂uiuk

∂ψj
∂uk

,

d'où :

n
∑

i=1

βi

(

n
∑

k=1

1

λk

∂λk
∂ui

)

=

n
∑

i,j,k=1

βi
1

λ2k

∂2ψj
∂uiuk

∂ψj
∂uk

.

Comme JT~ψ .J~ψ = diag(λ2k) par hypothèse d'orthogonalité du système de oordonnées, et don que

(J~ψ)
−1 = diag( 1

λ2
k

)JT~ψ = [ 1
λ2
i

∂ψj

∂ui
] i=1,...,n
j=1,...,n

(voir remarque 9.26), on obtient :

n
∑

i=1

βi

(

n
∑

k=1

1

λk

∂λk
∂ui

)

=

n
∑

i,k,j=1

βi[(J~ψ)
−1]kj

∂2ψj
∂uiuk

=

n
∑

i,k,j=1

βi
∂uk
∂xj

∂2ψj
∂uiuk

,

e qui est le premier terme herhé.

Puis :

∑

i,j,k

∂ψi
∂uj

∂βj
∂uk

∂ψ−1
k

∂xi
=
∑

i,j,k

∂ψ−1
k

∂xi

∂ψi
∂uj

∂βj
∂uk

,

ave

∑

i

∂ψ−1
k

∂xi

∂ψi

∂uj
= [(J~ψ)

−1.J~ψ]kj = [δkj ], on obtient :

∑

i,j,k

∂ψi
∂uj

∂βj
∂uk

∂ψ−1
k

∂xi
=
∑

j,k

[δkj ]
∂βj
∂uk

=
∑

j

∂βj
∂uj

,

e qui est le seond terme herhé.

Corollaire 9.32 Soit (~ei) la base orthonormée assoiée au système orthogonal (~bi(~x)) : on a

~eui
=
~bi
λi
, ave λi = ||~bi||. Si ~f(~x) =

∑

i fi(~x)~ei =
∑

i fui
(~u)~eui

(~u) où ~x = ~ψ(~u), alors :

div ~f(~x) =
1

∏

k=1,...,n λk

n
∑

i=1

(∂(fui
(
∏

k=1,...,n
k 6=i

λk))

∂ui

)

(~u)

=

n
∑

i=1

fui

λi

(

n
∑

k=1

1

λk

∂λk
∂ui

)

−
n
∑

i=1

fui

λ2i

∂λi
∂ui

+

n
∑

i=1

1

λi

∂fui

∂ui
.

(9.24)

Preuve. On a βi =
fui

λi
. D'où le résultat.

Exerie 9.33 Retrouver l'expression de la divergene en oordonnées polaires.

Exerie 9.34 Montrer que pour les oordonnées sphériques (8.4) on a :

div~f(~x) = (
∂fρ
∂ρ

+
1

ρ cosϕ

∂fθ
∂θ

+
1

ρ

∂fϕ
∂ϕ

+ 2
fρ
ρ
− tanϕ

fϕ
ρ
)(ρ, θ, ϕ),

où on a posé

~f(~x) = fρ(~u)~eρ(~u) + fθ(~u)~eθ(~u) + fϕ(~u)~eϕ(~u).

Exerie 9.35 En déduire que pour les oordonnées sphériques (8.6) (souvent utilisées par les

physiiens) :

div~f(~x) = (
∂fρ
∂ρ

+
1

ρ sin ϕ̃

∂fθ
∂θ

+
1

ρ

∂fϕ̃
∂ϕ̃

+ 2
fρ
ρ

+ cotanϕ̃
fϕ̃
ρ
)(ρ, θ, ϕ̃),

où on a posé

~f(~x) = fρ(~u)~eρ(~u) + fθ(~u)~eθ(~u) + fϕ̃(~u)~eϕ̃(~u).

Indiation : remarquer que ~eϕ̃(ρ, θ, ϕ̃) = −~eϕ(ρ, θ, π2 − ϕ) = −~eϕ(ρ, θ, ϕ̃(ϕ)) et don que :
fϕ̃(ρ, θ, ϕ̃) = −fϕ(ρ, θ, π2 − ϕ) = −fϕ(ρ, θ, ϕ̃(ϕ)).

Puis que, sahant

∂ϕ̃
∂ϕ

= −1 :

∂fϕ̃
∂ϕ̃

(ρ, θ, ϕ̃) =
∂fϕ
∂ϕ

(ρ, θ, ϕ̃).
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69 9. * Complément

Dé�nition 9.36 Et si n = 3 (don dans R3
), le rotationnel de

~f ∈ C1(R3;R3) en ~x est dé�nie

par, dans la base anonique de R3
:

( ~rot~f)(~x) =





∂f3
∂x2

(~x)− ∂f2
∂x3

(~x)
∂f1
∂x3

(~x)− ∂f3
∂x1

(~x)
∂f2
∂x1

(~x)− ∂f1
∂x2

(~x)



 ∈ R
3

(9.25)

(expression vetorielle, don dont les oordonnées dépendent d'une base.)

On peut également noté, ave la onvention d'indie f4 = f1, f5 = f2, x4 = x1 et x5 = x2 :

( ~rot~f)(~x) =

3
∑

i=1

(
∂fi+2

∂xi+1
(~x)− ∂fi+1

∂xi+2
(~x)) ~ei

noté

= (∇ ∧ ~f)(~x) noté

= det(





~e1 ~e2 ~e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f1 f2 f3



)(~x).

Exerie 9.37 Caluler le rotationnel en oordonnées polaires.

Exerie 9.38 Soient (~bi(~x)) les veteurs de base d'un système de oordonnées orthogonal dans R3

(les

~bi(~u) sont 2 à 2 othogonaux pour tout ~u ∈ U). Soient λi(~x) = ||~bi(~x)||, et soient ~eui
(~x) =

~bi(~x)
λi(~x)

les veteurs orthonormaux de base.

On pose

~f(~x) = f1(~x)~e1 + ...+ f3(~x) = fu1(~u)~eu1(~u) + ...+ fu3(~u)~eu3(~u). Montrer que, dans R3

et la base (~eui
) :

~rot~f =
1

λ1λ2λ3
det





λ1~eu1

∂
∂u1

λ1β1

λ2~eu2

∂
∂u2

λ2β2

λ3~eu3

∂
∂u3

λ3β3
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70 11. Annexe : quelques intégrales

10 Annexe : rappels de formules trigonométriques

La fontion t → sin t s'annule aux points t = kπ pour k ∈ Z, et la fontion t → cos t s'annule
aux points t = π

2 + kπ pour k ∈ Z. On érit les formules génériques, à onsidérer là où elles sont

bien dé�nies.

1. sin2 t+ cos2 t = 1.

2. sec t
déf

=
1

cos t
, tan t =

sin t

cos t
.

3. sin(−t) = − sin t, cos(−t) = cos t.

4. sin(
π

2
− t) = cos t, cos(

π

2
− t) = sin t.

5. sin(
π

2
+ t) = cos t, cos(

π

2
+ t) = − sin t.

6. sin(t± s) = sin t cos s± cos t sin s, cos(t± s) = cos t cos s∓ sin t sin s.

7. sin(2t) = 2 sin t cos t, cos(2t) = cos2 t− sin2 t = 2 cos2 t− 1 = 1− 2 sin2 t.

8. tan(2t) = 2 tan t
1−tan2 t

.

9. sin
t

2
= ±

√

1− cos t

2
, cos

t

2
= ±

√

1 + cos t

2
.

10. (sin t− cos t)2 = 1− sin(2t).

11. tan(s+ t) =
tan s+ tan t

1− tan s tan t
.

12. sin t sin s = −1

2
(cos(t+ s)− cos(t− s)), cos t cos s =

1

2
(cos(t+ s) + cos(t− s)).

13. sin t cos s =
1

2
(sin(t− s) + sin(t+ s)), cos t sin s =

1

2
(sin(t+ s)− sin(t− s)).

14. sin t+ sin s = 2 sin(
t+ s

2
) cos

t− s
2

), sin t− sin s = 2 cos(
t+ s

2
) sin

t− s
2

).

15. cos t+ cos s = 2 cos(
t+ s

2
) cos

t− s
2

), cos t− cos s = −2 sin( t+ s

2
) sin

t− s
2

).

16. Pour sin t+ cos s, érire que cos s = sin(
π

2
− s) par exemple.

17. eit = cos t+ i sin t, cos t =
eit + e−it

2
, sin t =

eit − e−it
2i

.

18. cos(3t) = 4 cos3 t− 3 cos t, sin(3t) = 3 sin t− 4 sin3(t)
(parties réelles et imaginaires de e3it = (eit)3).

19. cht =
et + e−t

2
, sht =

et − e−t
2

.

20. ch2t− sh2t = 1, ch(2t) = ch2t+ sh2t, sh(2t) = 2cht sht.

21. 4ch3t = ch3t+ 3cht, 4sh3t = sh3t− 3sht.

11 Annexe : quelques intégrales

1.

∫ ∞

0

xne−x dx = n! = Γ(n+ 1).

2.

∫ ∞

−∞
e−ax

2

dx =

√
π

a
.

3.

∫ 1

0

xm(1− x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
.

4.

∫ π
2

0

sinn x dx =

∫ π
2

0

cosn x dx =











π

2

1.3....(n− 1)

2.4....n
si n pair,

2.4....(n− 1)

3.5...n
si n impair,

5.

∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx =

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.
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71 12. Annexe : quelques dérivées (et primitives) usuelles

12 Annexe : quelques dérivées (et primitives) usuelles

Voii une liste de dérivées (e qui réiproquement donne également les primitives) :

1. si f est une fontion onstante, elle est dérivable de dérivée nulle.

2. (xn)′ = nxn−1
, pour tout n = 1, 2, . . . (preuve en onsidérant la dérivée du produit xxn−1

et par

réurrene).

3. (xα)′ = αxα−1
, pour tout α 6= 0, x > 0, α ∈ R (preuve par la omposée exp(α log x)).

4. (eαx)′ = αex (par dé�nition de la fontion exp pour α ∈ R).

5. (lnαx)′ = α
x
pour x > 0 et α > 0 (par dérivation de (exp ◦ln)(y) = y).

6. (xlnx− x)′ = lnx pour x > 0 (par dérivation de (ln ◦ exp)(y) = y).

7. (sinx)′ = cosx et (cosx)′ = − sinx (preuve par sinx = 1
2i(e

ix − e−ix) et cosx = 1
2 (e

ix + e−ix)).

8. (shx)′ = chx et (chx)′ = shx (preuve par shx = 1
2 (e

x − e−x) et chx = 1
2 (e

x + e−x)).

9. (tanx)′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x, pour x ∈]−π2 , π2 [ (par dérivation du quotient tanx = sin x

cosx ).

10. (cotanx)′ = − 1

sin2 x
, pour x ∈]0, π[ (par dérivation du quotient cotanx = cos x

sin x ).

11. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, pour x ∈]− 1, 1[ (puisque sin(arcsin θ) = θ).

12. (arccosx)′ =
−1√
1− x2

, pour x ∈]− 1, 1[ (puisque cos(arccos θ) = θ).

13. (arctanx)′ =
1

1 + x2
(puisque tan(arctan) = I).

14. (arctan
x

α
)′ =

α

x2 + α2
, pour α 6= 0.

15. (ln(| 1

cosx
+ tanx|))′ = 1

cosx
.

16. (ln(| 1

sinx
− cotanx|))′ = 1

sinx
= −(ln(| 1

sinx
+ cotanx|))′.

17. (
tanx

cos x
+ ln| 1

cosx
+ tanx|)′ = 2

cos3 x
.

18. ln(
|x + a|
|x − a|)

′ =
2a

a2 − x2 = 2 tanh−1(
x

a
)′, pour x 6= a.

19. ln(|x +
√

x2 + a|)′ = 1√
x2 + a

.

20.

(

x
√

x2 + a
)′
=

2x2 + a√
x2 + a

.

21. D'où :

(

x
√

x2 + a
)′
+aln(|x+

√

x2 + a|)′ = 2
√

x2 + a.

22. si b2 − 4ac > 0 : ln(
|2ax+ b−

√
b2 − 4ac|

|2ax+ b+
√
b2 − 4ac|

)′ =

√
b2 − 4ac

ax2 + bx+ c
.

23. si b2 − 4ac < 0 : arctan(
2ax+ b√
4ac− b2

)′ =
1

2

√
4ac− b2

ax2 + bx+ c
.

24. si b2 − 4ac = 0 : (
2

2ax+ b
)′ =

1

ax2 + bx+ c
.

25. si a > 0 : ln(|2ax+ b+ 2
√
a
√

ax2 + bx+ c|)′ =
√
a√

ax2 + bx+ c
.

26. argsh′(x) = 1√
1+x2

, et argch′(x) = 1√
x2−1

.

27. (argsh(x) + x
√
1 + x2)′ = 2

√
1 + x2.

28. Une primitive de tan2 x est tanx− x+ c

(ar tan2 x =
1

cos2 x
− 1).

29. Une primitive de

1

1 + sinx
est tanx− 1

cosx
+ c

(on multiplie par 1− sinx, i.e. on alule la primitive de

1− sinx

1− sinx2
=

1− sinx

cos2 x
).
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72 13. Annexe : raines des polyn�mes de degré 3 et 4

30. Primitives de

1

1 + a sinx+ b cosx+ c tanx
: faire le hangement de variable u = tan

x

2
, qui s'ex-

prime également sinx =
2u

1 + u2
, cosx =

1− u2
1 + u2

, et qui donne dx =
2 du

1 + u2
. Et on obtient la

primitive d'une fration rationnelle.

31. N.B. : les fontions cos(x2) et
1

√

b− sin2 x
(par exemple) n'ont pas de primitive élémentaire (la der-

nière primitive est une �intégrale elliptique�). On alule les intégrales orrespondantes de manière

approhée (intégration numérique).

13 Annexe : raines des polyn�mes de degré 3 et 4

Pour les rainies d'un polyn�me de degré 2 : ax2 + bx+ c = 0, on rappelle que x = −b±
√
∆

2a où

∆ = b2 − 4ac (raines éventuellement omplexes).

On véri�e immédiatement que (x− −b+
√
b2−4ac
2a )(x− −b−

√
b2−4ac
2a ) = x2 + b

a
x+ c

a
, puisque 'est

((x + b
2a )−

√
b2−4ac
2a )((x + b

2a ) +
√
b2−4ac
2a ).

Pour les raines d'un polyn�me de degré 3 (Girolamo Cardano (1501-1576)) :

ax3 + bx2 + cx+ d = 0,

on herhe une raine r (puis on déompose sous la forme a(x−r)(x2+αx+β) = 0). On ommene

par mettre l'équation sous la forme y3 + Ay = B. Il su�t pour ela de poser x = y − 3b
a
, e qui

donne :

y3 +Ay = B, A =
1

a
(c− b2

3a
), B = −1

a
(d+

2b3

27a2
− bc

3a
).

Puis on herhe y sous la forme y = s− t où s et t sont solution du système :

{

3st = A,

s3 − t3 = B.

On véri�e immédiatement qu'un tel y = s − t est solution de (s−t)3 + A(s−t) = B, ave A et B
donnés i-dessus.

Substituant s = A
3t dans la 2ème équation, on obtient : t6+Bt3− A3

27 = 0, soit T 2+BT− A3

27 = 0

où T = t3. D'où t3 = T =
−B±

√

B2− 4A3

27

2 . On garde par exemple t = (
−B±

√

B2− 4A3

27

2 )
1
3
, d'où s, d'où

y = s− t, d'où x.
Le résultat �nal est :

x = (q +
√

q2 + (r−p)2) 1
3 + (q +

√

q2 − (r−p)2) 1
3 + p,

où p = −b
3a , q = p3 + bc−3ad

6a2 et r = c
3a . (Il est bien sûr hors de question d'apprendre es formules

par oeur.)

Référenes :

http ://www.sosmath.om/algebra/fator/fa11/fa11.html

http ://atlas.math.vanderbilt.edu/∼shetex/ourses/ubi/
Pour les formules donnant une raine d'un polyn�me de degré 4, voir par exemple :

http ://www.sosmath.om/algebra/fator/fa12/fa12.html
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