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Notation : f := g signifie : “g étant donnée, on défini f par f = ¢”; encore noté f dzefg.

1 D(Q) ’ensemble des fonctions C* a support compact

1.1 Somme et différence d’ensembles
1.1.1 Somme d’ensembles

Soit E un espace vectoriel. On rappelle que si ¢ € E et A un sous-ensemble de E alors :

crAY {ye E:Jxe Atq.y=c+ua} note {ec+x: ze Ay =A+c¢ (L1)
est le translaté de A du vecteur c. En particulier dans R :
¢+ [a,b] = [a+c, b+d]. (1.2)
Et si A et B sont deux sous-ensembles de F, alors :
A+BY (ze E:3(z,y) e Ax Btq. z = a+y} "L {a+y: z€ A, ye B} (1.3)

Autrement dit :

A+B=JA+{) (= Uz} +B)). (1.4)

yeB €A

Eneffet, siz=2+ye A+ Balorsze€ A+yeU,p(4+{y}) Et si z€ J,cp(A+ {y}) alors il existe y t.q.
2€e A+ {y}c A+ B.

Exemple 1.1 Montrer : dans R la somme de deux intervalles est un intervalle :

[a,b] + [¢,d] = [a+c, b+d]. (1.5)

Réponse. . z =z +ye€[a,b] +[¢,d],donc z 2 a+y=a+cet z<z+d<b+d, donc z € [a+c, b+d].
D. z € [a+c¢,b+d]. Soit o, 8 = 0 t.q. z = atct+a = b+d—p o donc a+ct+a < b+d et b+d—f = a+c; si a < b—a
=

on pose z = a+a, avec donc z € [a,b], puis on pose y = z—z = c € [¢,d], donc z = z + y € [a,b] + [¢,d]; si @ = b—a
alors b+d—0 = z = a+c+a = a+c+b—a = c+b, donc § < d—c; on pose alors y = d — 3, et donc y € [¢, d], puis on pose
x=z-y=>b¢e[a,b],donc z =z + y € [a,b] + [¢,d]. un

Remarque 1.2 1- La somme de deux fermés n’est pas nécessairement un fermé : exemple dans R : soit A =
[2,00[n= {n € N:n > 2} (les entiers supérieurs ou égaux a 2), soit B = {x = —n+ L : n e A}. Alors A et B
sont, fermés (leurs complémentaires sont des ouverts); et A+ B > {1 :n>2} avec0¢ A+ Bet 0 A+ B.
Noter qu’ici A et B sont non bornés.

2- La somme A + B de deux compacts d’un espace vectoriel E est un compact : soit (2,)ny = (Zn + Yn)N €
(A+ B)N une suite dans A+ B. Comme A est compact, de la suite (x,, )y on peut extraire une sous-suite (., )ren
convergente dans A, et soit « € A la limite. Comme B est compact, de la suite (yn, )reny On peut extraire une
sous-suite (ynke)geN convergente dans B, et soit y € B la limite. D’ou la suite extraite (Z”w )eeN converge vers
x4y € A + B, donc converge dans A + B. .

1.1.2 Différence d’ensembles

Soit E un ensemble et A  E (sous-ensemble).
E-A¥(rep . ag¢ Ay "L A nTe AC (1.6)
est appelé le complémentaire de A dans F.
Exercice 1.3 Montrer que (A9)¢ = A.
Réponse. x € (A9) ssi z ¢ A ssi z € A. un
Exercice 1.4 Montrer que A € B «— B¢ c A€,

Réponse. =. Supposons A c B : soit z € B donc z ¢ B, donc z ¢ A, donc z € A®.
<. Supposons B¢ ¢ A¢ donc (A°)° < (B)C d’apreés =, soit A — B. un

Soit A et B deux sous-ensembles de E.

A-BYwecA:a¢ By =B = A[\(E - B) "L C4B. (1.7)
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1.2 Support d’une fonction

Soit n € N*. On munit R™ des sa norme euclidienne ||.||gn note ||.||- Pour & € R™ et r > 0 on note :

B(#,r) ={geR": |[g - &l <r} (1.8)

la boule ouverte de centre Z et de rayon r. (Dans R on a B(z,r) =|z—r,z+7][.)
Soit © un ouvert de R™ (éventuellement R™ tout entier).
Soit f = Q — R. Notons :
{f#£0}={TeQ : f(¥) #0}. (1.9)

Définition 1.5 On appelle support de f le fermé de R™ défini par :

supp(f) det {f # 0} (= adhérence de {f # 0}), (1.10)
i.e., le plus petit fermé sur lequel f(z) # 0. Et on note supp(f) = suppf.

Exemple 1.6 Dans R, la fonction de Heaviside Ho = 1[g o[ (“unit step function”) a pour support R, . Et la
fonction 19 o[ @ méme support.
La fonction id : * — x a pour support R :ici {f # 0} = R* et R* = R. un

Proposition 1.7 On a :

Fesuppf <= Ve>0, 3IjeB(T,e), f(7) #0. (1.11)

Preuve. Comme suppf = {f # 0} on a :
suppf = {T € R™ : I(Tn)nx € {f # PV t.q. 7, — ).

Montrons =>. Soit & € suppf, soit (Z, )+ € {f # O}N* t.q. &, —> & : donc pour ¢ > 0, il existe Z,, € B(Z,¢) :
n—0o0
on prend i = Z,,.
Montrons <. Soit & € R™ et soit € = L, ot n € N¥, et soit &, € {f # 0} t.q. @, € B(Z, 1) : on a construit
une suite (Z,)n+ dans {f # 0} qui converge vers &, donc Z € {f # 0} = suppf. a

Proposition 1.8 On a :
Z¢suppf < >0, VyeB(Ze), f(¥) =0, (1.12)

ie. si ¥ ¢ suppf ssi f est nulle dans tout un voisinage ouvert de ¥ (inutile d’étudier f sur R™ — suppf).
Preuve. Négation de la proposition précédente. un

Exercice 1.9 Montrer que si f et g sont deux fonctions 2 — R alors :

supp(fg) < suppf (| suppg, (1.13)

inclusion qui peut étre stricte.
Réponse. Il est équivalent de montrer (suppf()suppg)® < (supp(fg))®. Soit = € (suppf(\suppg)®, ie. = ¢
suppf [ |suppg, i.e. = ¢ suppf et = ¢ suppg. Donc, avec ([1.12)), Je1,e2 > 0 t.q. Vy € B(z,e1), f(y) =0, et Vy € B(x, e2),
g(y) = 0. Donc, posant € = min(e1,e2) > 0, Vy € B(z,e2), on a f(y)g(y) = 0 = (fg)(y), donc = ¢ supp(fg), cf. (1.12)
donc z € (supp(fg))°.

Soit f = lmj et g = 1g_ : on a suppf = R et suppg = R_, donc suppf[|suppg = {0}. Avec fg = 0 et donc

supp(fg) = & : ici l'inclusion est stricte. un



8 1.3. L’espace D(Q) des fonctions C*(Q) a support compact

1.3 L’espace D(f2) des fonctions C*(f)) & support compact
Définition 1.10 On note D(Q) I'espace des fonctions réelles ¢ € C*(Q;R) = C*(£2) & support compact :

D) = {p e C®(Q) : supp(p) compact dans Q}

= {pe C™(Q) : supp(p) = Q, supp(p) borné}. (1.14)

(On rappelle que le support suppyp est, par définition, toujours fermé.)
D(R) est aussi appelé 'espace des fonctions infiniment lisses & support compact (appellation anglophone
‘infinitly smooth’).

Notons 92 = Q — Q le bord de I'ouvert 2.
Lemme 1.11 Soit K < Q avec K compact. On a d(K,08) > 0, i.e. (notant ¢ = d(K,0f2) par exemple) :

Je >0, K+ B(0,e) c Q. (1.15)

Preuve. On a K + B(0,¢) = Jzeie @ + B(0,€) = Uz B(7, €). Donc si est faux, alors

Ve > 0, 37 € K t.q. B(Z,¢) ¢ Q. En particulier :

prenant € = % > 0, il existe Z,, € K t.q. B(Zy, %) ¢ Q.

Comme K est compact, quitte & extraire une sous-suite, on a (&,) convergente dans K. Soit Zo, € K la
limite. En particulier Zy € Q (car K < ).

Puis notons i, € B(Zy, +) t.q. §, ¢ € : alors 7, converge aussi vers Zo, car ||f, — Zo|| < ||F0 — Znl| + ||Tn —
Tool| < L +||Z, — Z||. Comme R™ — 2 est fermé (complémentaire d’un ouvert) (7,) converge dans R™ — Q.
Donc Z, € R™ — Q. Donc Ty, ¢ €2, avec Zo, € §2 : absurde. Donc est vrai. un

Proposition 1.12 Soit 2 un ouvert dans R™. Si ¢ € D(Q) alors :
Je >0, suppy + B(0,¢) < Q. (1.16)
En particulier si 2 est borné (et suppy étant compact dans Pouvert 2) :
Je >0, VZeodQ, VyeB(Ze), ) =0, (1.17)

i.e. ¢ est nulle dans Q dans “toute une bande de largeur ¢ le Iong de 0€)”. Faire un dessin dans R?.

N.B. : on dit que ¢ est nulle dans un voisinage de ’infini quand ¢ est nulle “sauf sur un borné”. Donc si 2
est non borné, on dit aussi que ¢ € D(Q2) est nulle au voisinage du bord (exemple, pour ¢ € D(R), on dit que ¢
est nulle dans un voisinage de I'infini).

Preuve. On applique le lemme m : ici supp(p) est un compact dans Q ouvert. D’ou ((1.16). o
Pour ¢ € D(Q), notons ¢ la fonction prolongeant ¢ par 0 sur R™ — €. la proposition précédente donne
immédiatement : ¢ € D(R™).

Notation : prolongement par 0 sur R"—Q. Pour ¢ € D(2), on note ¢ ="°% , e D(R™).

Exemple 1.13 L’espace D(R) n’est pas vide (on va méme voir qu’il est dense dans LP(R™), voir la suite). Par
exemple la fonction (faire un dessin) :

(- ) = ep(b (g - o), Vel - L1l (119

0, Vo ¢] —1,1],

((z) =
dont le support est [—1,1] appartient & D(R). Et pour tout polynéme P, on a P{ € D(R). On a également
CeD(]—1—¢,1+¢]) pour tout & > 0. a

Exemple 1.14 Plus généralement, on note, pour a < b :

1 1 1
i) =1 P T

0, Va ¢]a, bl

), Vx €la, bl (1.19)

fonctions C*(R) dont le support est [a,b] et qui appartiennent & D(Ja—e, b+¢[) pour tout € > 0. Ou encore la
fonction &up(x) = TQTMC(E). s
2
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Exemple 1.15 Et dans R™, considérer :
1 R
exp(———=15)s v# e B(0,1),
(%) = 1—||2][? (1.20)
0, Vi ¢ B(0,1).
Remarque 1.16 Si on se place dans un compact K de R™, on a tout simplement :
K compact = D(K)=C%(K), (1.21)

puisque les fonctions de C*(K) sont C* et a support compact. On ne considérera pas souvent ce cas : on
verra qu’on devra souvent considérer D(2) avec 2 ouvert pour ne pas avoir de probléme avec le bord de , les

fonctions de D(£2) étant identiquement nulles dans un voisinage ouvert du bord de €, cf. proposition [[.12] du

1.4 DR)c LP(R) c LP

loc

(R)

Soit €2 un ouvert dans R™.
Pour 1 < p < o0, on rappelle que :

LP(Q) = {f : © = R mesurable t.q. f |f(z)|P dz < oo}, (1.22)
Q
et on note alors :
1 nota
1Al = (| 1£@P da)? "2 11 (1.23)
Et, pour p = o0 :
L*(Q) = {f : @ = R mesurable t.q. sup |f(z)| < 0}, (1.24)
zeld
et on note alors : iy
note
11l = sup [ f(2)] =1 []eo- (1.25)
xTre
Et, pour p € [1,], (LP(2),||.||») est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet, voir cours

d’intégration).

On rappelle que, pour 1 < p < o, les fonctions de Li .(Q) (les fonctions localement LP sur Q) sont les

fonctions f : Q2 — R qui sont mesurables et intégrables sur tout compact de € :

LP

loc

(Q) = {f : @ = R mesurable t.q. VK < 2, K compact, J |f(z)|P dz < oo}.
K

En particulier LP(Q) < LY (Q).
Exemple 1.17 Q =]0,0[ et f(z) =L :ona fe L} (Q) et f¢L(Q). ..

loc

Proposition 1.18 Si 1 < p < 0 alors D(R) < LP(R).
Et sil < p < o alors D(R) est dense dans LP(R) (faux pour p = ).

Preuve. Inclusions : Si 1 < p < o0, si ¢ € D(R), si K = suppy alors ¢ est continu sur le compact K et donc
§g lo@)P dz = §, [o(@)|P de < || ]@]P ||o(§, dz) < 0. Et si p= o0 cest immédiat : les fonctions continues sur
un compact sont bornées.

Densité : voir § suivant, théoréme [2.32 .

2 Convolution et régularisation

2.1 Notations tet TJ
Définition 2.1 Pour f: R — R, on définit f: R — R par:
f(@) = f(=a). (2.1)

Autrement dit f: fogoug(x)=—ux.
(Le graphe de f est le symétrique du graphe de f par rapport a “l’axe des y”.)
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Définition 2.2 Pour f: R — R, et c € R on définit la translatée 7.(f) ="' 7.f de f par :
Tef(z) = f(z — o). (2.2)

Autrement dit 7.f = f o h. ol he(z) =z —c.
(Le graphe de 7.f est le translaté du graphe de f de ¢ : en particulier (7.f)(c) = £(0).)

Exercice 2.3 Montrer que T\C/f(t) = f(—t —¢), et que Tof(t) = flc—1)
Réponse. Soit g = 7of. On a §(t) = g(—t) = f(—t — ). Bt 7of(t) = f(t —c) = f(c —1).
Exercice 2.4 Montrer que : _ 5
Tef =7_cf. (2.3)

Autrement dit, les opérateurs et 7. ne commutent pas pour ¢ # 0 : (To7.)(f) = (7—c o) (f).
Réponse. 7.f(z) = 7o f(—z) = f(—x —¢) = f(z +¢) = 7o f(2).
Proposition 2.5 Pour f : R — R et pour ce R, on a :

suppf = —suppf,  supp(r.f) =suppf +¢,  supp(r.f) = —suppf +c. (2.4)

Immeédiat sur un dessin. En particulier, si suppf < [a,b] ot a < b, alors :

supp(f) < [-b, —a], supp(7ef) < [a+c, b+c], supp(7ef) < [—b+c, —a+c]. (2.5)

~

Preuve. Pour f : on a {z: f(z) # 0} = {z : f(—z) # 0} = {—y : f(y) # 0}, doi, en prenant Padhérence,

suppf = —suppf.
Pour 7.f :ona {z: 7.f(x) # 0} ={z: f(x —¢c) # 0} = {y +c: f(y) # 0}, d’on, en prenant I’adhérence,

supp7.f = suppf + c. un

2.2 Définition de la convolution

On rappelle que si f,g : R® — R sont deux fonctions (mesurables), alors f * g : R® — R est la fonction
donnée formellement par :

(F9)@ = |

teR™

fOg(e—dt = | fOmg) (26)

teR™
intégrale qui dépend du parameétre z. En particulier, si f, g € L?(R) alors pour chaque x on a 7,g € L?(R) (car
Sicr lg(x — )7 dt = §__z 9(s)|* ds < o0), et donc :

(f+g)(x) = (f, Ta:.\g/)L2(R)~
Dans la suite, pour simplifier la présentation, on considérera essentiellement le cas R™ = R.

Exemple 2.6 Si f € L'(R) et g = 1g, on a (f*1g)(x) = § f(t) dt = constante, et donc application f — f#1g
est la fonction “aire sous la courbe f” (indépendante de ). wn
Exemple 2.7 Si f € L'(R) et g = Il = klpa g, ona (f*g)(x) = kgi’“

de f a travers une fenétre de largeur % centrée en z”. Dessin.

La “mesure” d’une fonction f & travers un appareil d’une certaine précision est une application de type
My : f = Mi(f) = f # 1, avec donc M (f)(z) approchant f(x), approximation d’autant meilleure que k est
grand, i.e. que l'appareil est précis. L’appareil idéal (de précision parfaite) est My, : f — My (f) = f(z), soit
My, = dg, voir plus loin. .

f(z—t) dt = la “valeur moyenne

N
w"“

Proposition 2.8 Quand elle est définie, I'opération = est distributive et commutative :

gxf="Fxg.  [fxlgi+Ag)=Frg+Af*g, (2.7)
d’ou le nom de “produit” (commutatif) de convolution. Et on a :
frg=Fx5 et Ta(frg)=(7af)rg=f*(Tag). (2.8)

Et :
(f et g paires) ou (f et g impaires) = f = g paire,
(f paire et g impaire) ou (f impaire et g paire) = f % g impaire.

10
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Preuve. (f * g)(xz) = {5 f()g(x —t)dt = § f(x —u)g(u)du = (g * f)(x) donne la commutativité. Et la
distributivité résulte de la distributivité de la multiplication de R et de la linéarité de ’intégrale.

Puis ( = fg f( x+t dt = SR (—z —u) du= (f * g)(—mx).
PUIS’Ta(f g)( )=(f*g SR :L'fa—t )dt = §; f( Tag(:z:ft)dt—(f*'rag)(x)etf*g:g*f.
Puis (fxg)(—z) = § f(t)g(—z— t) dt:sig est paire, alors (fxg)(—xz) = {p f(t)g(z+t)dt = §; f(—u)g(z—u) dt,

d’otsi f est palrealors (f*g)( x) = (f=xg)(x), et si f est 1mpa1realors (f*g)( ) —(f#g)(x);et fxg=gsf.dn

Proposition 2.9 Pour f,g: R — R, la fonction convolée f * g vérifie (quand elle a un sens) :

supp(f * g) < suppf + suppg. (2.10)

Preuve. On a (f = g)(x) = e f®)g(x—1t)dt = L N F@®)72g(¢) dt.
€ €Esupp SuppTxg

Cas simple : suppf = [a,b] et suppg = [¢,d], avec a < b et ¢ < d, donc suppf + suppg = [a+c, b+d]. Et
supp7.g = [—d+z, —c+z], donc suppf [ \supp7.g = [a,b] N [—d+z, —c—l—m], donne suppf [\ supp7.g = & ssi
soit @ > —c+w soit b < —d+wz, i.e. ssi z < a+c ou x > b+d. Donc suppf [ |suppr.g = & dés que z ¢ [a+c, b+d],
donc supp(f # g) < suppf + suppg.

Cas général : on a (f = g)(z) = 0 dés que suppf [ \supp7.g = &. Et 3t € suppf (| supp7.g ssi It € suppf
et t € x — suppy, i.e. ssi 3t € suppf et x € t + suppg (< suppf + suppg). Donc si z ¢ suppf + suppg alors
suppf (suppr, — & donc ( + g)(x) = 0. Done {x: (f * g)(x) + 0} < suppf + suppg. D'oir (@-10).

Remarque 2.10 Rappel : la somme de deux fermés n’est pas nécessairement un fermé : prendre F' = N* =
{n,neN*}et G={-k++, ke N*} quidonne F +G = {n—k+ 1, k,ne N*}. Ici R— F = |, o] — 1, n+1[
et R— G = Upews] — k + 3, —k+1 + 5[ sont des ouverts (union d’ouverts), donc F' et G sont fermés, mais
F + G contient la suite ( Jren* qui converge vers 0 dans R, avec 0 ¢ F' + G, donc F + G n’est pas fermé.
Rappel : la somme d’un compact et d’un fermé est un fermé : soit K compact et G fermé, soit (z,) une suite
dans K + G qui converge vers z dans R. Montrons que z € K + G. On a z, = k, + g,, et quitte & extraire une
sous-suite, on a k,, — k dans K. Donc g, = 2z, —k,, € G converge vers z —k, avec G fermé, donc g =déf ke G,
donc z =k +ge K + G, donc K + G est fermé. o

2.3 Stabilité par convolution : L'(R) = LP(R) « LP(R) pour 1 < p < w0
Proposition 2.11 Si f, g e L*(R) alors |f|  |g| € L'(R) et f + g € L'(R), avec :

LF = gl < [1£ 11 llglla- (2.11)

Preuve. On a, si ¢a a un sens :
If *glls = f I(f * 9)(x)| dz = f |j fx — t)g(t) dt| de.
xeR reER teR

(2.12)
< | e oo = el

Comme f et g sont dans L'(R) la fonction f ® g : (z,y) — f(x)g(y) (fonction & variables séparées) est
dans L'(R?). Et on peut appliquer Fubini :

0 > [|f]l2:]l9]] 21 :j

(y,t)eR?

[f ()l g(8)] dtdy = f [f (@ = 1)|g(t)] dtdz,

(z,t)eR2

r = Fi(y,t) = y+t

t=Fy(y,t) =t
oF  oF, L1

de R? dans lui-méme, de jacobien det 8‘9}?2 6(3422 ) (y,t) = det (0 1> =1 qui donne (dtdy) = |1| (dtdz) =
By oL

(dtdz). Do ||f = gllrr < ||flleillgllr < oo, ie. (2.11)). o

ol on a utilisé le changement de variable F : (y,t) € R? — F(y,t) = < ), difféomorphisme

Exercice 2.12 Montrer (2.11) a ’aide du théoréme d’intégration de Tonelli (cours d’intégration).

11
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Réponse. Rappel de Tonelli : si la fonction h : ;1 x Q2 — R satisfait aux deux hypothéses :

J |h(z,y)|dy <0 p.p.z et J (J [h(z,y)| dy) dz < 0 (2.13)
Y€ e yeQo

alors h e L'(Q1 x Q2), et alors on peut inverser ordre d’intégration (Fubini).
Ici on pose h(t,z) = |f(t)| |g(x — t)| et on vérifie les hypothéses : commengant par intégrer en x a ¢ fixé, il vient, a ¢
fixé :

jR|f<t>||g(m—t>|da:=|f<t>|<j |g<w—t>|dx>=|f<t)|<j ol ds) < 17O lalls < =, (2.14)

xeR
puis :

f \f(t)ngHldKHngf |F@)]dt < lgllx [ f]]x < oo. (2.15)
teR teR

Dot le résultat. e

Exemple 2 13 f(t) = g(t) = e "1p, (t)- On a §, |f(t)|dt = S(O)C e tdt=1<w,et f,ge L'(R). Et (f*g)(x) =
Spe e, (e g, (z—t)dt = §;_ e te @ Vg (z)dt = §) e *1g, (x)dt = ze "1g, (z), intégrable sur R,
donc on a b1en f*ge L'(R). ..

Exercice 2.14 Montrer que si f,g, h e L*(R) sont positives et f <g,alors f*h<gxh.
Réponse. On a (f = h)(z) = {5 f(t)h(z — 1) dt < §, g(t)h(z —t) dt = (h * g)(z). un

Remarque 2.15 L’ megahte obtenue est une inégalité ot & gauche on a de fait une intégrale double,
cf. , alors qu’a droite on a un produit des deux intégrales simples.

En particulier, ||f # g||1 (calcul d’une intégrale double) n’a rien a voir avec le produit ||fg||; (calcul d’une
intégrale simple) qui en général n’a pas de sens pour f et g dans L'(R).

Par exemple, f et g données par f(t) = g(t) = %1]0,1] sont dans L*(R) (car Sé |%\ dt = [2v/t]§ = 2 < ),
mais (fg)(t) = $1j01] n'est pas dans L*(R). Alors que f = g donnée par (f * g)(z) = §, \/‘?th est

dans L'(R) : cette fonction est définie p.p., et plus précisément pour tout = € R*, et n’est pas définie en x=0,
mais ce n’est pas génant puisque, ici, seul le caractére intégrable (au sens de Lebesgue) nous intéresse (notion
de presque partout) : autrement dit on a L'(R*) = L'(R) car R* = R — {0} et 'ensemble singleton {0} est

négligeable pour la mesure de Lebesgue . En particulier, on a vu que §, |f * g|(x) dz < || f|]1]|g]]1 < oo. on

On rappelle que g € LP(R) ssi |g|P € LY, et qualors ||g|l, = (|| |g/?]|z) % = ({glg(x)| d:c)% est une norme
dans LP(R), cf. cours intégrale de Lebesgue.
Proposition 2.16 Soit p € [1,0]. Soit f € L'(R) et g € LP(R). Alors f x g € LP(R), autrement dit L'(R) *
LP(R) < LP(R), et on a :
S = gllp < [If]121lgllp- (2.16)

Preuve. Le cas p = 1 vient d’étre traité, et le cas p = o0 est immeédiat car alors |(f = g)(z)| < ||g|]eo §5 |/ (2)] dt.
Supposons donc 1 < p < 0.

On va utiliser 'inégalité de Holder : soit ¢ ’exposant conjugué de p, donné par % + % =1:quand a € L9 et
B e LP alors aff € L' (R) et ||af||1 < ||all4]|B]]p (voir cours d’intégration). On a :

f F1(8) gl (a—t) dt = f @1 0)lgl (1) de (2.17)
teR teR

On pose o = | f|7 € LI(R), donc a2 = |f| € L}(R).

Az fixé, on pose B,(t) = | ()| 7||gl(z—t), done B, ()P = |f(B)]|g]?(w—t). Bt §,p Ba ()P dt = §,p [ FI(2) |g]P (2—1) dt =
(If] * |g|P)(x) est bien défini car |f| € L*(R), |g? € L}(R), cf. (2.11). Donc Bz € LP(R). Donc (Holder) :

| isrenselde-nd< (| @i nolre-a?
teR teR teR (2.18)
= (111 (111 % lgl”) (@)

Donc, avec ([2.17) :

[(Lf1 = 1gDIP @) < [AIIE 1L = 1glP) @)1 (2.19)
D’oit |(f * g)|P est dans L'(R) avec :

117 # gl < IAIE 1Al 1 g (2.20)

Comme 1 + g =p,ona . (Démonstration similaire dans R™.) ua

12
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2.4 Dérivation et convolution

Proposition 2.17 Si f € L*(R), si g € LP(R) pour un p € [1,0], si g est dérivable dans R, et si ¢’ € L®(R)
(i.e. g’ est bornée), alors f = g est dérivable dans R et :

(fxg) =f=g. (2.21)

Preuve. Les hypothéses indiquent que f * g et f * ¢’ ont un sens.

d 0
2.21)) signifie —( ft)g(z—1) dt) = J — (f(t)g(x - t)) dt. C’est vrai grace au théoréme de conver-

dz \Jier ter O
gence dominée : intégrant h(x,t) = f(t)g(x—t) est dérivable en x (car g ’est), de dérivée 6h 2(x,t) = f(t)g'(xz—1),
et |22 (z, )] < ||9'||0| f ()], avec ||g’||w| f| € L*(R) fonction dominante intégrable mdependante de z. un

2.5 Stabilité de L, (R) par convolution “bornée”

Le résultat suivant sera généralisé & la convolution des distributions.

Proposition 2.18 Soit f,g€ L}, .(R).
1- Si suppy est compact, alors f = g € L}, (R).
2- Si suppf et suppg sont tous deux limités a gauche (ou tous deux limités a droite), alors f = g € L}, .(R).
3- Les hypotheéses f € L}, (R) et g € L'(R) sont insuffisantes.

Preuve. Pour tout o < 3 on veut f * g € L'([a, B]), i-e. S Sf:a lg(t) f(x —t)|dt)dz < 0. On a :

B B b
f (f * g)(@)| de < f (L l9(t)f(z — )] dt) dx (2.22)

=« Tr= =a

1- g & support compact, donc il existe a,b € R t.q. supp(g) < [a,b] et g € L' (R). Pour inverser I'ordre des
intégrations dans (2.22)), appliquons le théoréme de Fubini—Tonelli.

A . (B B—t

At fixe, 0 g(t)f(x — )] dw = |g(t)] §;_, |f( x—t)ldx = 91§,  [f(¥)dy < 0 car f e Lj,.(R). Et
pour t € [a,blonaa—t>=a—bet ﬁ—t\ﬂ—a donc SJL a1l fW)ldy < f_;z_b|f(y)|dy. Donc

—a

b b B—a
f j flo — t)] dedt < j 9(0) F)ldydt = f |g<t>|dtf F@)dy < o car fg €
t a a: o t=a r=a—b t
loc

=a r=a—b

. Donc on peut échanger ’ordre des intégrations dans :

B b B b B—t
f (f *)(@)] da < f |g<t>|<f |l — b)) de) dt = f l9(0)] F)) dydt

T=x =a rT=a t=a y=a—t

N

b B—a B—a
| tson [ rwldsde < gl | iy < e

y=a—b y=a—b
Vrai pour tout «, 3, donc f * g est L} (R).

2- Supports limités a gauche : il existe a,b € R t.q. suppf < [a, o[ et suppg < [b, o0[. Donc, pour z € R,
on a supp7.J | — 00, —b+x|. Donc suppf (| supp7.g < [a, —b+x], et avec Fubini on a :

3 —b+m —b+B
J |( % g)(z)|de < J f t)1.g(t)] dt dz < J f g(x —t)| dtdz
T= r=a Jt= r=a Jt=
b+ﬁ b+ﬁ
f j glx —t)|dx dt = f J y)| dy dt
t= r=x t=

—b+f —b+8 B—a
<[ i< [ o f (o),
t= =a+b— B t=a y=a+b—p

fini car f et g sont LlOC(R). Idem pour supports limités a droite.

3- On prend f(t) = e~* sur R et g(t) = e "1, () donc g € L'(R); alors (f = g)(x) = (5 g(t)f(x—t)dt =
§o e tem @D dt = e~ dt = . o

13



14 2.6. Régularisation par convolution

2.6 Reégularisation par convolution
2.6.1 Régularisation d’une fonction L} (R)

loc
On rappelle que si Q est un ouvert dans R™, D(Q) = {f € C*(Q) : suppf compact}, ou le support de f,

noté supp(f), est ’adhérence de 'ensemble {f # 0} = {Z € Q : f(&) # 0}. En particulier si f € D(Q) alors
feC®(Q) et f est nulle en dehors d’'un compact dans €.

Proposition 2.19 Si f € L} (R), si ¢ € D(R), alors f ¢ € C*(R).

loc

Si de plus suppf est compact alors f + ¢ € D(R).

Preuve. (f+¢)(x) = §,_p f(t)p(x —t)dt est une intégrale qui dépend du parameétre z. Appliquons le théoréme
de convergence dominée : notons h(z,t) = f(t)p(x —t). A t fixé, intégrant h(t,x) est C* en x puisque ¢ lest,
de dérivée k-iéme en x vérifiant |%(t7m)| =[£(®)]|e® (z — )] < Ck|f ()] ot Ck = ||p¥||o5.

1- Cas f € L'(R) (plus simple & rédiger) : g%(t,xﬂ est bornée indépendamment de x par la fonction
Crf e L'(R), d’ou f = ¢ est C* pour tout k (et on peut dériver sous le signe somme).

2- Cas f € L} _(R). Ici f ¢ L*(R). Soit 79 € R. Montrons que f * ¢ est C® en xy. Soit le voisinage

loc
(f*“”)(‘rOJ’h})L:(f*W)(IO)). Et on s’intéresse & l'intégrale

ouvert I, =|xo—1,29+1[ de 2o (on s’intéresse & limy_,q
F(z) = (f = ¢)(x) pour z € I, : montrons que F' est C® sur I,.

Comme ¢ est & support compact, da,b € R t.q. supp(p) < [a,b], donc, pour € R, supp(r,p) <
[-b+x, —a+x]. Donc pour tout = € I, =]zo—1, zo+1[ (voisinage ouvert de zg) :

noté

supp(7,¢) < [—b+xo—1, —a+zo+1] = K.
Notons Cj, = ||¢*)||,. Pour tout te Ret x € I, on a :

h(z,t) = f(t)T2p(t) = f()T2P(t) 1k () = f(t)p(z—t)1k (1),
donc p.p. t la fonction h est dérivable en x € I, et :
‘8’%
Oxk
majoration indépendante de x € I, et avec flx € L'(R) car f € L}, (R) et K est compact. D’ot fxp € C*(I,,),

en particulier en xg, ce pour tout xq et tout k.
Et si suppf est borné, alors supp(f * ¢) est borné, cf. (2.10), donc f = ¢ € D(R). o

(t, z)| < Crlf (D) 1k ()],

Exercice 2.20 Montrer que si f € L}, .(R), si g € C*®(R), si suppf et suppg sont tous deux limités & gauche

(ou tous deux limités a droite), alors f = g € C*(R). o

2.6.2 Suite régularisante ou approximation de I’identité

Définition 2.21 Une fonction intégrable f est dite de masse unité ssi | f(z)dz = 1 (souvent défini avec
I’hypothése supplémentaire f = 0).

Définition 2.22 On appelle suite régularisante une suite (¢g)y+ de D(R) telle que :

pr(e) =0, VreR,

supp (k) < [—%, %]7 (2.23)

J or(z)dr =1  (masse unité).
R

Définition similaire dans R™ o [—1, 1] est remplacé par la boule de centre 0 et de rayon .

(On verra que (pp)n* approxime la masse de Dirac au sens des distributions, et la masse de Dirac est
l'identité du produit de convolution, d’ou le nom “approximation de I'identité”.)

Soit ¢ la fonction de D(R) définie par :

(=) PETR) Veel =L (2.24)
0, Vo ¢] —1,1[.
On pose :
m(z) = |<<(|TL)1, puis vi(z) = ky(kz), k=1 (2.25)

14



15 2.6. Régularisation par convolution

Proposition 2.23 La suite (y)ren+ €st une suite régularisante.

Preuve. Comme ¢ > 0, 0on a y; > 0.
Comme ¢ > 0 et ¢ non identiquement nulle, on a ||¢|[1 = §; [¢(x)| dz = {; ¢(x) dz > 0.
Donc { 71 (x) do = |\¢\1| - $e C(z) doe = mHCHLl =1
Donc § vi(x) do = § ki ( kx)dxng'yl( Ydy = 1.
Comme 77, >0et k> 0o0n ay; = 0.
: ~ o _r_11 .
Et y1(x) # 0 ssi k €] — 1,1[. Donc yx(x) # 0 ssi kx €] — 1,1[. D’ott supp(yx) = [—%, £]- un

2.6.3 Régularisation C” des fonctions 1, ] et 1,

Proposition 2.24 Soit a € R. Soit (¢y) une suite régularisante.La fonction 1[4 o) * ¢ € D(R) vérifie, pour
relR:
0< (Lfa,o0) * o) () < 1,

1
(Lfa,0] * 1) () = 1 pour z € [at+, oo, (2.26)

1
supp(1liq,c0] * ¥k) = [G_Ea ool.

On conserve ce résultat si on ouvre en a (i.e. sur 'intervalle |a, oo[). Cas particulier (¢y) = (i) donnée en (2.25)) :
de plus ¢p(a) = 1.

Et avec b > a : dés que k est assez grand, a savoir dés que % < 17_7“, la fonction 1[4 ) * 1 € D(R) vérifie,
pour x e R :

0 < (Lpgp) * @r)(2) <1,

(1[ap) * @) (x) = 1 pour z € [a+
supp(1 )= ! b+1]
3 ES — J— —.
UpPPll[a,b] * Pk a o A

On conserve ce résultat si on ouvre en a ou b. Cas particulier (¢y) = (i) donnée en (2.25) : de plus ¢(a) =
p(b) = 3.

Dans R™ avec K compact : la fonction 1k * ¢y est également dans D(R™), avec 0 < ¢ < 1, avec supp(p) <
K + B(0, 1), et avec ¢ = 1 sur K — B(0, 1), oit B(0, +) est la boule unité de centre 0 et rayon .

1

lvb_%L (2.27)

k

Preuve. Cas [a,b] (exercice pour [a, 0| et intervalles ouverts et semi-fermés). On a ¢ = 1y, 5 * or € D(R), cf.
prop. On a supprw(%) = [2—b, x—a] et suppyy, = [~ 1 T k] donc :

o) = | enomod - | pult)dr (2:29
teR te[z—b,z—a]N[—%,%]

et la fonction ¢y, est positive d’intégrale SR pr=1Doul0<p<1.

Etsiz—b> 1 ousiz—a< —4, alors p(z _S@ =0, d’ott supp(p) € [a — ,b+ 1].

Etsiz—b<—fetsiz—a>4,alors [z —b,x—a] < [-1, 1], donc <p( )=

Cas particulier (¢) = (%) : on a ¢(a) = §,cr b0y =S %]% = Suer =1 o) Wk(u) du = 3, dés que
1 <b—a,car vy est paire et § 1 11 79,(u)du = 1. Idem : ¢(b) =
k ue[ 7=, %] 2

Exercice dans R™. wn

Exercice 2.25 Soit f : z €]0,00[— f(z) = 1 € R. Donner une fonction g € C*([0,50[— R telle que g(0) = 0
et g(x) = f(z) pour > 1. Dessin.

Réponse. Troncature réguliére de f : on pose g = ¥ f avec g(0) = 0 ou (z) = p1xlpn (régularisée C* de 1,

=

o]’
la fonction ¢ valant 1 sur [2, oo). un

Exercice 2.26 Donner une fonction f € D(R) telle que f = exp sur [—1,1] et 0 < f < exp sur R, ou
exp: x — e* € C®(R) est la fonction exponentielle.

Réponse. On “tronque de maniére réguliére” la fonction exp : on pose g = 1[_2 2] * 1. Avec on a g € D(R) et
g(z) = 1 sur [-1,1] et 0 < g(z) < 1. Cette fonction g est notre fonction de “troncature réguliére”. On pose f(z) =
exp(x)g(x) : la fonction f convient, car produit de deux fonctions C*(R), donc est C*(R), et suppg est borné, et
trivialement suppf < suppg, donc f € D(R). =
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16 2.7. D(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < o

Corollaire 2.27 Soit a < b € R, soit ¢ < d € R. Si [c,d] <]a,b| alors il existe une fonction ¢ € D(]a,b[) qui
vaut 1 sur [c,d], et telle que 0 < ¢ < 1. (Dessin).

Dans R™ : si  est un ouvert de R™ et K un compact tel que K < , alors il existe une fonction ¢ € D()
qui vaut 1 sur K et telle que 0 < ¢ < 1.

Preuve. Soit (7)) une suite régularisante. Soit € = £ min(c—a,b—d) (dessin), soit e = c—¢ et f = d+e. Soit k

t.q. % < fge et % < e. La fonction ¢ = 1, s * ¢ convient, cf. proposition précédente.
Dans R" : soit K = suppy et soit € = d(K,R"—Q) > 0 la distance de K a R"—Q. Soit K. = K + B(0,%)...

on continue comme précédemment avec la fonction ¢ = 1x_ * Y. wn

Corollaire 2.28 Soit (¢y) une suite régularisante. Soit x € R.
1- Soit f € C*(R). Alors pour r € R¥ et ke N* t.q.% < r, la fonction produit :
fr,k d:6ff (]—]Io—r,;ﬂo+r[ * Sok)v (229)
est dans D(R) et est égale a f dans un voisinage de z. Plus précisément on a f,, = f sur Jzg—r+1,zo+r—1[
avec supp fr., Clro—r—7,To+r+7[-

De plus, si f est bornée, alors ||f — frkllo < ||f]]oo-

2- Plus généralement, soit ¢ > 0, et soit f € C®([xg—e,xo+€]). Alors pour r € R et k € N* t.q. 0 <
r<get % <r,ona frr € DR) et frp = f dans un voisinage de xo. Plus précisément on a fr, = f sur
lwo—r+4,z0+r—1[ avec suppfrj, Clro—r—1,zo+r+7[.

3- De p]LlS, Si f est bornée, alors ||fr,k”L°C(]mg—s,xg+s[) < Hf||L°°(]mo—s,zo+s[)-

Ainsi que ||f - fT,k”LOO(]iEOfE.,ZEOJrED < ||f||L°°(]mofs,xo+s[)

Preuve. 1- Soit ¥, = 1jzg—rzo+r[ * Pk On a . € C*(R), donc f,. € C*(R).. Soit I =]xofr+%,x0+rf%[
et soit I, =]x0—r—%,xo+r+%[. On a ¢, = 1 dans I_, donc f, = f dans I_ et ¥, = 0 dans I, donc
frxe =0 dans R — 1. D’ou 2-.

3-Et 0 < Lpy—raoir[ * ¢k < 1, donc 0 < [frp(2)] < [f(2)| et |f(2) = frp(z)| < |f(2)].

Exercice 2.29 Soit f en escalier avec suppf borné. Soit (¢x)n+ une suite régularisante. Alors pour k assez
grand on a f « i € D(R) avec |[f * plloo < |[f[leo €t [[f = f * @rlloo < [[f]oo-

Réponse. Ici In € N*, Jaq,...,an,c1,...,cn ER avec a1 < ... < an, f = ;:11 ¢ila;,a;4,1- On prend % < mini(%)_
Et f = ¢y vérifie les propriétés demandées (démarche de la prop. [2.24). un
2.7 D(R) est dense dans L’(R) pour 1 <p < w
2.7.1 Convergence L? et convergence p.p. des régularisées
Proposition 2.30 Soit g = 1[4 avec a,b € R, a < b. Soit (pr)ren une suite régularisante.
1- Pour 1 < p < o on a la convergence dans LP(R) :
P * ]-[a b 1[a b] dans LP(R), (230)
" k—o0 ’
L6 a0 = ¢k * Lapyllor @) =2 0-
Pour p = o0 (cas L*) c’est faux.
2- Pour 1 < p < o0 on a la convergence simple presque partout :
ok * g p) — l[ap) Presque partout. (2.31)
" k—o0 ’

3- On conserve ces résultats pour g = > | ¢; 1[4, p,] € LP(R) fonction en escalier.

Preuve. 1- Cas p = 1. On a 1,5 = @ * 1o sauf sur K = [a—%,m—%]U[b—%,b-%%] (pour k > ﬁ)
ensemble de longueur |K| = £ sur lequel |1, 4(z) — (pr * 1jap))(2)] < 1. Donc |[1jap) — @k * Lo llzi@®) <

f dr = - — 0.
K k k— 00
Cas 1 < p < 0. Calcul similaire avec |(114,5 (%) — @& * 1[a,p)(2))?| < 1, et méme conclusion.
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17 2.7. D(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < o

Cas p = 0. Comme Ok *g e CO(R), on a ||k * 9| = sup,eg |(or * ©)(z)|. Prenons la suite régularisante
ok =, cf. - Soit k > gt On a (g * 1jq4) (D) = 3, cf. . Donc [11,p1(b) — (0r * Lia))(b)| = 4,
donc [[14,6] — @& * 11q,p]||oc 1e tend pas vers 0 quand k — oo0. On ne converge pas dans LOO(R)

2- Soit x € R—{a, b}, et d(x) = min(d(z,a), d(z, b)) > 0, faire un dessin. Soit k: > o Ona (¢l ) () =

1{a,5) (), cf. proposition donc |, # 11q41)(2) — 11a5) ()| — k-0 0. Dot
3- Une fonction en escalier est une somme finie de fonctlons indicatrices d’ 1ntervalles. an

Corollaire 2.31 Soit (g )ren une suite régularisante. On a :

1-
si feLP(R),1<p<oo, alors ¢y fk—> f dans LP(R). (2.32)
—0
pa
si felPR)NL®R), 1<p<oo alors ¢ = fk—> f presque partout, (2.33)
— 00

et le résultat est conservé si { f=0o} ensemble fini de points et f € LP(R) (exemple L'(R) et f(z) = |z|~2).

Preuve. 1) Soit f € LP(R). Donc il existe une suite croissante (g, )y+ de fonctions en escaliers qui converge vers f
dans LP(R). Soit € > 0. Soit N, t.q. ||f —gn.||z» < €. Et soit K. t.q., pour tout k = K., ||gn. — ¢k *gn.||1r <&,

cf. (2.30). On a :
I[f =k = fllee < |[f —gn.llee + llgn. — or * gn.||ze + [k * gn. — @k * fllLe,

et (2.16) :
o * f = o = gnlee = ler = (f = gn)e < lerllllf —gnllee = [If — gnllee <,

puisque ||pk||zr = 1. Donc pour k = K. on a ||f — ¢k * f|lor <e+e+e =3¢, dou (2.32).
2) Soit (g, )n* une suite de fonctions en escaliers qui converge p.p. vers f. Soit € R™. On a :

|f = or = fl(x) = |f = gul(2) + |gn — @ * gnl(x) + |or * (g0 — f)I(2)

Si f est bornée alors ||f — gnlloo —n—00 0, et donc :

(o * (90 — ) ()] <f

[o(®)(gn — f)a—t)| dt < ||f—gn||aoj ()l dt — o,
teR R

puisque ||pk||rr = 1. D’ou (2.33) (démarche similaire a la précédente).
Cas f € LP(R) et {f=00} ensemble fini : soit = ¢ {f=w0} et d, = d(x {f oo}) Alors f est bornée dans le

voisinage ]m—%, T+ d; [ de z et on applique le résultat précédent avec k > = un

2.7.2 D(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p <

On rappelle que D(R) est ’ensemble des fonctions C*(R) qui sont a support compact dans R.

Les résultats sont présentés dans R, et restent valables dans R”.

Et le cas p = o0 est & exclure : espace D(R) n’est pas dense dans L*(R) : la fonction f = 1g (constante)
vérifie ||f — || = 1 quelle que soit la fonction ¢ € D(R), car ¢(x) = 0 & Pextérieur du support borné de ¢.

Théoréme 2.32 Pour 1 < p < o0, D(R) est dense dans LP(R) :
VfeLP(R), Ve >0, 3pe DR), ||f — ¢llrr <e. (2.34)

Autrement dit, toute fonction f € LP(R) peut étre approchée “aussi prés que souhaité dans LP(R)” par une
fonction de D(R).

En particulier, si (pr)ren est une suite régularisante, notant vy, = @y, * (f1_s 1) (régularisée de la fonction
tronquée f1{_j i), alors la suite (1y)ren+ converge vers f dans LP(R).

Preuve. (Par troncature et régularisation.) Soit f € LP(R), soit 0 = 1{_j ;1. Considérons f@; (la fonction
f tronquée), puis la régularisée 1, = @ * (f0x) ot (pr)y est une suite régularisante. Montrons que ¥, — f
dans LP(R).

On a supp(f0;) < [—k, k], et on a |f0x| < |f| sur R et f € LP(R), donc f6; € LP(R).
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On a ¢, € D(R), cf. prop. avec supp(Yy) < suppyy, + supp(fOy) < [—k—1, k+7] cf. () Et :
f=ve=Ff—=ou (k) = (f —or*f)+ (or* [ — o (fOk))
On a ¢, # f — f dans LP(R), cf. (2.32), et on a :
e * (f = fOR) e < llpwllorllf = fOklle = |If — fOrllLr = f |f(@)[? dz,
o¢[—k— %, k++]
car ||pg||r = 1, et le membre de droite est le reste de l'intégrale convergente, donc tend vers 0 quand k — 0.
Donc Hf — Q/JkHLp —>k—o0 0. un

2.8 Lemme de Lebesgue

Un résultat de convergence qu’on n’obtient pas avec le théoréme de convergence dominée, et qui utilise la
densité de D(R) dans L'(R) :

Lemme 2.33 Si f € L*(R) alors tlim J- f(z)sin(tz) de = 0. Interprétation : dés que la fonction sinus “oscille
— 00 zeR

assez vite” (i.e. t “assez grand”) 'intégrale (valeur moyenne) est proche de 0 (dessin).

Preuve. (Ici, & z fixé, g,(¢) = f(z)sin(tz) ne converge pas quand ¢ — o0 : passer & la limite sous le signe { n’a

pas de sens.)
b

ta) — th
1- Pour f = 1[4, 0t a <b, on a j sin(tz) dx = [— 1., = M — 0.

r=a t t—00

cos(tx)
t

a

2- Donc pour g en escalier on a J g(z) sin(tx) dx 2 0, comme somme finie d’intégrales convergeant vers 0.
zeR o

Donc Ve > 0, 31, > 0, Vt > T, J g(x)sin(tx) dz < e.
zeR
3- Soit f € D(R) (donc en particulier continue). Donc, pour € > 0, 3¢ en escalier t.q. ||f — g||z: < e. Le 2-

indique qu’il existe T} t.q. pour tout t > T, on a |f g(z) sin(tx) dz| < €. D’ou, pour tout ¢t > Ty :

zeR

|L€R f(z) sin(tx) dx| < LG |f(x) — g(z)|dx + |J ) sin(tz) dz|
<|If =gl +e < 2.

4- Puis D(R) est dense dans L!(R), d’oti le résultat en reprenant la démarche du 3-. a

2.9 Partition de 'unité
2.9.1 1 comme somme de régularisées (partition de ’unité de R)
On rappelle que 7. : & = Teo(x) = p(r — ¢).

Proposition 2.34 (Partition de Iumte de R) Soit (yn)n la suite régularisante paire donnée par . Soit
a,beR t.q. a <b, et on fixeneN t.q. 7<— On pose :

© = Vn * L[ap]s (2.35)

la régularisée de 1(, ). En particulier ¢ = 1 sur [aJr%, b—1] et suppy = [af%7 b+%].

n

Soit d = b—a (distance de a a b = largeur de l'intervalle [a,b]). On a :

1 1 1 1
o+1e0=1 sur [a+—,b+d——], et supp(p+ Tqp) = [a—f,b—l-d+f]7
" ) n ) ) (2.36)
T_gp+p=1 sur [a—d-ﬁ-g,b—g], et supp(7_qp + ¢) = [a—d—— b+ ]
Faire un dessin. Et de méme, pour tout k,/ e Nou k < ¢ :
1 1
ThdP + T(k1)dP + - + Te—1)a® + Teap = 1 sur [a+kd+ﬁ, b+€d*ﬁ], (2.37)
et de support [a+kd—2, b+€d+%]. Et donc :
Z Ted¥ = 1, (2:38)

keZ

formule de partition de I'unité de R (la fonction constante 1g).
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19 2.9. Partition de l'unité

Preuve. On reprend le calcul (2.28), avec supp(7qli,5)) = supp(lja+q,6+41)- En particulier :

o(x) = J v (t) dt, Tap(z) = p(z—d) = J Y (t) dt.
te[z—b,x—a] telr—b—d,z—a—d]
Et d > 0, donc :
o) + Tap() =f () dt, Ty = [r—b—d,r—a] (Y=, ~].
Jm n b x ’ n7 n

1- Si z—a < —2, soit x < a—1, alors ¢(z) + Tap(z) = 0.

- Sia—b—d > L, soit & > b+d+21, alors ¢(z) + Tap(z) = 0.

2-Si[-21,1] ¢ [2—b—d,z—a],s0it —1 > z—b—det L < z—a, soit x € [a+1,b+d—1] alors p(z)+740(z) = 1
3- Et dans les autres cas 0 < p(z) + mqp(z) < 1.

D’ou (2.36))1. Puis de méme (2.36])2. D’ou (2.37) par récurrence, d’ou (2.38)). ua

2.9.2 Partition de 'unité dans R"
Soit ) un ouvert dans R".

Lemme 2.35 Soit K un compact contenu dans une réunion finie d’ouverts U;nzl Q;. Alors il existe des compacts
Kj < Q; tels que K < |Jj~, K;.

Preuve. Pour z € K, soit j, € [1,m|y t.q. z € Q;_, et soit r;, t.q. B(z,2r;,) < Q;,. Comme K < |, x B(z,rj,)

_ . ¢
et K compact, il existe un sous recouvrement fini K < (J,_, B(zk,7j, ). On pose K; = (Jr=1...c B(zy, 715, ),
- TR EQ;

réunion finie de compacts donc compact, et K < | Ji~ | Kj, avec K;j < (Jr=1,...c B(ay, 21, ) < Q. s
TR EQ,

Lemme 2.36 Soit Q) un ouvert et soit un compact K < Q. Soit f € C°(Q) t.q. fix = 1. Alors f est strictement
positive dans un voisinage ouvert de K : 3e > 0, Yx € K + B(0,¢), f(z) > 0.

Exercice 2.37 Montrer & l'aide des suites que si K est compact dans ) ouvert, alors il existe ¢ > 0 t.q.
K + B(0,¢e) < © (donc que K est a plus d’une distance € du bord de ).

Réponse. Sinon, pour tout &, en particulier ¢ = =, on a (K+B(0,1)) n (R"—Q) # . Donc il existe z,, € K et

Zm € B(0, =) t.q. Tm + zm € (R"—Q). On a construit une suite (2m ) en+ dans R™ qui converge vers 0. Et on a construit
une suite (Tm ),en+ dans K, et comme K est compact, la suite (Zm ) ,en+ @ une sous-suite convergente (Zm, )pen+ dans K ;
notons T, = limg 0 Tm,, € K. Donc la suite (@m, + 2m, )y* converge vers o +0 = Too 5 €6 (Tm,, + 2m,, )y* €st une suite
dans le fermé (R"—) (complémentaire d’un ouvert), donc sa limite o € R"—. Avec 2o €  : absurde.

En particulier z, € © (car K < Q). un

Preuve. D’aprés le lemme précédent, il existe r > 0 t.q le compact K + B(0,r) =noté ¢ est tout entier dans €
. Soit N € N* t.q. % < r. Supposons le lemme faux, i.e. Ve = % oun > N, 3z, € K + B(0, %) t.q. f(z,) = 0.
On a construit une suite (x,),~n telle que f(z,) = 0 pour tout n. Et (x,)n+ appartient au compact K., donc
on peut extraire une sous suite convergente dans K., soit xo, € K. la limite. Mieux, o, € K car K est fermé :
sinon zo, € R® — K ouvert, donc 3¢ > 0 t.q. B(zy,e¢) € R"® — K, donc d(x4, K) = ¢, absurde par construction
de la suite (x,). Et comme f est continue et z, — Ty, on a f(z4) = 0. Et comme x4 € K on a f(zy) = 1.

Absurde car o, € K < Q : donc le lemme est vrai. un

Proposition 2.38 (Partition de I'unité.) Soit K un compact de R™ dont on considére un recouvrement fini

U;":l 2 o K, les Q; étant des ouverts de R™.

II existe alors m fonctions x; € D(Q;) telles que 0 < x; < 1 pour tout j =1,...,m et :
x1(z) + ... + xm(z) =1 dans un voisinage ouvert de K. (2.39)
Preuve. On applique le lemme : soit m compacts K; < €; t.q. K < U;n:1 KJ

Soit alors 1; € D(€2;) une fonction qui vaut 1 sur K; (une telle fonction existe d’aprés le corollaire [2.27). En
particulier " | ; est une fonction C* strictement positive dans un voisinage ouvert de de K. On pose dans

o 0y (z)
() = s s, (2.40

On vérifie immeédiatement que les x; conviennent. un
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loc

(R) et résultat de “projection”

2.10 L} (R) et résultat de “projection”
Lemme 2.39 Soit 1 < p < o, et soit f € L} (R). On suppose :

hypothése : Vo € D(R), fR f(@)p(z)dx = 0. (2.41)

Alors, avec q le conjugué de p défini par % + % =lquand 1l <p< 0 :

p=1: Vie L®(R) t.q. suppy) compact, f f(@)Y(z)dx =0,
R
conclusion : pe]l,o[: Vi e LYR) t.q. suppy compact, J f@)Y(z)dx =0, (2.42)
R

p=o: Ve L'(R) t.q. suppy compact, fR f@)Y(z)dx = 0.

Preuve. Cas p = 1. Soit ¥ en escalier avec suppy borné, i.e. 3k € N, ay,...,ax,¢c1,....,cx € R, a1 < as <
< ag, P = 2?711 Cilfa;,a;,,]- SOit (7,) une suite régularisante et soit 1, =9 ¢ % 4,. On a ¢, € D(R) et
Gn(@) — > 5() P-per avee |10 — Gulloo < [[E]Lo, cf. exercice [2.29] Donc :

f F@) (@) — () dr = f F (@) a0} (@) (@) — () d — 0,

n—0o0

grace au théoréme de convergence dominée : notant g(n,z) = (fl[a,,a,]) (@) (¥ () — Yn(x)) l'intégrant, a = fixé
Y(x) — Yp(z) — 0 p.p. donne g(n,x) — 0, avec |g(n, z)| < [|[Y||co|(f1[ay,a,]) ()] majoration indépendante de n
par une fonction intégrable. Donc 1 est vraie pour les fonctions en escalier.

Soit ¢ € L*(R) a support borné. Soit (e, )y une suite de fonctions en escalier qui converge p.p. vers 1), avec
(en(x))n croissante positive si ¢(z) = 0 et (e, (z))y décroissante négative si ¢(z) < 0 (voir cours d’intégration).
Donc on a ||en||o < |]¢]lo < 0 pour tout n.

Comme Ja > 0 t.q. suppy < [—a,a], quitte & remplacer les e, par e,l[_, 4], on peut considérer les (e,)
toutes a support dans [—a, a]. Et on a :

J f@)(W(x) = en(x)) do = J f@)[—aa1(2)($(2) — en(z)) dz — 0,
R R

n—o0

grace au théoréme de convergence dominée : & z fixé ¥(z) — en(x) — 0 p.p., et |[f(z)(W(z) — en(z))] <
[%]loo]| f1[=a,qa1ll 1 () majoration indépendante de n par une fonction intégrable. Donc (2.42); est vraie pour les
fonctions bornées & support borné.

Cas p €]1, o[. Soit g t.q. % + % = 1.
Cas 9 en escalier avec suppy borné : méme suite (¢,,) que précédemment : ici flfg, 4,1 € LP(R) et ¥, 1, €

L9(R) pour tout n (trivial). Et Holder : | {p f(2)1fa, 0, (@) (¥ (%) — ¥ (@)) d2| < |[f1[ay,00) |20 |1 = tn]|La — 0.
Soit ¢ € L*(R) a support borné. Méme suite (e,,) que précédemment. Et Holder.

Cas f € L*®(R). Cas ¢ en escalier avec suppw borné : meme suite (1) que précédemment : ici flp,, q,] €

L*(R) et 1,1, € L'(R) pour tout n (trivial). |SR MNiay,an] (@) (W0(x) = Yn(x)) dz| < || fliay x|l —
'l,Z)n”Ll — 0.
Soit ¥ € L'(R) & support borné. Méme suite (e,,) que précédemment... o

Proposition 2.40 Soit 1 < p < w, et soit f € L} (R). On a :
Yy € D(R), J f(@)p(z)dx =0 — f=0p.p. (2.43)
R

Preuve. < : trivial. C’est = qu’il s’agit d’établir. Avec le lemme [2.39]:

Cas p = 1: on prend ¥(z) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(z) = 0, et sinon ¥(z) = 1 si f(z) > 0 et
Y(x) = —1si f(z) < 0. Donc ¥ € L*(R) a support borné et 0 = §, f(x)v(x) do = {3 | f(x)1)_g k[ (2)| dz. Comme
|f1—k k[l = 0, on déduit |f1y_x x| = 0 p.p., voir cours d’intégration, donc f1y_ ,; = 0 donc f = 0 sur | — k, k[,
vrai pour tout k.

Cas p €]1, 0] : on prend ¥ (x) = 0 quand x ¢]—k, k[ et quand f(x) = 0, et sinon ¢(x) = f(x)P"Lsi f(z) > Oet
Y(z) = —|f(z)[P~1 si f(x) < 0. Soit g le conjugué de p donné par %—l—% =1.0na [¢(2)]? = |f(2)]1P~Y = |f(z)]
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pour z €] — k,k[ et 0 ailleurs. Donc ¢ € L(R). Avec fli_; 4 € LP(R). Donc (fl_px)¢ € L*(R) avec
(fl—kk)% = | fIP1[—x) = 0 d’intégrale nulle, donc f = 0 sur [k, k], vrai pour tout k.

Cas p = o : dual du cas p = 1. On prend ¢¥(x) = 0 quand z ¢] — k, k[ et quand f(x) = 0, et sinon ¢(z) = 1
si f(z) > 0et (x) = —1si f(x) < 0. Comme [—Fk, k] est borné et ) borné, ¥ € L*(R). Donc SR fl—kx¥ =0,

avec fli_p ¥ = |f|1[=kk) = 0, donc |f|1[_x ) = 0 p.p., donc f = 0 sur [k, k], vrai pour tout k. wa

3 Premiéres définitions et propriétés des distributions

3.1 Convergence dans D({2) (au sens de D((2))
Soit £ un ouvert de R.

Définition 3.1 Soit ¢ € D(2). On dit qu’une suite (¢n)nen de D(2) converge vers ¢, et on note :

On — @ dans D(Q), (3.1)

n—o0
ssi :

{ 1) 3K < Q, K compact, tel que VneN, supp(p,) c K,
(3.2)

2)VkeN, [l — ™l — 0.

Donc les ¢,, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

Soit © un ouvert de R™. Pour k = (k1,...,k,) € N, on note |k| = k1 + ... + k.
Définition 3.2 Soit ¢ € D(£2). On dit qu'une suite (¢, )nen de D(2) converge vers ¢, et on note :

On —> @ dans D(Q), (3.3)
n— o0
ssi :
1) 3K < Q, K compact, tel que Vne N, supp(p,) c K,

ok, okl ! 0 (3.4)
6:3’1“...83551" 833?1...6:55" P
Donc les ¢, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent uniformément ainsi que
toutes leurs dérivées.

9) Vk = (k1. kn) e N", ||

Dans la suite, pour simplifier les écritures, on regardera essentiellement le cas R™ = R (le cas 1-D), donc la
convergence donnée en (3.2).

Proposition 3.3 Soit (¢, )neny une suite de D(Q) qui converge vers ¢ € D(Q). Soit K le compact dans .
Alors suppy ¢ K.

Preuve. On a ||¢ — ¢nlloo —>n—00 0 : soit € > 0 et soit N € N t.q. Vn > N, ||¢ — ¢nlle < &, donc pour tout
r € Ron a |p(z) — ¢n(r)| < e. En particulier, pour tout z € R—K, comme alors ¢, (z) = 0, on a [p(z)| < ¢.

Vrai pour tout e. Donc pour tout £ € R—K on a ¢(x) = 0. Donc {x : p(z) # 0} < K, donc suppp < K = K. du

Remarque 3.4 Cette notion de convergence sera suffisante un ‘certain temps’ : elle donnera la continuité des
distributions comme limite : si ¢; — ¢ dans D(), cf. 1D alors T : D(Q)) — R sera un opérateur continu si
j—00

T(p;) — T(¢) dans R.
Jj—0

En revanche, en particulier pour certaines propriétés des distributions & support compact, on aura besoin de
regarder la topologie de D(Q) (ses ouverts). Cette topologie est celle d’un espace métrique complet non normé
(il n’y a pas de norme sur D(2) qui le rende complet), et sera rapidement décrite plus loin. .
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22 3.2. L’espace D'(Q)

3.2 L’espace D'(Q2)
3.2.1 Définition

Définition 3.5 Une forme linéaire continue sur D(2) est appelée une distribution sur .
L’ensemble des distributions sur §2 est noté D’(Q) :

déf

D/(Q) = Leont (D(Q)vR) (35)

C’est ’ensemble des formes linéaires continues sur D(?) (dual topologique de D(2)).
Donc T € D/(Q) (i.e. T est une distribution sur ) ssi :
D) - R .
T: vérifie :
¢ = T(p)
1. linéarité : pour tout ¢, € D(f2) et tout Ae R :

T(p+ M) =T(p) + AT(1), (3.6)

2. continuité : pour tout ¢ € D(Q), T est continue en @ ; i.e. pour toute suite (¢, )nen de fonctions de D(2)
qui converge vers ¢ dans D(Q), cf. (3.2), la suite de réels (T'(,,))nen converge vers le réel T'(¢) dans R :

lim T(pn) =T(p)  (=T(lim @), (3.7)

n— o0 n— o0

soit encore |T(vn) — T(¢)| —O>CO (dans R).
n— 00

N.B. : une distribution est un instrument de mesure des fonctions : pour une fonction ¢ on obtient la valeur
réelle T'(p).

Remarque 3.6 La continuité est la définition usuelle de la continuité en un point : une fonction F est
continue en un point X ssi quelle que soit la suite (X,,) qui tend vers X on a F(X,,) — e F(X), autrement
dit ssi lim, o0 F(X,) = F(X) = F(lim,— 0 Xp).

Ici les notations sont F' =T, X = p et X,, = ¢,, et la notion ¢,, tend vers ¢ est la notion de convergence

définie en (3.2)) (ou en (3.4)). o

Donc par définition d’une distribution (plus précisément le fait qu’une distribution soit continue par défini-
tion), on peut donc passer a la limite sous la distribution 7', cf. (3.7) :

lim T(py) = T(lim @n) (= T(p))- (3-8)

n—o0

dés que (¢,,) est une suite de D(Q2) qui converge vers ¢ € D(2), au sens de D(Q2), cf. (3.2).
Notation : la linéarité fait qu’on emploie le crochet de dualité : pour ¢ € D(Q) :
T(p) = (T, ¢), (3.9)

ou encore la notation abusive de l'intégrale (autre notation usuelle de la linéarité) :

T(p) = JT(p. (3.10)

Attention : cette notation intégrale peut s’avérer dangereuse (voir plus loin la masse de Dirac §, définie par
8a() = ¢(a) et qui ne s’écrit pas comme une intégrale « §d,¢ »).
Donc par définition de la continuité des distributions 7' on peut passer & la limite sous le crochet : quand

(pn) — ¢ dans D(Q), cf. :

lim <T7 Qpn> = <T’ nhjgo Qpn> (: <T’ <,0>)7 (3'11)

n—o0

ou encore qu’on peut passer a la limite sous le signe | :

lim | T, = JT lirréO ©n (= JT<p). (3.12)

n—oo
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23 3.2. L’espace D'(Q)

3.2.2 L’exemple des distributions réguliéres 7y pour f e L} (R)
Oun considére R muni de sa tribu borélienne et de sa mesure (usuelle) de Lebesgue.

Définition 3.7 Soit f € L}, (Q). On appelle distribution réguliére associée a f : la fonctionnelle 7' =1°% T
Q) — R définie par :

déf
veeD@ (T Y | fee . (313)
Proposition 3.8 Pour f e L} (Q), la fonctionne]]e Tf définie en (3.13) est une distribution.
(Interprétation : pour ¢ € D(R), le réel Ty(¢) = §, p(x)(f(x) dx) = p(f) est I'intégrale de ¢ pour la mesure

de densité f, notation usuelle du(z) = f(x )dx)

Preuve. Soit ¢ € D(Q2). On a §,, f(z)p(z) dz = {, f(2)¢(2)lsuppe () dz. La fonction fplgupp, est dominée par
la fonction intégrable ||¢||o fLsuppe (car fe L} () et suppp est compact dans ). Donc est bien défini.
La linéarité est triviale cf. . (c’est celle de l'intégrale).
Continuité de Ty : soit ¢ € D(Q) et soit (¢, )y une suite de D(Q) convergeant Vers <,0 e D(Q), cf. (3.2).

On o avec o compact & de G« 1700 = Ton) = 1 o) o ol Nde] 15 Flre - (ool £
o = @nlloo §je [f(2)|dx —p00 0, car || — @pllc = 0 et fe L (K). Donc Tf est contlnue en . Vrai pour tout

p € D(Q). =

Définition 3.9 Généralisation : si f € L} (Q) avec 1 < p < o0, on appelle distribution réguliere 7 la distri-
bution donnée par (3.13). (En particulier vrai pour f € LZOC(Q).)

Proposition 3.10 Pour f € L} () oul < p < o0, la fonctionnelle Ty définie en (3.13) est bien une distribution.
Preuve. Pour ¢ € D(2), K = suppy et g € [1,00], on a §,, |¢|? = { |¢]? < ||| K| < o0, donc ¢ € LI(Q).

Soit fe L} () et ¢ € D(Y). Le cas p =1 a été traite dans la proposition précédente.
Cas 1 < p < 0. Soit ¢ de conjugué de p, donné par + ~ =1. Comme f € chc(Q) on a f e LP(K); et pour

peD() onaype LK), donc fo € L}(K), donc Tf( ) est bien défini par ( . Et la linéarité de Tt est
immediate. Soit (¢,) une suite de D(§2) qui converge vers ¢ dans D(12), avec K compact t.q. K o supp(en)
pour tout n. Alors || — @nl|l? = § (¢ — ¢n)¥(z) dz < || — on||% | K| — 1o 0. Donc, avec Holder :

(T = ol < | 1ol < I llsaolle = enllee =0
K n

d’ou la continuité de Ty sur D(Q2).

Cas p = 0. Alors [(T,¢)| < SK supg | f(2)|supg (@) de < | K| || f||z=x)|l¢||» < o, donc (3.13) est bien
défini. Et la linéarité et la continuité sont immeédiates. e

Notation abusive. Quand f € L (), on note abusivement (pour alléger I’écriture), pour tout ¢ € D(1Q) :

Tpohorn " Tr) " ()" [ fo (@one = | fa)ola) do). (3.14)
On note donc abusivement 7 = f au sens des distributions... et on dit qu’on “identifie” la distribution T & la
fonction f...

Attention a cette identification : dans la notation (f, ¢), Pobjet f n’est pas considéré comme une fonction
mais comme la distribution 7'y réguliere associée.

Exemple 3.11 La fonction constante f = 1y € Lloc( ) définit une distribution réguliére qui & une fonction ¢

associe son aire sous la courbe : T1,(¢) = J o(x) dx noté (1g, ¥). un
R

Exemple 3.12 La fonction échelon unité (= troncature a gauche en 0 = “unit step function”) appelée fonction

de Heaviside Hy :
1 si x>0,
H = 3.15
o) {o si x<0, (3.15)

définit une distribution réguliére sur R. Elle n’a pas été définie en = 0 (donc définie uniquement presque
partout), ce qui n’a aucune importance quand on s’intéresse a son caractére L (R). On note alors Ho(z) =
1g, (z) ou Ho(x) = 1Rf'

Considérer Hy comme distribution réguliére, c’est considérer la distribution réguliére T, i.e. c’est considérer

I'instrument de mesure Ty, : ¢ — T, (p) = J o(z) dx note (Ho, ¥). ua

Ry
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Proposition 3.13 Soit fe L] (R)oul<p<o.Ona:

f=0 p.p.surla,b] — Ty =0 sur D(]a,b[). (3.16)
Preuve. C’est une autre version de la proposition [2.40] o

3.2.3 L’exemple des masses de Dirac et de leurs dérivées

Définition 3.14 Soit a € R. La masse de Dirac d, : D(R) — R est définie par :

5a() ' p(a) "2 (54, ) (3.17)

Plus généralement, la masse de Dirac en a est définie sur toutes les fonctions continues en a, la valeur de
(a) étant alors parfaitement définie (ce qui n’est pas le cas d’une fonction définie presque partout en général).

Proposition 3.15 d, est une distribution, mais n’est pas une distribution réguliére.

Preuve. La linéarité est immédiate. Continuité : soit ¢ € D(R) et soit (p,) — ¢ dans D(R). En particulier
[l — ©nlloo = 0, s0it sup,cg |@n(x) — @(z)| — 0, en particulier ¢, (a) — ¢(a). Donc §,(vn) — 04(p), donc 4,
est continue au point ¢ € D(R). Vrai pour tout <p € D(R) Donc d, est une distribution.

Supposons qu'il existe f € L} (R) telle &, ( SR x) dx pour tout ¢ € D(R). En particulier pour tout
¢ € D(R — {a}) on aurait 0,(p) = p(a) = O g f(@)p ( )dx Et donc f = 0 presque partout sur Ja,b[c R*
pour la mesure de Lebesgue, cf. proposition [3.13] donc sur R. Dot 6, = 0. C’est faux, puisque 6,(¢) = et #0
(avec ¢ donné en (1.18)). Donc 4, n’est pas réguliére. .

Exemple 3.16 Le peigne de Dirac )}, _, 0x € D'(R) définit une distribution. Le vérifier. Mais ce n’est pas une
distribution réguliére. un

Définition 3.17 La dérivée de la masse de Dirac 0/, est définie sur D(R) par :
Bul) = —¢'(a) "E (5. 0). (3.18)
Et les dérivées successives de la masse de Dirac 6C(lk) sont définies sur D(R) par, pour k € N :
00 () E (1M (@) "2 (5, ). (3.19)

Exercice 3.18 Vérifier que les 6ék) sont des distributions mais ne sont pas réguliéres.

Réponse. Adapter la démonstration de la proposition un

3.2.4 Autres exemples, et contre-exemples

Exemple 3.19 Pour n € N, la fonctionnelle >};_, 6((Jk) définit une distribution. un

Exemple 3.20 La fonctionnelle T' = ZZO:l éék) ne définit pas une distribution : considérer une fonction ¢ €

D(R) qui vaut e~ au voisinage de 0, cf. example [2.26} pour laquelle (3., 6, ,<p> YPl=0w¢R. o
Exemple 3.21 Si T n’est pas linéaire (exemple T'(¢ SR ©?(x) dr) alors ce n’est pas une distribution. un
Exemple 3.22 la fonctionnelle ;" & ) définit une distribution. Le vérifier. un

Exemple 3.23 Dans R" la masse de Dirac au point @ € R™ est définie par dz(p) = ¢(a@). On vérifie que c’est
bien une distribution sur D(R"™). ua

Exemple 3.24 La fonction z — % ne définit pas une distribution sur R. Mais sa restriction a ]0, oo[ définit une
distribution réguliére dans D’(]0, oo[). un

Exemple 3.25 Le produit de deux distributions n’est pas défini : en particulier la masse de Dirac au carré
n’est pas une distribution (d’ailleurs on ne sait pas définir la masse de Dirac au carré).
Cas des distributions réguliéres : exemple : la fonction x — |o:\*% définit une distribution sur R (elle est

dans L}OC(R)) alors que son produit par elle-méme ne définit pas une distribution sur R. un
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25 3.8. L’espace vectoriel D'(Q)

Exemple 3.26 Dans R"”, le moment d’inertie par rapport & Zy d’une distribution & support compact est défini
par :
I(&o) = (T, || — &o|*). (3.20)

Si T' = Ty est une distribution associée a une fonction f & support borné K, le moment d’inertie par rapport
A Ty vaut :

I@) = | £(@)|17 - 7ol a2 (3.21)
K
Et si T = 8z, alors I(%) = ||@ — To||?, moment d’inertie par rapport & ¥y d’une masse unité ponctuelle en G. &

Exemple 3.27 Si T = T} est une distribution réguliére avec f € £!(R™) de support excluant 0,i.e. f =0 dans
un voisinage ouvert de 6, le potentiel Newtonien est défini au point Zy par :

- 1 z
U(io) = (Ty, o) = J @ 0. (3.22)
1o = Z|I"  Jzern |0 — 2]
Et pour la masse de Dirac dz et Ty # d, il est défini par :
1 1
U(Zo) = (0a, 7=——=p) = 7= =7+ (3.23)
1Zo — 2" [|Zo —all
inverse de la distance de @ a &Y. un

3.2.5 Restriction

Définition 3.28 Soit T'e D(Q2) et soit w un ouvert de R tel que w = Q. La restriction 7}, est la distribution
de D’(w) définie par :
(Tw, ) = (T p), Ve D(w). (3.24)

Il est immeédiat de vérifier que T}, est bien une distribution sur w (linéaire et continue).

3.2.6 Remarque pour la notation intégrale et écriture abusive T'(x)

La propriété de linéarité de T fait qu’on peut utiliser formellement le signe de l'intégration (signe utilisé en
cas de linéarité) :

T(¢) = (T, ) = J T "2 fT(x) () dz "SE (T(2), p(a)). (3.25)

Mais attention, ce n’est qu’une notation formelle. En particulier T'(z) ne veut rien dire puisque un point z €
n’appartient pas au domaine de définition de T : le domaine de définition de T est I’ensemble des fonctions
de D(Q), et uniquement T'(p) a un sens pour ¢ € D(Q).

Par exemple, dp(x) n’a aucun sens pour z € R, puisque §p n’est pas une fonction sur R (mais sur D(R)).
C’est dp(p) qui a un seuns, et vaut do(p) = ¢(0), pour une fonction .

Cependant ’écriture abusive dop(z) sera utilisée dans ’expression (6o(x), p(z)), et permettra d’alléger les
notations lorsque ¢ sera une fonction de plusieurs variables : on écrira :

(Go(@), (2, 1)) © So(py) = 24(0) = 9(0,9) = P, Y) a0, (3.26)

ol 1 T = py(z) = (z,y). Et de meme (Jo(y), ¢(z,y)) =% (z,1),0 = ¢(,0).

Pour étre rigoureux, on doit d’abord définir & y fixé la fonction 1 : © — 1 (x) def o(x,y) et & z fixé la fonction

w21y — @a(y) def o(x,y) et écrire (dp, 1) = ©1(0) = ¢(0,y) dans le premier cas, et (g, p2) = p2(0) = ¢(z,0)
dans le second cas.

Autrement dit est une écriture abusive mais pratique (de méme que (3-25)).

En cas de doute, on n’abuse pas des notations.

3.3 L’espace vectoriel D'()

Comme D'(2) € F(D(Q);R), on reprend les définitions de la somme interne et de la multiplication externe

usuelle : pour deux distributions S et T' et un réel A € R, les distributions (S + T') et (AT) sont définies par
(S +T)(p) def S(p) + T(p) et (AT)(¢) def MT'(¢)), soit avec les notations du crochet de dualité, pour tout
peD():
déf
(S+T,9) = (S,0) +(T,9),
deéf
(AT, 0) = XT, ).

(3.27)
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26 3.4. Convergence dans D' () (convergence faible)

Proposition 3.29 L’espace D'(Q}) muni des opérations + (addition interne) et . (multiplication externe) est
un espace vectoriel. 11 est noté (D'(Q2), +,.), ou simplement D' ().

Preuve. C’est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (F(D(2); R), +,.) des fonctions de D(£2) dans R : on
vérifie facilement que les fonctionnelles (S+T') et (AT') ainsi définies sont bien linéaires et continues sur D(€2). au
Exercice 3.30 Montrer : si T' =Ty et T = T sont deux distributions réguliéres et si A € R, alors :

Tf + )\Tg = Tf_;,_)\g. (328)

Réponse. L’intégrale est linéaire. un

3.4 Convergence dans D'(Q2) (convergence faible)

Définition 3.31 On dit qu’une suite de distributions (73, )nen de D'(£2) converge ssi elle converge simplement,
i.e. ssi elle converge en tout point, i.e. ssi quelque soit ¢ € D(Q2), notant r,, = (T}, ), la suite de réels (r,)y
converge dans R :

(T)n converge <« VYoeD(Q), IreR, lim (T, ) =r "L T(yp). (3.29)
n—0o0
Cela définit alors la fonctionnelle 7' : D(Q2) — R appelée limite de la suite (7)) dans D'(Q), et noté
T =20 im0 Th.
Théoréme 3.32 Soit (T},)nen une suite dans D'(§2) qui converge au sens (3.29). Alors la limite T' défnie en (3.29
est une distribution sur Q.

Preuve. Pour ¢,1 € D(2) et A € R on a (égalités dans R) :

(T, +20) € lim (T, 0+ M) = lim (T, ) + AT, 1))
= lim (T, ) + A lim (T, ) = (T, ) + MT,9)),

n—ao0
d’ou la linéarité.
Continuité : soit ¢ € D(). Soit (pr) une suite de D(2) convergeant vers ¢ € D(Q2). On a limy (T, pi) =
limg, lim,, (T}, ¢k ). On admet qu’on peut inverser les signes limites (voir théoréme de Banach—Steinhaus dans les
espaces métriques complet).

D’ott limy, <T7 ¢k> = lim,, limg, <Tna @k> = lim, <Tn; limy, <Pk> = lim,, <Tna <P> = <Ta <P>- .
On note alors (convergence faible) :
. /
T, et T dans D'(£2) (3.30)
Donc : T,, = T dans D’'(2) ssi :
VQD € D(Q)v <Tna (P> —50<T7 50> dans Ra (331)

i.e. ssi, pour ¢ quelconque (fixé), |T,,(¢) — T'(¢)| — 0 dans R.

Remarque 3.33 La convergence ([3.29) réécrite en (3.31)) est la définition usuelle de la convergence simple des
fonctions : une suite de fonctions (F,) converge simplement vers F' ssi pour tout X on a F,(X)— F(X). Ici
les notations sont F,, =T, et X = . un

Remarque 3.34 Ici, les distributions T sont des fonctions qui agissent sur des fonctions, et pour cette raison

sont appelées des fonctionnelles ; et la convergence simple (3.31)) est alors appelée convergence faible. un

}OC(R) qui converge presque partout vers une fonction

(R) t.q. |fj(z)] < g(z) presque partout. Montrer que

Exemple 3.35 Soit (f;)y+ une suite de fonctions dans L
f- On suppose de plus la suite dominée : il existe g € L},
feLl . (R)etque fj — f au sens des distributions.
Réponse. Les fonction f; et f ne sont pas des distributions. Donc ce qu’il faut comprendre est :
1- On consideére les distributions réguliéres T, et 1.
2- Et il s’agit de montrer que Ty, — T dans D'(R), i.e. que f fi(@)p(z)de — f f(z)p(z) dz pour tout ¢ € D(R).
: i—=o© Jp

R
Soit ¢ € D(R) fixé et K son support (compact). On applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
puisque |£;(2)¢(z)1x (2)] < [lllolg(z)[1x (2) et glx € L'(K). o

26



27 3.5. Convergence vers la masse de Dirac

Exemple 3.36 Montrez que v, — §y dans D’'(R), ou v, est défini en (2.25)) (approximation de dy).

Réponse. v, est une fonction et n’est pas une distribution. Donc ce qu’il faut comprendre est :
1- Comme les 7, sont des fonctions L'(R), on considére les distributions réguliéres Ty, = T, associées.

2- Bt il s’agit de montrer que T,, —do dans D'(R), i.e. (3.31), i.e. { vn(x)p(z)dr — ¢(0). Le faire; réponse :
voir § suivant. un

3.5 Convergence vers la masse de Dirac

3.5.1 ¢, comme limite de fonctions portes

Pour alléger les écritures, on considére la masse de Dirac dg en 0, la masse de Dirac §, en a procédant de
méme.

Soit, pour n € N*, les “fonctions portes” II,, = n Lo o (centrées en 0) :
1 1
n poura:e]—%,%[,
I, (z) = nl]_ﬁ7ﬁ[(m) = 1 (3.32)
0 pour |z| = —,
2n

1
a dessiner. Ce sont des fonctions L'(R) positives de masse 1 : {, II,,(z) dz = 1 (= {?", ndx).
2n
Cette suite de fonctions ne converge pas vers une fonction dans L!(R) : cette fonction limite vaudrait 0
sur R*, et donc nulle presque partout, mais avec une masse égale a 1. (On remarque que (II,, )+ n’est pas une
suite de Cauchy dans L' (R) puisque ||II,, = IIo, || 11 = §5 [T, (2) =2, (x)| dz = 1 + 0, donc (I, )+ ne converge
pas dans L'(R).)

Proposition 3.37 11, étant la distribution réguliére associée a Il,,, on a :

Tn, — 6o dans D'(R), etonnote II, — &, dansD'(R), (3.33)
n—o0 n—0o0
i.e., pour tout ¢ € D(R) :
(Ti,0) = | Ma(e)p(e)de — ¢(0) = Gl (3.34)
R n

Preuve. (T11,, ) jgocp(O) ssi Ve > 0, AN, e N t.q. Vn > N, |J I, (z)p(z) de — p(0)| < ¢, soit :
" R

Ve >0, 3N, e N t.q. Vn = N, |J IL, (z)(p(z) — ¢(0)) dz| < ¢, (3.35)
R

car SR IT,, = 1. Soit € > 0, et montrons 'existence d’'un N..
Pour ¢ € D(R) on a ¢ continue en 0, donc, pour € > 0on a: In. > 0t.q. Vo €] —n.,n-[ ona |p(z)—¢(0)]
Donc pour ¢ fixé et 7. correspondant, on a Sisn lo(z) — ¢(0)| dx < 2n.e.

N

g.

On prend N. € N t.q. N% < 2n,. Donc ¥n = N. on a % < 7Ne, €t Y e];—i, ﬁ[ on a |p(z) —p(0)] < a=ce.
Donc, II,, étant positive, {; IT, (x)]p(z) — ¢(0)| dx < & {3 I, (x) dx = € dés que n > N, : d’ou (3.35). o

Et “symboliquement” (et abusivement), on note :
notation symbolique : J dp =1 (= J I1,,), (3.36)
R R

bien que dy ne soit pas une fonction, et on dit que Jy a “une masse” qui vaut 1.

Remarque 3.38 On aurait aussi bien pu utiliser les fonctions portes non centrées IL,, () = n Ljo, 11 au lieu des
fonctions portes centrées (3.32) : méme démarche et méme résultat, écrit tout aussi abusivement :

nlyg sy — 0o dans D'(R), (3.37)
en lieu et place de T, L1, —n—oo do dans D'(R). un

n
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28 3.5. Convergence vers la masse de Dirac

Exercice 3.39 Montrer (3.33)) a I’aide du théoréme des accroissements finis.

Réponse. La démonstration de (3.34) n’utilise que le caractére C° de ¢ en 0, approche pertinente car dy est plus
généralement définie sur les fonctions continues en 0.
Ici 0o a été définie comme distribution, donc pour les ¢ € D(R). Et ¢ € D(R) = C*(R), donc il existe ¢, entre 0 et z # 0

t.q. 2220 — /(¢,) (théoréme des accroissements ﬁnis) Dot | §, I (2)(¢(z) — 9(0)) dz| = |§, 21T, (2)¢' (&) dz| <
1/2n 1/2n ]1/277,

' lom § 215, J2l da = 2[1@"||oon §,™" 2 dz = 2||¢"[|on[ 5

=y’ ||co4n n—oo 0. v
Exercice 3.40 Montrer que dg est limite de la suite (f,) des fonctions affines par morceaux données par

fn(z) =n?(x + %)1]%170[(“@) —n?(x — l)1]0 1((z) (fonction chapeau : dessin).

_1y2.1
Réponse. (Remarque : f, est paire, donc , fn(z)dz = 250%(—712)@ - Dda = —QnQ[%]g = 1.) Soit ¢ € D(R).
On a:

: }
Thop) = |, nerDe@ do— | na=2)pta) o

1 1

On a ”25 +3)p(0) dz — n? {5 (z—1)p(0) dz = np(0)(5[(z+7)*]% — 5[(z—3)*lg = ¢(0), et avec ¢ € D(R)

on a continue en 0, donc, pour e>0ona:In >0tq Yre]— ng,ng[ on a |¢(z) — ¢(0)] < e. Donc pour ¢ et le 7.
1

correspondant, on prend Ne t.q. x- < 7, et pour tout n > Ne ona [(Ty,, 9) —¢(0)] < en (S(l (z45) de—§p (z—1) dx) =

en®(§l(a+ 212 = Sla—2)?1F) = & Donc [Ty, ) = $(0)] —>nic 0,

3.5.2 J, comme limite de fonctions de D(R)

On considére une suite régularisante (@, )N+, cf. (2.23). On a alors au sens des distributions :

©n — 0o dans D'(R), (3.38)

n— o0

au sens T, = dg, i.e., pour toute fonction ¢ € D(R) : lim | @,(z)p(z)dz = ¢(0) €R.

n—o0 R

1
Démonstration similaire & la précédente (on a ™, ¢, = 1).
n

3.5.3 Convergence vers J, d’une fonction L!(R) de masse unité qu’on concentre

Pour f: R — R et A > 0, on note :

@) = A f(ha). (3.39)
En particulier SR f(x)de = SR x) dx pour tout A > 0 (on conserve la masse), immédiat.
Exemple si supp(f) [-B B] alors supp(fx) = [—2, 2] car fy(z) = 0 dés que Az ¢ [-B, B], i.e. dés que

r¢[-2 g /\] le support de f) se “concentre en 0” quand A > 1.

Proposition 3.41 Si :

feLX f f(z (masse unité), (3.40)
alors :
i — do dans D' (R). (3.41)
A—00

Preuve. (Convergence dominée.) Soit ¢ € D(R). On a :

Ty, ¥) f A (Ax)e daz—f fly dy,

intégrale qui dépend du paramétre A. On applique le théoréme de convergence dominée : pour A fixé quelconque,
Vintégrant h(X,y) = f(y)p(4) vérifie [h(A,y)] < [F(W)]|[¢]lo =% g(y), majoration indépendante de A avec
ge L'(R) car fe L'(R). Et ay fixé on a h(A, y) — x50 f(y)¢(0). D’ot JR f(y)w(%) dy — ¢(0) JR f@)dz =

©(0), et on a bien (T}, , ) —r—w ©(0) = (do, ). Vrai pour tout ¢ € D(R), donc Ty, —x— dp dans D'(R), qui
est I’écriture non abusive de ([3.41)). o
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29 3.6. Définitions d’opérations élémentaires sur les distributions

3.6 Définitions d’opérations élémentaires sur les distributions

Les définitions sont fabriquées pour généraliser les opérations sur les fonctions.

3.6.1 Translation (changement d’origine)

Pour f une fonction localement sommable, on a, pour tout ¢ € D(R) :

ff(x—a dx—ff o(x + a) (3.42)
R
On note 7, f la translatée de f : ‘7o f(z) = f(x —a)’. On a donc au sens des distributions :

<7-af7 @) = <fa Tfa(P>a Vpe D(R)’ (343)
au sens (Ir, 7, ) = (T, T—qp).
Définition 3.42 Pour une distribution 7" € D’(R), la distribution translatée 7,7 € D’(R) est définie par :

(T, ) AT, 7 0), Ve D(R). (3.44)

On vérifie immédiatement qu’effectivement 7,7 € D'(R) (est une distribution). Et, avec des notations abu-

sives, voir (3.25]), on note :
(T(x — a), o)) E (@), p(x + a)), Vi e D(R). (3.45)
Exemple 3.43 En particulier;
5(1 = Taéo. (346)

car pour ¢ € D(Q), : (1400, ) = (do, T—ap) = T—a(0) = (0 + a) = p(a), soit encore avec des notations trés
abusives : §,(2) = do(z — a). Donc :

(a, 0) =" (8a(2), () = (do(z — a), (@) = (do(x), p(z + a)) = p(z + a)ju—0 = ¥(a).

On retrouve bien (3,4, p) ="°% (5,(z), ¢(2)) = ¢(2)|z=a = ¥(a). ua

3.6.2 Transposition, notation T et distribution paire ou impaire

Un changement de variable donne, pour f € L}, .(R) et ¢ € D(R) :
| feop@do= | rae-sde st (Foph= (1.9, (3.47)

ot f la fonction définie par f(z) = f(—x). Sans abus de notation :
(T, 0) = (T, 9)- (3.48)
Définition 3.44 Pour T € D/(R), on note 7' la distribution définie par :
(T, ) = (T,@), VoeDR). (3.49)
On vérifie immédiatement qu’effectivement T € D’'(R).

Exemple 3.45 1- Pour les distributions réguliéres T, vérifier que

11- si f est paire, i.e. si fz f alors (Ty)Y =Ty,

12- si f est impaire, i.e. si f: —f alors (Ty)Y = —T}%.
Réponse. 11- On veut montrer que ((T7)", ¢) = (T}, @), i.e. <(Tf) P) = (Tf,g0>, Le. §p f(x)o(—x)dx = §, f(z)p(x) dz,
ce pour tout ¢ € D(R). Comme f est paire, on a §, f(z)p(x)dz = §; f(—2)e(z)dr = §; f(x)p(—z)dz, ce pour tout
¢ € D(R), ce qu’il fallait vérifier

12- On veut montrer que ((T7)", ) = —(T¥,p), i.e. (( ), P) = (Tf, ), ie. SR z)p(— )dm = - f@)p(z) dz,
ce pour tout ¢ € D(R). Comme f est impaire, on a §, f(z)p(z)dx = §; — (z)dz = —§; f(x)p(—z)dz, ce pour
tout p € D(R), ce qu'il fallait vérifier un

Définition 3.46 Et on appelle ‘distribution paire’ une distribution 7' € D’(R) qui satisfait telle que T =T.
(Et on note alors trés abusivement T'(—z) = T'(x).)

Et on appelle ‘distribution impaire’ une distribution 7" € D’(R) qui satisfait telle que T=-T. (Et on note
alors trés abusivement T'(—z) = T'(z).)
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30 3.6. Définitions d’opérations élémentaires sur les distributions

3.6.3 Changement d’unité

Exemple : on s’intéresse au prix d’'une masse m. Exprimons m soit en 1b = libra = pound, soit en kg =
kilogramme. On a 1 kg = A 1b, ot A ~ 2, 2. Notons f le prix au lb et g le prix au kg, donc f(\) = g(1), et plus
généralement : f(A\x) = g(z) = prix en euros de m = z kg. Le passage de f & g est un changement d’unité (sur
Pespace de départ = ensemble de définition).

Soit f e Li .(R), A € R* et ¢ € D(R). On a par changement de variables :

loc

0 o8] T 1
| s0wp@de = | faef) e (3.50)
— — AT
Soit avec la notation du crochet de dualité et ’abus de notation (3.25) :
1 =z
(f(Az), p(x)) = {f(2), W‘p(X»' (3.51)
Sans abus de notation pour une fonction générique f : R — R : posons :
falx) = f(Ax), (3.52)
et (3.51) s’écrit sans abus de notation :
1
T = (T¢, —p1). 3.53
(Try ) = ( f,|)\|sox> (3.53)
Définition 3.47 Soit T' € D'(R) une distribution et soit A € R*. On définit la distribution S par, pour tout
v € D(R) :
def 1 noté 1z
S = (T, — =" (T(z), (=) .
5.0 ey (2@, e (3.54)
(On vérifie immeédiatement que S est bien une distribution sur R.)
On note abusivement S(z) = T'(Ax). Donc, pour tout ¢ € D(R) :
def 1
(T(\z), p()) = <T($)’W@(X)>’ (3.55)

notation abusive ou implicitement = est le nom de la “variable d’intégration”.

Exemple 3.48 Pour A # 0 : pour a € R et ¢ € D(R) on a (§,(A\x), p(z)) = (5a(m),ﬁ¢(§)> = ﬁg@(%), et
donc :

1
do(Ax) = W(S% (x) (3.56)
Done {8, (Az), (@) = hre(2)
En particulier (Jp(Az), p(z)) = (do(x), ﬁcp@» = ﬁcp(O). Donc dp(Az) = ﬁég(x). in

3.6.4 ‘Multiplication’ : par une fonction C*

On ne peut pas multiplier deux distributions entre elles. Par exemple la distribution Ty associée & la fonction
f(z) = ﬁ € L},.(R) ne peut pas étre multipliée par elle-méme : lintégrale {; L o(z)dz n’a pas de sens en
général, ou encore la fonction x — % ne définit pas une distribution sur R.

Mais pour une fonction f € L{ (R) et une fonction 1 € C*(R), on a pour tout ¢ € D(R) :

loc

J (f(@)(2)) p(z) do = f f(@) (¥(z) p(2)) da, (3.57)
R R

et ce avec ¥y € D(R) (car supp(yp) < suppy et le produit de deux fonctions C*® est une fonction C®). Soit
au sens de D'(R) :

(fv,0) = (f,vp), Yo eD(R). (3.58)

Définition 3.49 Pour une distribution 7" € D’ (Q2), dés que 1 € C*(Q2) on définit la distribution (¢T') = (Ty) €
D'(Q) par :

(T, o) ¥(T,pg), Vo e D). (3.59)

On vérifie immédiatement que T est bien une distribution sur R.
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31 3.6. Définitions d’opérations élémentaires sur les distributions

Remarque 3.50 En fait la multiplication )T a également un sens pour ¥ € C™ sous la condition que T est
d’ordre < m, voir annexe §: par exemple si f € C°(R), la distribution f&y est bien définie avec fdy = f(0)dg
puisque la définition de §y ne nécessite que la continuité d’ordre 0. Ici dg est une distribution d’ordre 0 (une
mesure de Radon).

On se servira souvent implicitement de ce résultat dans la suite. un

Exercice 3.51 1-Montrer : la masse de Dirac au carré “63” “n’a pas de sens”.

2- Que veut dire la notation S g0 —y)d(xr — z) dr = 6, utilisée en mécanique quantique ?

Réponse. 1-Soit T, = nl_1 4 ] les fonctions portes de masse unité : on a II, —dy dans D'(R). La distribution

2 = n21[ 14 est bien définie (au sens Tyj2 est bien définie car 12 € L'(R)). Et on a (T12, @) ~ n?p(0) —> 00 00

2n’ 2n

2n>’ 2n

quand ¢(0) # 0. Autrement dit (IT2 )y = (n? 1;_ 1 1)+ ne converge pas dans D'(R). On ne peut donc pas définir une

distribution 03 comme limite de la suite (TT2)ys.

De méme la distribution IT,,do est bien définie dans D'(] — 1,1[) : (I1,d0, ) = (o, ) = () (0) = np(0) pour
tout ¢ € D(] — 1, 1[). Donc pour ¢ € D(R) telle que ¢(0) # 0 on a (II,00,¢) — 00 ¢ R : on ne peut donc pas définir une
distribution 03 comme limite de la suite (IT,80)nx de D'(] — 1, 1[).

2- Mécanique quantique : on note F(y,z) = § _.d(z — y)d(x — z)dx. Le sens est donné par §(z) ~ II.(z) et
6:(z) ~ Ilu(z — 2) pour n grand (n > 10" car L < 107'° = taille des plus petites particules élémentaires).
Donc on s’intéresse réellement a Fi(y,z) = § _ I (2—y)[l,(2—2) do. L'intégrant est fn(z) = I, (z—y)l.(z—2) =
n21]y7ﬁ,y+ﬁ[(‘r)l]2*ﬁyz+ﬁ[(w) = ”21]y Loy [r\]zfﬁ,z+ﬁ[(x)’ donc fn(x) = 0si|z—y| > 2. Etsiy < z < £ alors
fo(z) = nzl]zfﬁygﬁﬁ[ et Fn(y,2) = n’(y+ 5 —(2—5)) =n’(y—z+2). Etsiz <y < L alors Fr(y,2) = n’(z—y+21).
Donc Fy,(y, 2) —>n—w 0y—- au sens des distributions, cf. exercice (3.40). Donc (Fi(y, 2), ¢) —n—w 0(y — 2).

Donc en mécanique quantique SZE]R z — y)d(xz — z) dz est la notation de la distribution d§y—.. un

Exercice 3.52 Prove : 28, = ad,, and more generally f6, = f(a)d, (if f € C°).

Réponse. (zdq, ¥) = (0a,xp) = ap(a), and {(ada, ) = a(da, ) = ap(a). un

3.6.5 0, est un “élément absorbant”

Pour la masse de Dirac d,, si ¢ € C*(R), alors pour tout ¢ € D(R) :

(V0a, ) = (00, Yip) = Y(a)p(a) = ¥(a){ba, ) = (¥(a)da, ¥), (3.60)

et donc :
6, = (a)d,  dans D'(R). (3.61)

On voit ici le caractére “absorbant” de la masse de Dirac J, : la distribution d, est “nulle 14 ou §, l'est”; et
dans la distribution d,, seule la valeur de 1 en a intervient.

3.6.6 Conjugaison complexe

Pour les fonctions f,g: Q — C, quand cela a un sens, on a :

fmgu) d = j f(2)9(@) da (3.62)
Q Q

(Et dans L*(R;C), le produit scalaire est (f,g)r2 = {, f(x)g(x) dx, forme sesquilinéaire hermitienne définie
positive.)
Cette formule est conservée pour les distributions :

Définition 3.53 Pour T € D'(Q2; C), la distribution conjuguée Te D'(Q; C) est définie par :

Vo e D(Q;C), (T,p) = (T,9), (3.63)

N — déf
oup:z—px) = (x).

Exercice 3.54 Soit ¢ € R fixé, fe(z) = e ¢, et Ty, la distribution réguliére associée. Montrer : TTcg = TE'

Réponse. <T7f§7 ©) —def <Tf§,7> = \/% faep(x) dx m §p p(x)et ™ dz = §(—¢), transformée de Fourier en —¢.
Et < fg’(p 271— SlR f§ )dl’ = \/% S]R etive P :U) (76) an
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4 Dérivation des distributions

4.1 Rappel : discontinuité de premiére espéce, de seconde espéce
Notations : limite & droite f(a+) = limlh>% f(a+ h), et limite & gauche f(a—) = lim£>% fla—h).

Définition 4.1 Une fonction f : R — R présente une discontinuité de premiére espéce en un point a € R ssi
elle n’est pas continue en a mais admet des limites finies f(a—) et f(a+) (& gauche et & droite de a). On appelle
alors saut de f en a le réel [f](a) = f(a+) — f(a—).

Exemple des fonctions dites affines par morceaux.
La dérivée de telles fonctions au sens des distributions fera apparaitre [f](a) 04.

Définition 4.2 Une fonction f : R — R non continue en un point a € R qui n’est pas discontinue de premiére
espéce est dite discontinue de seconde espéce.

Les discontinuités de seconde espéce ne nous intéresseront pas dans la suite.

4.2 Deéfinition et linéarité
4.3 Définition

Soit a,b € R avec a < b.
Une fonction ¢ € D(]a, b[), vérifiant suppy Cla, b[, est également considérée comme une fonction ¢ € D(R)
(prolongement par 0 sur R — [a, b]). Ainsi, si f € C*([a,b]), une intégration par parties donne :

b b
f F()pla) de = — f f@)e (@) dz, Ve D(Ja,b]), (4.1)

puisque ¢ est nulle en a et b (le suppy est compact dans ]a, b[), et donc [f¢]? =0 .
Au sens des distributions cela s’écrit :

(T ) = —=(Tr,¢'),  VeeD(a,b]), (4.2)
encore noté (abusivement) (f', ) = —(f, ¢').

Définition 4.3 Si (2 est un ouvert de R, on définit alors la dérivée T” de la distribution T' € D’(2) par :
(T0) & —(T.¢),  VpeDQ). (4.3)
Et plus généralement, on définit pour m € N, notant T(™) = (T(m=1))’ .
(T, ) = (=1)™(T, ™), ¥peD(Q), (4.4)
appelée dérivée d’ordre m de T.

Définition 4.4 Si f € L}, (R), on note f =€ (T})’ sa dérivée au sens des distributions : pour tout ¢ € D(R) :

e EUT ) (= (T 0) "2 = (£, 6)). (4.5)

Proposition 4.5 Si T € D'(Q), alors T' € D'(Q) (est une distribution), ainsi que T™) pour tout m e N,
Autrement dit, une distribution est dérivable a tout ordre.

Preuve. Linéarité immédiate. Continuité car si ¢ € D(Q), alors (™ € D(Q). in

Définition 4.6 Dans R" : soit {2 un ouvert de R” et T' € D'(Q2). On définit sa i-éme dérivée partielle chTi par,
pouri=1,...n:
dp

oT > def
6l‘i

<8$i,sﬁ

—(T,

), VYeoeD(). (4.6)

Et on vérifie immédiatement que cela fait bien de % une distribution pour tout i et que 7" est infiniment
dérivable.

. 2 2 . . . . .
Exercice 4.7 Montrer que la formule de Schwarz % = % est toujours vraie au sens des distributions.
0w 50T,
28T T 05 5%, 2
. z; _ _ Tj\ x5 [ ]
Réponse. ( oz, 0) = —(ga; %) = (T, ) = (T, aTj>’ car p € D(Q2), donc p € C~. =n
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33 4.4. Linéarité de la dérivation et passage & la limite

4.4 Linéarité de la dérivation et passage a la limite
Proposition 4.8 Pour toutes distributions S et T € D'(Q)), et tout A€ R :
(S+AXT) =8+ \T', (4.7)

et donc opération de dérivation est une opération linéaire dans D’ ().
Et si (T,,) est une suite de distribution de D’'(Q) qui converge vers T € D'(Q), alors (T)) est une suite de
distribution qui converge vers T' € D'(Q) :

T, — T — T, — T, (4.8)
n—ro0 n— 00
Preuve. Pour tout ¢ € D(Q2) on a :
<(S + )‘T>/7 (P> = _<(S + )‘T)7 90/> = _<Sa (pl> - )‘<T7 Lp/> = <Sl + >‘T/7 50> (49)
Puis, —(T), ) = (Tn,¢"y = (T, ¢') — —(T", @), ce pour tout ¢ € D(Q). .

4.5 Exemples
4.5.1 Exemple H! =/,
Exercice 4.9 Soit H, = 1[, ] la fonction de Heaviside en a (unit-step function at a). Montrer que :
H! =06, dans D'(R). (4.10)
Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside .

Réponse. H, n’est pas continue en a donc n’est pas dérivable en a. C’est (T, )" qu’il s’agit de calculer, ou Ty, est la
distribution réguliére associée (a un sens car H, € L},.(R)). Pour ¢ € D(R) on a :

def

(Tu,)', ¢) = = (Tu,, ¢') = *Jw ¢'(z) = —[e(@)]d = —(0 = p(a)) = ¢(a) = (da, ¥)

car € D(R) implique ¢(00) = 0. D’ol :
(Tw,) =6, dans D'(R). (4.11)

C’est le sens de (4.10)). un

4.5.2 Exemple 0/,
Exemple 4.10 La masse de Dirac dérivée ¢/, est la distribution donnée par,pour tout ¢ € D(R) :
(06 9) = —(0a, @) = —¢(a). (4.12)

(Attention au signe.) oa
Exercice 4.11 Montrer qu’avec d, = 7,09 on retrouve (4.12).
Réponse. ((ado)’, @) = —(ado, ¢') = = (00, 7-a¢’) = —(7-a¢)(0) = —¢'(0 = (—a)) = —¢'(a). .
4.5.3 Exemple |z|' = -1z + 1,
Exercice 4.12 Soit f(r) = (z — a)lja,co[(7) (dessin), et on note f = (z — a)lj, o[- Montrer que

(= a)lja,00) = la,o[ (= Ha) dans D' (R). (4.13)
Donner le sens de , et vérifier . Faire un dessin.

Réponse. La fonction f n’est pas dérivable (en a). Cette fonction est L},.(R); soit T la distribution réguliére associée.
Le sens de (4.13) est (Ty)' = Ty, (- Calculons (T%)" : pour ¢ € D(R) on a :

(T 0) = — (Tr, &) f (@) () do = + ﬁw—a)w’(m)dr

J ( )dx — [(SE - a)@(w)]a = <T1]a,oo[7 v) —0,

Ja,o0[?

car p(x) = 0 pour z assez grand (a l'extérieur du support compact de . Vrai pour tout » € D(R), donc (T¥)" = T1
i.e. (4.13). Dessin : 1a ou elle est définie classiquement la dérivée vaut 0 sur | — 0, af et +1 sur ]a, oo[. un
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34 4.6. Dérivation de la masse de Dirac comme limite de fonctions

Exercice 4.13 La fonction g : ¢ — |z| n’est pas dérivable en 0 au sens classique (au sens des fonctions). On
noter g = |z|. Montrer qu’elle est dérivable au sens des distributions, et que sa dérivée vaut :

(|z]) = —Ho(—2) + Ho(z) = —1r_(2) + 1r, (2) dans D'(R). (4.14)

Donner le sens de (| , et vérifier . Faire un dessin.

Réponse. La fonction g : & — |x| n’est pas dérivable (en 0). Cette fonction est L},.(R); soit Ty la distribution réguliére
associée. Le sens de 1) est (Ty) =T, + Ty, - Pour p € D(R) on a:

o0
(D)) = = Tas') = = | Jals/ (@) do = f 2 (@)do— | 2/ (o) do
—o 0
0
[ e@de+ e + [ o0 do— [op@F = (T +Tic, ) 40,
o 0
comme souhaité. Dessin : la ol elle est définie classiquement la dérivée vaut —1 sur R* et +1 sur R%. un

Remarque 4.14 La fonction |z| est elle-méme la dérivée de la fonction “signe(x)m—;” (qui est dans C'(R)) qui

2 2 .
vaut =~ sur R~ et &= sur R™, et “signe(x)

[132 7

=" n’est donc pas C?(R). ..

4.5.4 Autres exemples

Exercice 4.15 Soit f € L}, (R), soit a € R et soit sa primitive F(z) = {7 f(t) dt. Montrer que (Tr) = T, i.e.
que (Tp)" = Ty, écriture bien compatible avec F' = f.

Réponse. —(Tr,¢") = — §; F( x)dx = + §; f(x)p(x) de — [F(x)p(r)]7- o, avec terme de bord nul pour ¢ € D(R),
d'ou (Tp, p) = (Tf, ) pour tout go € D(R) un

Exercice 4.16 (Généralisation.) Montrer, pour ¢ : R — R dérivable :

(@) = —=(&). (4.15)
En déduire pour les distributions :
(T) =—(T"). (4.16)

En particulier si T est paire, alors T est impaire ; et si T est impaire, alors T est paire.

Réponse. 3(z) = p(—=) domne (F)'(z) = —¢'(—z) = —(¢) (@), soit done (§) = —(), i.e. (£.15).

D’oir :
(T7),0) = (T', @) = ~(T,(B)') = —(T, (&) = (T, (&) = (T, ) = (~(T), ), ie.
Donc T paire : (T’) =—(T) =—(T) = -T; et T impaire : (T") = —(T") = —(-T) = T'. un
Exemple 4.17 Dans D'(R) : _
fo=to  dh——0, (4.17)

i.e. la (distribution) masse de Dirac dy est paire et sa dérivée est impaire.
En effet, pour ¢ € D(R) : (0, ) = (00,P) = $(0) = ©(—0) = »(0) = (o, ) : la distribution Jy est paire.
Donc sa dérivée est impaire. .

Remarque 4.18 La définition (4.3) exprime que la transformation Dy : T — T’ est la transposée de la
transformation Ds : ¢ — —¢’ dans la dualité entre D(Q) et D'(Q) : (D1T, @) = (T, Day). ua

4.6 Dérivation de la masse de Dirac comme limite de fonctions

4.6.1 Dérivée de la masse de Dirac : dérivée des fonctions portes

Soit I, (z) = n Lo o= nH% - nHﬁ, cf. 1' ou on rappelle que la fonction de Heaviside H, est

2n’2n

donnée par H, = 1y, . (unit-step function, dessin).
On a II, o oo, cf. 1) Donc on a, cf. 1' :

I, — &  ausens de D'(Q), (4.18)

n—0o0

notation abusive de (T1,)" — 4§, dans D’(Q).
n—00
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35 4.6. Dérivation de la masse de Dirac comme limite de fonctions

Exercice 4.19 Retrouver (4.18)) en dérivant les II,,.
Réponse. Les portes élémentaires 1T, (z) cf. (3.32)) s’écrivent a l'aide des fonctions de Heaviside :

_ _ Hu(z)— H p(x) . 1
Hn(x)—n(H%(:c)—Hﬁ(m))——T o h_%ymo. (4.19)
On en déduit par linéarité de la dérivée au sens des distributions :
(T,) =n(6=1(x) — 61 (z)) = —W dans D'(9), (4.20)
2n n
i.e., pour tout ¢ € D(Q), (avec (h — 0) < (n — ©)) :
roy W) —p(=h)
(Tn,)¢) = - EER ) (4.21)
On a bien (T, ) — &y dans D'(R), notée abusivement (4.18). un
4.6.2 Dérivée de la masse de Dirac : presque comme une fonction
Proposition 4.20 On a (attention au signe) :
. Oayn — 0 . 5a+ﬁ _511—@
8 = — }{1{}% % =— ilblg%) % dans D' (R). (4.22)

(Signe —, voir dualité et remarque |4.18)

1 1
Preuve. E<5a+h — Sayp) = E(gp(a + h) — ¢(a)) —¢'(a) = (=0,,¢), pour toute ¢ € D(R), et donc

h—0
Oqtn — 0
Joth " Ta —4! dans D'(R). Idem pour la seconde égalité. ua
h h—0
Remarque 4.21 En électrostatique, T = —4{, représente un doublet, i.e. 'effet que donne les deux charges

ponctuelles unitaires +4§_ B et —9 B de signes opposés et distantes de h. Le doublet unité des électriciens est en
fait orienté, par convention, de la charge — vers la charge + et vaut donc —d; et non dj. un

4.6.3 Convergence vers § d’une suite de fonctions en escalier

On consideére les fonctions en escalier impaires (faire un dessin) :

gn =11 1 op =Pl 1y (4.23)

f gn(z)dz =0 et j x gn(x)de = —1. (4.24)
R R

1
La premiére égalité est triviale (g, est impaire), et pour la seconde x — x g, (x) est paire et {7 x(—n?)dx =

2_ L1
-n?[%]5 = -3
Proposition 4.22 On a :

gn — 06, dans D'(R), (4.25)

au sens Ty, — &, dans D'(R) ou T, .

Preuve. e lére démonstration. Pour ¢ € C*(R) on a le développement limité au premier ordre

p(z) = 9(0) + 2 ¢'(0) + we(x)

ot £ : R — R est continue en 0 et £(0) = 0. Donc pour un 8 > 0 (“aussi petit que souhaité”), il existe n € N t.q.
pour tout z € [-2, 1] ona -3 <e(z) < 8. D’ou :

‘n

(Tys) = | gul@lola) dz = 9(0) [ gu(o)do+ (0 |

. x gn(z) do + JR gn(2) zn(x) dz

ze(x)dr —n? Jn ze(x)de,

0
=go(0)><0—<p'(0)><1+n2£ .

3=

1 1 1 1
avec [n? {5 we(z)dx| < n? (7 xle(x)|de <n?(§ zfde < n2ﬁ[§]§ < 5, meéme traitement pour N
n

35



36 4.7. Formule de Leibniz

Dot |(T,,,¢) + ¢'(0) < B dés que n est assez grand, d’ou (Ty, , p) + ¢’ (0) — 0.

n—0o0
e 2¢me démonstration. On applique 'exercice con a (Ty,) = T,, (et on dit que f, = g, au sens des
distributions), avec Ty, — do, donc (T}, ) — &g cf. (4.8). s

Remarque 4.23 Avec la fonction de Heaviside on a g, = n?(H-1 — Hy) —n?(Ho — H1) = n?H_1 —2n?Hy +

Hy,—2Ho+H_ . o L
n?H_1, donc g, = %ﬂ avec h = %, et on apercoit une approximation de la dérivée seconde de la
n

fonction Hy (qui n’est pas dérivable au sens classique). Effectivement, au sens des distributions on a Hj = (50
(au sens (T,)" = &), cf. ([4-10), et donc HY = &) (au sens (Ty,)" = 5’) ua

4.6.4 Convergence vers ¢, d’une suite de fonctions de D(R)

On prend (7,) la suite donnée en , et donc donne : Alors :
v —0d, dans D'(R), (4.26)
au sens (T, )" — 6. Et les v, étant dans D(R), il en est de méme des 7),.
4.6.5 ) n’est pas un “élément absorbant”
Attention : on verra que les dérivées de §, ne sont pas absorbantes : 14!, # 1 (a)d!, en général.
Proposition 4.24 Pour toute fonction ¢ € C*(R), on a :
08, = ¥(@), — ¥/ (a)3a: (4.27)
(Formule (10,)" = ', + ¢!, puisqu’ici (10,) = (¥ (a)da)-)

Preuve. (5,1,¢) = (05, ¢p) = —(ba, (¥9)) = —(¥p)(a) = —¢'(a)p(a) — P(a)¢'(a) = —¢'(a)(ba, ) +
¥(a) (0, ) = (—¢'(a)da +1/1() » ), pour tout ¢ € D(R). o

4.7 Formule de Leibniz
4.7.1 Dérivation d’ordre 1 d’un produit

Si p e CH(Q) et ¥ e C*(Q), alors :
(p) = @'Y + @y, (4.28)

dont on déduit que :
Proposition 4.25 Pour T' € D'(Q) et ¢ € C®(Q) la distribution (T%))" est donnée par :

(T) = T + T dans D'(9). (4.29)

Preuve. Soit ¢ € D(), donc ¢’ € D(Q). Et (TY), ) = —(TY, ¢y = —(T,9¢') = —(T,(Yp) — y') =
—(T, (Y)') + (T, p¢') = (T", p) + (T, ). &

Exemple 4.26 Si T = g, alors on a, pour ¢ € C*(Q) :

(Go1p)" = 643 + dorp" = (0)dp. (4.30)
la derniére égalité car ¥dy = 1 (0)dp. Vérification : (551 + dot’, ) = (0f, %) + (60, p) = —(¢¥) (0) +
P'(0)p(0) = =¢'(0)p(0) — ¥(0)¢'(0) + ¢'(0)(0) = —=1(0)¢'(0) = —1(0){bo, ¢} = +¢(0)(d5, ¥)- L
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37 4.8. Dérivation successives d’une fonction C* tronquée

4.7.2 Formule de Leibniz

On rappelle que, pour les fonctions f et g dans C*(2), le produit fg est dans C*(Q) et que sa dérivée a
Iordre k est donnée par :

Zk: g, (4.31)

ol C,i = j!(,fij)l = (’;) Par exemple (fg)" = f"g+2f'¢' + fq".

Proposition 4.27 et notation. Soit T € D'(R) et k € N. Si ¢» € C*(R) alors :

k
(1) * :Z ¢ T+~ dans D'(R). (4.32)

Preuve. Ayant ¢ € D(Q) et T € D'(2), la distribution ¢T est bien définie.

Par récurrence : vrai pour k = 1, puis :

(Tp)*+D) = ((Ty)FY = Zf e (T(j)@[z(k_j))’ par hypothése de récurrence et linéarité de la dérivée. D’ou
(Tap)B+1) Z o CL TUHD(k=d) 4 Z 0 CL TWypE=3+1) "ot on a utilisé la formule de Leibniz & I'ordre 1.
D’ou, avec decalage d indice sur la premlere somme

(Tw)(kﬂ Z’CH citt T(])w(k i+ 4 Z CJT(J)Q/,(k i+ | soit :

(Tw)(k+1 700+1 k+1 +Z ,1(6” 1+CJ) 1/1(k j+1) +CO O)w(k+1)‘

o - , | -
Puis O} +C{ ' =}, (trlangle de Pascal : (k ]), + G- 1),(’2' pruyii ]Ek,:'_lj) 7). Dot :
(Tap)*F+1) = Ple41)),(0) 4 z CHT(W(’@ J+Y 4 7O (k+1) e, (4.32).

4.8 Dérivation successives d’une fonction C* tronquée

Dans le cas simple d’une fonction tronquée, on a une formule (équivalente) plus simple que la formule de
Leibniz : on se sert du fait que J, est absorbant (voir paragraphe3.6.5) : fd, = f(a)ds. On note H, = 1, o[ la
fonction de Heaviside en a.

Proposition 4.28 Si f € C1(R), alors fH, est dérivable au sens des distributions avec :
(Tyn,) =Ty, + fa)da, (4.33)

et on note :
(fHa)/ = f/Ha + f(a)5a- (4.34)

Plus généralement, si f € C*(R), alors, pour j € [1, k]y
(Tru,)" = Ty, + F97(a)da + f972(a)dl, + ... + f(a)0Y ™Y, (4.35)
(=Trorm, + Zg;& =0 (a)&(lj)), et on note :
(fH)Y =Ty, + 9" (@)da + f92(a)8), + ... + fa)sF Y. (4.36)

Preuve. Cas f € C1(R). Soit ¢ € D(R). On a :

(Tra,) j F(@)¢ (@) da = j f@)e(@) de — [f@)p@)]E = (Tpn,. @) + Fa)pla),
soit li Puis récurrence : (T, )" = (Tio g, + [ (a)éa + [P (a)8], + ... + f(a)éc(f*l))’... ’a

Exercice 4.29 Montrer qu’au sens des distributions, quand f € C*(R), la fonction f1f, ;) pour a < b (fonction
f tronquée a gauche en a et & droite en b) se dérive dans D’(R) comme :

(flian) = ['lap) + f(0a—0) (= ['Lap — f(0 — 6a))- (4.37)
Faire un dessin.

Réponse. 1[qp) = Ho — Hy, donc (fljaw)’ = f'(Ha — Hy) + f(Hy — Hy) = f'L{ap) + [(da — 65). un
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Définition 4.30 Le terme f(a)d,, résultant de la dérivation d’ordre 1, est appelé couche d’ordre 1 de densité
f(a).

Remarque 4.31 Cette définition prend tout son sens dans R™ pour n > 2 : si 2 est un domaine borné de R"
de bord I', on obtient quand n; est la i-éme composante du vecteur normal unitaire sortant :

0(f1a) _ Of
8331' B 6arl

a comparer avec (4.37)) (le signe correspond a la normale sortante de €2, ce qui dans le cas (4.37) est un signe
—en a). Et fn; exprime le saut de flg en traversant I' (formule des sauts), le terme (fn;dr, p)rn = (fn;, ©)r
(couche d’ordre 1) mesurant le saut de la dérivation (d’ordre 1) de flg. Donc pour ¢ € D(R™) on obtient :

lg — fn;ér dans D'(9), (4.38)

(Z)p(#) A2 — f F(&)ni(Z)p (@) dT,

et on retrouve la formule de Green—Gauss—Ostrogradski dans le cas f € C1(R"). un
Définition 4.32 Le terme f(a)d! est appelé couche d’ordre 2 (doublet) de densité f(a).

Remarque 4.33 Le résultat (4.36) sera trés utilisé lors de I’étude des équations différentielles et de son appli-
cation au calcul symbolique. un

Remarque 4.34 On peut également appliquer la formule de Leibniz, en faisant attention a son écriture au
sens des distributions. Par exemple, on a au sens des distributions :

(fHo)" = f"Ho +2f'H, + fH, (= f"Hqo+2f"0a+ [5,), (4.39)
avec 2f'6, = 2f'(a)d, et avec fo), = —f'(a)dq + f(a)d,, cf. (4.27). Et on retrouve bien (4.36)) :
(fHa)" = f"Ha + f'(a)da + f(a)dy. (4.40)

La formule de Leibniz est ici trop “lourde” étant donné que J, est ‘absorbant’ et qu’on obtient directe-

ment (4.36)). o
Exemple 4.35 Veérifier que, dans D’'(R) :

(Ho(z) cos(z)) = —Ho(x) sin(z) + do,

(Ho(z)sin(z)) = Ho(z) cos(). (4.41)

4.9 Applications

On note (abusivement) I = z la fonction C*(R;R) définie par I : @ — I(x) = = (identité). (Sous-entend
que le nom de la variable est x.) )
Et on note 2 f =9 I 1a fonction z — 2 f(x). Et comme I € C®(R), pour T € D’(R), le produit IT ="°% zT

est une distribution, cf (3.59).

4.9.1 Fonction C'(R)

1
loc

Une fonction f € C(R) est en particulier L} (R). Et on a immédiatement :

Proposition 4.36 Si f € C'(R) et si Ty est la distribution réguliére associée a f alors :
(Ty) =Ty "2¢f' dans D'(R),

(ne pas oublier d’écrire « dans D'(R) ») i.e. la dérivée de la distribution réguliére est la distribution réguliére
associée a la dérivée.

Preuve. Pour ¢ € D(R) :
(T o) = — ijmsa'(x) d = f F(@)ple) dx = (T ),

puisque f et f’ sont L}, (R) et ¢ est nulle a I'infini. .
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39 4.9. Applications

4.9.2 Fonction zH,
Soit la fonction :
xr siz =0,

— IH, "2 2 H ie. _ 4.42
f 0 xHy, ie f(x) 0 siz <0, (4.42)

faire un dessin (ici I est la fonction identité I(z) = z). Cette fonction est trivialement continue sur R, C! sur R*
et sur R* . Cette fonction n’est pas dérivable en 0 (au sens classique), mais est L},.(R), donc dérivable au sens
des distributions.

Proposition 4.37 On a :
(zHy)" = Hy dans D'(R), (4.43)

ot (xHy) =% (T,31,) au sens des distributions. Soit ((xHo)', @) = (Ho, ) pour tout ¢ € D(R).

Preuve. La formule de Leibniz donne (I Hy) = I'"Hy + 19 = Hy + 0 car I(0) = 0. Ou encore, calcul direct :
pour tout ¢ € D(R) :

«Emdwﬂ——Lgﬂdwdwwx——ﬂﬂwﬁwM—Jjwumx—ﬂ—WE@- (4.44)

Exercice 4.38 Montrer que || = —Ho(—x) + Ho(z) = —1p_ + 1g, dans D'(R).

Réponse. Se servir de la linéarité de la dérivée et écrire |z| = vHo(z) — zHo(—z). un

Exercice 4.39 Montrer que, avec H, = 1f, o (Heaviside en a) :

(z— a)Ha)/ = H, dans D'(R). (4.45)
Réponse. Appliquer Leibniz ou reprendre en remplagant )’ par . .

4.9.3 Fonction C°(R), et C*(R) par morceaux

La généralisation aux fonctions C°(R) et C'' par morceaux sur R est immeédiate : une telle fonction est de
la forme, avec f; € CY(R) et 71 < ... < 2, :

f@) = fi(z) + Z(x —x;)o,Hy,, (4.46)

faire un dessin, ou les réels o; représentent les sauts de pente de f aux points x; :

def

o C f(wit) = [ (i) "EE [ )(w), (4.47)
voir proposition suivante.

Proposition 4.40 On a alors, notant abusivement f' =€ (T;)" dans D'(R) :
f'=H+ Y 0iH,, dans D'(R), (4.48)
i=1

ot on n’oublie pas d’écrire « dans D'(R) » (égalité qui ne peut étre utilisée qu’au “sens faible”, i.e. sous la forme
§ e =" flo+ 30, 0i | He,p, pour ¢ € D(Q)).

Preuve. On applique (4.45) et la linéarité de la dérivation. un
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40 4.10. Résolution de T =0

4.9.4 Fonction C!(R) par morceaux

La généralisation aux fonctions C! par morceaux sur R est immédiate : une telle fonction est de la forme,
avec f1 € C*(R) :

S S o = [fl(@i),
f(x) = fi(z) + Z oi(x —x;)Hy, (x) + 2 o H,, (x), ot donc [f}( ) (4.49)
izl i1 oi = [f'](@:).
Proposition 4.41 On a alors, notant abusivement f' =€ (T;)" dans D'(R) :
f'="fi+> oiHy + Y66, dans D'(R), (4.50)
i=1 i=1
ou on n’oublie pas d’écrire « dans D'(R) » : ce n’est pas une égalité fonctionnelle (entre fonctions), mais une

égalité entre distributions.

Preuve. Linéarité. un

4.9.5 Notations de Schwartz
Pour f une fonction C! par morceaux de la forme (4.49), on note f; = {f} la partie C*(R) de f :

f={ft+g9 9= oilz—z)H, (z) + Z GiH,, (), (4.51)

i=1
avec g non dérivable au sens classique. On note :
f'={f}y+4¢ dans D'(R), (4.52)

qui signifie donc (T¢)" = Ty, + (T,)" dans D'(R), noté abusivement f’ = fi + g’ dans D’(R). Notation généralisé
aux fonctions f C* par morceaux ot donc :

F=f+9" 2 (Y +9, fo={f}eC" (4.53)

qui donne :
F® = () 4 g dans D'(R). (4.54)

4.10 Résolution de 7" =0

Soit T' € D’'(R). Supposons qu’on sache a priori que 7" = 0. Peut-on en déduire T'?
Il est immeédiat que si T = ¢ constante (au sens T = T,1,), alors 77 = 0 : en effet, pour tout ¢ € D(R)
(sachant ¢ nulle au voisinage de 'infini car & support compact) :

(T'9) = ~{T,¢") = - | ep(@)do = ~[epla)|% =0 -0 = 0.
R
(Rappel : [p(2)]F =9 limx ,0[@(2)]E, donc = limx o (0(X)) — ©(0), donc = 0 — ¢(0) ici.)
La réciproque est vraie :

Proposition 4.42 Si T € D'(R) vérifie T" = 0 alors T est une distribution constante, i.e. il existe c € R tel que
T = T,y ="0% clp =" ¢ (dite distribution constante c).
Et ¢ = (T,~) pour toute fonction y € D(R) de masse unité (telle que {,~(x)dx = 1).

Preuve. Traitons le cas €2 = R, les autres cas sont laissés en exercice.

Si on montre que T' = ¢, alors (T, ) = § ey(x) do = ({3 v(x) dz) = ¢ pour tous les y vérifiant §;, y(x) dx = 1,
d’ou la valeur de ¢ indiquée. Montrons 1’existence de c.

Soit T une distribution qui vérifie 77 = 0. Il s’agit de montrer :

dceR, t.q. Ve DR), (T, ) = (clg, @) = cf o(x) d.
R

L’hypotheése T" = 0 donne (T”,¢) = 0
connaitre (T, p) pour ¢ € D(R).

—(T,v") pour tout ¥ € D(R). Et on cherche & connaitre T, i.e.
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41 4.10. Résolution de T' =0

Pour une fonction ¢ donnée, exprimons ¢ en fonction d’une dérivée ¢)’. Supposons qu’il existe une fonction ¢ €
D(R) telle que ¢ = 1)'. Ayant ¢(—o0) = 0, on a donc :

v = [ et

mais alors 9 (o0 S_m o(z) dx # 0 en général (prendre une fonction ¢ > 0) : c’est impossible puisque ¢ € D(R).
Corrigeons cette approche : donnons-nous une fonction y € D(R) telle que §, v(x)dx = 1 (par exemple v = i,

cf. (2.25)), et on pose, pour ¢ € D(R) :

v = [ e[ ptaan) [ s (4.55)

On a enlever la masse Sio - (x) dr qui posait probléme en +00, et on n’a pas toucher au voisinage de —oo car
v € D(R). On a bien ¢ € D(R) : le caractére C* est immeédiat (combinaison linéaire de fonctions C®), et il
existe a,b € R t.q. suppy Usuppy < [a, b] (car suppy et suppy sont compacts), et on a immédiatement ¢ (z) = 0
pour = < a et x = b, donc suppy < [a,b].

donne :
¥(z) = () — ( J () dz)y (). (4.56)

Et par hypothése 77 = 0 on a (T”,v) = 0, donc :

0= (T.4/) = (T, ) - <fRsa<x> d) (T, ), (4.57)

ce, quel que soit ¢ € D(R). Donc, pour tout ¢ € D(R),

(T, @y = (J o(z) dz)(T, ) = (T,7)(1r, ) = (T, M)1r,¢) = (clr,p) ou c:= (T,7), (4.58)
R
donc T = ¢TIy, est une distribution constante. (Si ¢ € D(R) vérifie {,((z)dz = 1 = (Ig,¢) alors

(T,¢) = =B39 c¢(1g,¢) = ¢ = (T,7) : la constante c est indépendante du choix de la fonctlon ~ de masse unité.)
Donc les seules distributions 7' qui vérifient 77 = 0 sont des distributions constantes. Et on a vu que toutes
les distributions T qui sont constantes vérifient 7" = 0. Donc 7" = 0 ssi T est une distribution constante.

I.I
Corollaire 4.43 Toute distribution admet une primitive qui est unique 4 une constante prés.

Preuve. Traitons le cas 2 = R. Autres cas en exercice.
Existence. Soit T' € D'(R). Montrons qu’il existe S € D'(R) t.q. S’ = T, i.e. (§',¢) = (T, ) pour tout
p € D(R), i.e
<S’ (pl> = 7<T7 90>v V‘PED(R)-
Comme précédemment on veut une information sur (S, ¢) alors qu’on ne dispose que d’une information sur
(S, ¢"). On applique la démarche précédente : pour ¢ € D(R) on pose ¢ € D(R) “la primitive modifiée” définie

en ([L55), i.e. : ‘
v = | ea—([ p@an) [ 0@ i), (4.59)

Et on définit S par :
déf 0

Si S ainsi défini est une distribution, comme ¥(¢)(z) = § @) dt — Sz (x)dx) §° y(t)dt = o(z) —
(0)v(z) = ¢(x), on a:

<Sv 90/) = _<Tv <P>7
Comme souhaité.

Vérifions que S est bien une distribution. Linéarité : car ¢ est une fonction linéaire de ¢, immédiat. Conti-
nuité : soit (p,) une suite dans D(R) qui tend vers ¢ dans D(R); alors (1,,) est une suite dans D(R) (par
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42 4.11. Valeur principale de Cauchy et dérivation de Log|z|

construction) qui tend vers ¢ donnée par (4.59)). Et on a suppt,, € K + suppy ou K est un support commun
toutes les ¢, cf. (3.2). Et on a, notons | K| la mesure de K :

9@ — @l < [ 100 - pu0lde+ ([ Jote) = patldn) [ piolar
<l = enllal K1+ llp = enll ol [ o]t = 0

car ||¢ — ©nllo —nsw 0. Idem avec ¥ (z) — gk)(z). Donc S est linéaire continue, cf. 1) : c’est une
distribution.

Unicité. Soit Sy une autre primitive, i.e. (S5, ¢) = (T,¢) = (S, ¢) pour tout ¢ € D(R). Donc (S, —
S’, ) = 0 pour tout ¢ € D(R), soit (Sz — S)" = 0 dans D’'(R), d’ott S2 — S est une distribution constante, cf.
proposition un

4.11 Valeur principale de Cauchy et dérivation de Log|z|

On va ici donner un exemple de distribution “associée” a une fonction non localement sommable, & savoir
T = V.p.% définie par :
T = (Log|z|)’, (4.60)

ou Log est la fonction logarithme népérien.

Comme Log|z| € L}, (R), cette fonction définie une distribution réguliére S. Donc sa dérivée S’ = T est bien
une distribution.

Mais T n’est pas une distribution réguliére. On détaille les calculs dans la suite, et on écrira T “presque”
comme une distribution réguliére.

4.11.1 Fonction Log(|z|)
On note ici g : © € R* — g(x) = Log(|z|) ="° Log|z| € R : c’est la fonction paire définie par :

X

1
pour z > 0, g(x) = Log(x) = f n dt,
1

—z gy "
pour x < 0, g(z) = Log(—z) = f df - f dﬁ

1t 1 u

(4.61)

1
C’est une primitive de la fonction impaire + — — sur R et sur R_. En effet, par définition de Log dans R
on a Log'(z) = 1, et dans R* on a (Log|z|)’ = (Log( r)) =-L(-1) =1

—T T

La fonction g = Log|.| est localement intégrable dans R : en effet, une primitive est, sur R* :
G(z) = zLog(|z|) — z, et on pose G(0) =0,

vérification immédiate. (Et G est une fonction continue sur R : on a prolongé par continuité en 0.)

4.11.2 Rappel d’intégration

Soient a < ¢ < b. Si f est une fonction intégrable sur Ja,c—n[ et sur Je+e, b[ pour tout 7,& > 0 t.q. a < c—n
et c+e < b, alors f intégrable sur ]a, b[ ssi :

c—n b

lim f(z)dx < oo et lim f(z)dx < o0. (4.62)
n—0J, €20 Joye

Et alors SZ [(z)dz est la somme de ces deux limites. Et dans ce cas f € L, (]a, b[).
Ce n’est pas le cas de la fonction % pour a < 0 < b (cas ¢ = 0) : probléme en 0.
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43 4.11. Valeur principale de Cauchy et dérivation de Log|z|

4.11.3 Partie finie et valeur principale de Cauchy

Il se peut que dans (4.62) les limites n’existent pas, mais que la limite “symétrique” suivante existe (quand
on prend n =¢) :

hm J fla dx+J f(z d:r) <. (4.63)

Définition 4.44 Dans ce cas, le réel :

f () dz) 1 f " @) do + J i () da) (4.64)

est appelée partie finie de 'intégrale divergente SZ f(z)dx.

Définition 4.45 On note v.p.(f) la distribution définie par : Yo € D(]a, b[) :

b
(v.p.(F) ) = Db j F(@)p(z) o), (4.65)
dite valeur principale de Cauchy f.

Proposition 4.46 Pour tout a,b € R, sous I’hypothése (4.63), T = v.p.(f) est bien une distribution de
D'(Ja, b]).

Preuve. Exercice. an

4.11.4 Cas V.p.(%)

Cas f(z) = L, correspondant 4 a <0, b> 0 et c = 0.
Onaf 4 Sb de — Tog(|—¢|) — Log|a| + Log(b) — Loge = Log(b) — log(—a) < . Donc :

b

1 b
p.f.f —dx = Log||||, (4.66)

a a
Et on note v.p.(1) la distribution v.p.(f) de D’(R). Ainsi la distribution associée est donnée par, pour tout

peD(R):
1 C)) ([ o) * p(x)

p-(— =p.f. —d =1 d dz)). 4.67
oo =pf | Pa (lm(] Ears [ 2 a)) (1.6)

C’est une fonction trés utilisée en physique ou x — % représente un potentiel.

4.11.5 Dérivation de T,

Dérivons la distribution réguliere T7,q,, : pour ¢ € D(R) :

(Tioglal)' ) = —(Logla], &) = — J}R Logll¢/ (z) da. (4.68)

(L’intégrale est convergente car Log|.| € Lj,.(R) et ¢’ € D(R).) On approche I'intégrale convergente de (4.68)
par les termes (symétriques) :

0 s
JR Log|z|¢'(z) dx = J_OO Log(—z) ¢'(z) dx + f Log(x) ¢'(z) dx

0

—€ o'e] (469)
= lim (J Log(—=z) ¢'(z) dz + J Log(z) () d:r:).
e>0 —0 €
Et deux intégrations par parties donnent :
—& Q0
J Logl|z|p'(x) dx = lim (—J ) dx — J ) dx + Log(e)p(—¢) — Log(s)go(e)). (4.70)
R 0 -0 L € €

e>0
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Et o(e) — p(—¢) = 2e¢'(0) + o(e), donc Log(e)(¢(g) — p(—€)) —c—00. Il reste :

—€

(Log'|z|, p) = + lim (J ¢lz) dx + LOO ¢lz) dm). (4.71)

e>0 —® x z

D’ou, cf. (4.67) :
1
(Log|z])" = VP dans D'(R), (4.72)

au sens (Thoglz))’ = v.p-1. Donc v.p.1 est la dérivée de la fonction Log(|z|) au sens des distributions.

5 Distribution a support borné, £'(Q)

5.1 Support d’une distribution, distribution & support compact
5.1.1 Distribution nulle sur un ouvert

Soit Q et U deux ouverts de R™ tels que 2 < U. Faire des dessins (exemple avec U = R"™), et tout sera clair.

Définition 5.1 On dit que « la distribution T' € D'(U) est nulle sur Pouvert Q » ssi T est nulle sur D(Q).
Donc :
Tunullesur Q@ <= VYpeD(Q)ona (T,p)=0, (5.1)

autrement dit, la restriction de T' & D(2) est nulle.

Et donc :
T non nulle sur <= 3Jp e D(N) t.q. (T,p) #0. (5.2)

Dans la suite, pour simplifier I’écriture, on prendra souvent U = R.

Exemple 5.2 La masse de Dirac g € D'(R) est nulle sur R* (et sur tout ouvert 2  R*).

En effet, ici U = R, et si ¢ € D(R*), alors ¢(0) = 0, d’ou dp(p) = 0.

Et la masse de Dirac est non nulle sur tout ouvert {2 contenant 0 : un tel ouvert contient un intervalle
] —e,e[ o € > 0, et la fonction donnée par v, en pour k assez grand vérifie v, € D(] — €,¢[) et
(5()(")%) = ’}/k(O) # 0. un

Exercice 5.3 Montrer que §;, est nulle sur R*, et est non nulle sur tout ouvert contenant 0.

Réponse. 1- Soit ¢ € D(R*). En particulier ¢ est a support compact dans R*, donc est nulle (constante) dans un
voisinage ouvert de 0. Donc ¢’ est nulle dans ce voisinage ouvert de 0, donc ¢’'(0) = 0, donc &y(¢) = 0, donc & est nulle
sur R*.

2- Et avec 7y, donnée en , avec € > 0 et avec k assez grand, la fonction xv; est dans D(] — ¢,¢[) (vérification
facile) et vérifie (zy)'(0) = 7%(0) + 0 = v, (0) # 0 : donc (), zvx) # 0, donc &y est non nulle sur D(] — ¢, ¢[), vrai pour

tout €, donc §; est non nulle sur tout ouvert contenant 0. un

loc

Exemple 5.4 Soit f € L}, .(R). Alors la distribution réguliere associée Ty est nulle sur R — supp(f), car
Se f@)o(@) de = § 1 rouppe / (2)@(2) o est nulle pour tout ¢ € D(R — supp(f)). .

Proposition 5.5 Si T'e D'(U) est nulle sur m ouverts Qy,...,Q,, alors T' est nulle sur | J;~, ;.

Preuve. Soit ¢ € D(|J;~, ) : notant K = suppy, on a K < [JI", Q;.

On applique le théorémede partition de l'unité : il existe m fonctions x; € D(Q;) telles que >\ | x;(z) =
1 pour tout x € K. Notons ¢; = x;p € D(£2;) (car produit de fonctions C® et de support dans suppy;), et donc
o =>" ¢;sur K, donc sur Q.

Dou (T, ) = 3" (T, ;) = 0, car T est nulle sur les Q;, et T" est bien nulle sur | ", Q. a

Définition 5.6 Les distributions S et T' € D/(U) sont dites égales sur  ssi S = T sur D(QQ), i.e. ssi (S, @) =
(T, ) pour tout ¢ € D(R), et on écrit (abusivement) S = T sur 2 (on devrait dire S = T sur D(f)).

On peut ainsi comparer deux distributions “localement” sur un ouvert 2.
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45 5.1. Support d’une distribution, distribution a support compact

5.1.2 L’ouvert ,,,,(7T)

Notons O la topologie usuelle de R™ (I’ensemble des ouverts usuels).
Notation. Soit ,,,.(T) 'union de tous les ouverts sur lesquels T est nulle :

Qrmaz(T) = U Q. (5.3)
Qe O t.q. T est nulle sur 2

En particulier €, (7") est ouvert (réunion d’ouverts).
Exemple 5.7 Q,,4.(50) = R*, cf. exemple o
Pour z € R" et > 0, on note B(xz,r) = {y € R" : || — y||gn < r} la boule ouverte de rayon r centrée en z.
Proposition 5.8 On a x € Q45 (T) ssi il existe € > 0 tel que T est nulle sur B(z,¢€) :
T € Qnax(T) <  3Je>0, YVoeD(B(z,¢)), (T,p) =0. (5.4)
Ou de maniére équivalente :

T ¢ Qnaa(T) <= Ve>0, JpeD(B(z,¢)), (T,p) #0. (5.5)

Preuve. Montrons .

=. Supposons & € Q4. (7). Les boules ouvertes forment une base de voisinage, donc 3¢ > 0 t.q. B(z,¢e) <
Qmaz(T). Et si ¢ € D(B(z,¢)), alors ¢ € D(Qna) et done T'(¢) =0 : on a T nulle sur B(x,¢).

<« (réciproque). Supposons qu’on a un ¢ > 0 tel que T(¢) = 0 pour tout ¢ € D(B(x,¢)). Alors B(x,¢) <
Qmaz(T), et donc x € Qyae (T).

Et est la négation de (5.4). ua

5.1.3 Support supp(7), distribution & support compact, et £'(Q2)
Définition 5.9 Le support de T est par définition le complémentaire de Q,,q.(T) :
supp(T) defp Dz (T). (5.6)
Par définition, supp(T) est donc fermé (complémentaire d’un ouvert), et, cf. :
zesupp(T) <« Ve>0, JpeD(B(z,e)) t.q. (T,9)#0. (5.7)

Définition 5.10 La distribution T € D'(2) est dite & support compact dans 2 ssi suppT est compact dans €,
i.e. ssi suppT est borné (puisque toujours suppT est toujours fermé).

Définition 5.11 On note £'(Q2) I'espace des distributions & support compact.

Exemple 5.12 On a supp(dy) = {0}, cf. exemple[5.7]: on a &y € £'(R).
De méme supp(d() = {0}, cf. exemple [5.3]: on a §; € &'(R). L

Proposition 5.13 Si f € L], (R) alors supp(f) = supp(Ty) ou Ty est la distribution réguliére associée a f.

loc
Et on utilisera la notation suppf dans les deux cas (que f soit considérée comme une fonction ou comme la

distribution réguliére associée).
Preuve. Cf. (L.11). o
Lemme 5.14 Si S,T € D'(R) alors supp(S + T') < supp(S) |Jsupp(T).

Preuve. Il g’agit de montrer que 4z (S+T) D Qnaz(S) [ Qmaz (T)- S0it € Dz (S) N Qnas (T) (si z n’existe
pas, i.e. si 'intersection est vide, alors le résultat est trivial). Donc de¢1,e2 > 0 t.q. Vo € B(z,e1) n B(z,e2) on a
(S, ) =0 = (T, ¢); donc, avec € = min(ey,e2), Vo € B(x,e),on a (S+T,p) =0, donc x € Qg (S +T). dn

Proposition 5.15 £'(2) est un sous-espace vectoriel de D'(£).
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46 5.2. Dual de C*(Q) : £'(Q)

Preuve. Si T € D'(Q) alors pour A € R on a supp(AT') = supp(T) (car (AT, @) = XNT,¢)), donc si T € £'()
alors AT € £'(Q).

Soit S,T € £'(2). On a supp(S + T') < supp(S) [ Jsupp(T), cf. lemme précédent, somme de deux compacts,
donc compact, donc S + T € £'(2). ua

Lemme 5.16 Soit T € D'(R™). Si ¢ € R, alors :

~

suppT = —suppT, supp(7.T") = suppT + c, supp(7e(T)) = —suppT + c. (5.8)

(Résultats vus dans le cas des fonctions, cf. (2.4).)

Preuve. Soit z € suppT : Ve > 0, Jp € D(B(z,¢)), (T, ) # 0, soit (T, ) # 0 et comme ¢ € D(B(—x,¢)), on

déduit —z € suppT, d’ou suppf c —suppT. Et T = T donne suppl < —suppT, d’ou I'égalité suppf = —suppT.

Soit x € supp(7.T) : Ve > 0, 3p € D(B(z,¢)), (1T, ¢) # 0, donc (T, 7_.p) # 0 et on a 7_.p € D(B(x—c,¢)),
donc z—c € suppT, donc z € suppT + ¢, donc supp(7.T) < suppT + c¢. Et 7_.(7.T) = T, donc suppT <
supp7.T — ¢, d’ou I'égalité supp(7.T) = suppT + c. o

5.1.4 Support singulier suppsing(7’)

Ce paragraphe nécessiterait quelques développements. Comme dans la suite on ne se servira que des dis-
tributions de type Ty + S ou f € L} (R) et S une somme de Dirac et de ses dérivées, on se contente ici du
minimum intuitif.

Définition 5.17 On appelle support singulier d’une distribution T, et on note suppsing(7) le sous ensemble
de suppT sur lequel 7" n’est pas distribution réguliére.

Remarque 5.18 Pour étre précis il faut considérer les ouverts U tels que T est réguliére sur U, i.e. tels que

il existe fy € L}, .(R) vérifiant = SR,L fu(x)e(x) dz pour tout ¢ € D(U), puis considérer la réunion Upax

de tous ces U, puis dire qu’il n y a qu ‘une fonction fy,, . telle que fy,,,, restreinte a U vaut fr, et appeler

suppsing(T) = R™ — Upyax. En particulier suppsing(T') est fermé. o
Donc sur 2 = R"™ — suppsing(7) la dlstrlbutlon T est réguliére, i.e. il existe f € L}, .(R) telle que pour tout

¢ € D(R™ — suppsing(T)) on a (T, ) = §. f(z)e(x) dz.

Exemple 5.19 Pour f € L} (R) on a supp(7Ty) = supp(f) et suppsing(Ty) = &. .

Exemple 5.20 On a suppsing(d,) = {a} = supp(d,). En effet, on a suppsing c suppd, = {a} et suppsingd, #
& car d, n’est pas une distribution réguliére.
Et pour le peigne de Dirac T = }},_, o, € D'(R), le support singulier est Z. .

Exemple 5.21 Soit T' = g + Ty,. Si ¢ € D(R*) alors (T, ) = 0, d’00 Qpes(T) 2 R*, d’ou suppT” < R,
Puis suppT = R (exercice).

Puis si p € D(R¥) alors (T, ¢) = (Th,,y) d’'ot T est réguliére sur R*. D’ou suppsing? < {0}.

Et T n’est pas une distribution réguliére, d’ou suppsingT’ = {0}. (S’il existait une fonction f € L], (R) telle
que T =Ty € D'(R), on aurait immédiatement f = Hj sur R*, car Ty = Ty, dans D(R*), et donc T' = T,, ce
qui est faux.) o

5.2 Dual de C*(Q) : £'(Q)

Pour f € L}, (R) soit Ty € D(R) la distribution réguliére associée. On a supp(Ty) = supp(f).
En particulier, si supp(f) est borné (donc a fortiori f € L*(IR)) on peut considérer son action sur les fonctions
¥ € C*(R) (sans restriction de support pour les ) :

feLy.(R), supp(f)borné, VipeC®R), (Ty,¢) = Jf x)dr < o, (5.9)
pusae | f@p@ = | j@wde (s WD 1L <o

On a plus généralement :
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47 5.3. Application : xT = 0 implique T = cdo

Proposition 5.22 et définition Si T € £'(Q) (avec donc suppT compact dans ), si ¢p € C*(Q) alors, pour
toute fonction o € D() telle que a = 1 dans un voisinage ouvert de suppT, on a ayp € D(Q) et la quantité
(T, ap) est indépendante de «. Et on pose par définition :

VT e E'(Q), Ve O®(Q), (T,4) LT ayp). (5.10)

De plus, si T € £'(2) et fe C®(Q) alors fT € £'(Q) avec supp(fT) < supp(T).
Donc pour T € £'(R2), on peur prolonger son domaine de définition de D(2) a C* ().

Preuve. Tout d’abord, une telle fonction « € D(Q) existe (cf. (2.27)), et de plus le produit a) est bien dans
D(Q), et donc, si T € D'(Q) alors (T, a)) a bien un sens, en particulier vrai pour T € £'(Q2) < D'(Q).
Soit 8 € D(2) une autre fonction telle que 8(x) = 1 pour tout « dans un voisinage ouvert de suppT'. Alors

(o — B)(x) = 0 dans un voisinage ouvert (comme intersection de deux ouverts) de supp?. Et donc o — =0
dans Q4. (T). Et donc pour tout ¢ € C*(Q) on a (a — )Y = 0 dans Q,4.(T), et donc :

<T7 Oﬂm - <Ta 51/)> = <Ta (a - ﬂ)w> =0, (511)

ie. (T,ay) = (T, By), ce pour toutes les fonctions a, 5 € D(Q) qui valent 1 dans un voisinage ouvert du
compact supp7. D’ou la notation non ambigiie (T, o) = (T, ) dans .

Puis avec f € C*(Q), pour tout ¢ € D(Q) t.q. ¢ € D(Qpnax(T)) on a f € D(Qpa(T)) (immédiat), et donc
(fT, @) =%t (T, fo) = 0. Donc supp(fT) < supp(T). o

Remarque 5.23 Il n’est pas suffisant dans la propriété ci-dessus de considérer des fonctions « et 8 de D(2) qui
valent 1 sur supp7 : il faut avoir 1 dans un ouvert qui contient le compact supp7 (i.e. il faut avoir a = 1 dans
un voisinage ouvert de supp7’). Sinon on n’a pas (o — ) € D(2 — suppT’), mais uniquement (& — f3)suppr = 0
ce qui est insuffisant pour conclure. Un exemple est donné par la distribution

. S
T:9eDR) - T(p) = W{gnoo(z w(5) —me(0) = log(m)w’(o)) (5.12)
j=1
dont le support est {1, %, - %, ..} U{0}, et le probléme est, entre autres, que 0 est un point d’accumulation
dans le support. Voir par exemple Zuily [I4], exercice 10 page 29, pour les calculs. un

Proposition 5.24 Le dual de C*(Q) au sens des distributions (pour la continuité définie par la conver-
gence (3.2)) est I'ensemble £'(Q) = Loont(C* (), R) des distributions a support compact.

Preuve. Admis (hors programme).
Idée : linéarité immeédiate. On munit C* () de la famille de normes pg ,,, rendant C*(Q) complet, voir

§ (annexe). Soit K compact, t.q. supp(T) < KcQ (on dit que K est un voisinage compact de supp(7)).
Pour toute suite (¢,)y d’éléments de C™(Q2) convergeant vers ¢ dans C*(£2) au sens des normes pg ,,, on a
(T, — pn) — 0 (continuité). ua

5.3 Application : 27 = 0 implique T = cdy

Soit I : R — R lidentité (application C*). On note IT = zT (voir début paragraphe [4.9])
Question : soit T' € D'(R) telle que 2T = 0 dans D’(R). Que peut-on dire de T'?
Il est immeédiat que si T = Cdp, ot C € R, alors T = 0 : en effet, pour tout ¢ € D(R) on a

(2(Cdo), ) = Clady, p) = Cldo, x0) = COR(0) = 0.

C’est la réciproque qu’il s’agit d’établir.
Proposition 5.25 Soit une distribution T € D'(R).
2T'=0 = 3JCeR t.q. T =Cdy, (5.13)

i.e. T est proportionnelle a la masse de Dirac éy. Et on a C = (T, 1) (a un sens car T = Cdy est a support
compact et 1g € C*(R)).
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48 5.4. Généralisation de la définition : supports compatibles

Preuve. T = 0 est trivialement solution. Soit T # 0 t.q. zT' = 0 dans D'(R). On veut montrer que : 3C € R,
Vi € DQ), (T, ¢) = Co(0).

1- Montrons : supp7’ est borné et mieux = {0}. Soit ¢ € D(R*). Posons ¢ = £ : comme ¢ est nulle dans
un voisinage ouvert de 0, on a » € C*(R), donc 9 € D(R) car suppy < suppp. Et 2T = 0 donne («T,) =
(0,9) = 0; et donc (2T, 2) =0 = (T,z2) = (T, p) = 0. Vrai pour tout ¢ € D(R*), donc Qe (T) > R*, donc
suppT' < {0}, donc suppT = {0} car T # 0.

T étant & support compact, on peut travailler avec les fonctions C*(R), cf. prop. [5.22

2- Calcul : on connait (T, z¢) (qui vaut (2T, ) = 0) pour tout ¢ € C*(R) et on veut connaitre (7', 1)) pour
tout ¢ € C*(R).

Si pour toute fonction i € C*(R) il existait une fonction ¢ € D(R) telle que ¥ = xp, on aurait (T,v¢) =
(2T, p) = 0 (et donc T = 0). Mais, a ¢ donné, cela imposerait ¢ = %, et © ne serait pas définie au voisinage
de 0 dés que 9(0) # 0 : & ¢ donné, on ne peut donc pas définir ¢ aussi brutalement.

On corrige : soit ¢ € C®(R) donnée ; on considére la fonction ¢ € C*(R) définie sur R par :

B 1
p(r) = vle) —4(0) = L0 (= f Y (ux) du).
u=0

p € CP(R) grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Et (T, z¢) = (zT, ) = 0, avec zp = 1 — 1 (0)1g, donc (T, v) — ¥ (0){T, 1g) = 0, donc :

<T7 ¢> = <607 ¢><T, 1R> = <<T7 1R> do, ¢>
Vrai pour tout ¢ € C®(R), donc T = (T, 1g) 69 = Cdy ot on a posé C' = (T, 1g). .

Remarque 5.26 Dans la démontration précédente, méme si 1 € D(R), la fonction ¢ construite n’est pas a

support compact a cause de @ qui ne s’annule pas a l'infini, d’ou I'utilisation de la dualité &'(R)-C®(R). o=

Remarque 5.27 Dans la démonstration précédente, il n’était pas nécessaire de considérer la dualité entre
E'(R) et C*(R) : on pouvait résoudre cet exercice au paragraphe : il aurait suffit de considérer la fonction
p(z) = w ot & € D(R) avec «(0) = 1, la fonction ¢ étant maintenant dans D(R) dés que ¢ € D(R).
Exercice. un

Exercice 5.28 Résoudre T = g : montrer que T' = —d(, + ¢do.

Réponse. 1- Soit T € D'(R) t.q. T = §o. Montrons que supp(T’) = {0}. Pour ¢ € D(R*), on a (xT, ) = (T, zp) et
(00, ) =0, donc (xT, ¢) = 0.

2- On cherche (T, ) pour tout ¢ € D(R) sachant (T, z1)) = 1(0) pour tout ¢ € D(R). Soit p;nD(R). On pose ¢ = x),
donc 9 est donnée par () = @ : un tel ¥ n’est pas dans D(R). On modifie : on pose ¥ (z) = M sur R* avec
¥(0) = ¢'(0) : maintenant ¢ € C*(R), car (développement limité avec reste intégral) ¢(z) — ¢(0) = 7 f'(t)dt =
z Si:o f'(uz) du, et théoréme de convergence dominée. Donc d’une part (zT,%) = ¥(0) = ¢'(0) car T € £'(R), et d’autre
part (zT,¢) = (T, ¢ — p(0)1r) = (T, ) — (T, 1r)p(0), donc (T, p) = ¢'(0) + cp(0) ot ¢ = (T, 1g), dott T = —5; + cdo.

3- Soit T = —4p + cdo. On a (xT, o) = (=85, zp) + c{do, zp) = (o, (zp)") + 0 = ©(0). o

5.4 Geénéralisation de la définition : supports compatibles

La définition d’une distribution 7" est actuellement donnée dans les deux cas suivants :

1. suppT quelconque, T agissant sur ¢ € D(R) fonction C* & support compact (définition),
2. suppT compact, T agissant sur ¢ € C*(R) (suppy quelconque) (proposition).

Mais il suffit en fait pour définir la quantité (T, @) que 'intersection des supports soit bornée :

Définition 5.29 Si T € D'(R") et ¢ € C*(R"™) sont tels que K = suppT [ |suppy est compact, on dit que les
supports de T et de 1 sont compatibles.

Lemme 5.30 Soit T € D'(R") et ¢ € C*(R™).
Si K = suppT (| supp% est compact (les supports de T et de 1) sont compatibles), alors T est une distri-
bution & support compact avec supp(¢yT) < K.

Preuve. Comme ¢ € C*(R"™) et T € D'(R™), on a bien T € D'(R™) (est une distribution).
Soit ¢ € D(R" — K). On a supp(¢p) < supp(s) [|supp(p) < supp(¢) ((R” — K), donc :

supp(p) (| supp(T) < (supp(w) (supp(T)) [ JR" - K) = K[ |(R - K) = @.

Donc supp(¥¢) € Qmar(T) (complémentaire de supp(T). Donc (T, 9¥p) = 0 = (YT, ¢) : la distribution T est
nulle sur R® — K, donc supp(¢T) c K. un
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Proposition 5.31 et définition. SiT € D'(R") et ¢» € C*(R™) ont leurs supports compatibles, et si « est une
fonction de D'(R™) qui vaut 1 sur un voisinage ouvert de K = suppT (\suppy, alors (T, aw)) est indépendant
de a. On définit alors : )

(T, v) LT, ). (5.14)

Preuve. Soit une autre fonction § € D/(R™) qui vaut également 1 sur un voisinage ouvert de K =
suppT'(\suppe. Il s’agit de montrer que (T, ) = (T, B4), i.e. que (T, (a—B)y) = 0. Mais supp(a—0)) <
R™ — K : on applique le lemme précédent. Donc la définition proposée est légitime. =n

Remarque 5.32 On introduira lorsque (2 = R, une autre dualité sans condition de support, mais avec condi-
tions de décroissance a l'infini (distributions & croissance “lente”, et fonctions C* a décroissance “rapide”). Elle
sera introduite avec la transformation de Fourier. un

6 Dérivation et intégration sous le crochet

— — —
?

Pour ¢ : (#,7) € R" x R™ — o(Z, %), & ¥ fixé on note pz(§) = ¢(Z,¥) et on s’intéresse a, pour T € D'(R™) :

m@=@wﬁﬁﬂﬂwwﬁw%ﬁ@@w@@mﬂ@fT@wﬁm@, (6.1)

dés que, pour & donné, les supports de T et pz sont compatibles.
0(x) est “le crochet qui dépend du parameétre 2”7 (I'intégrale qui dépend du paramétre & quand T est une
distribution réguliére), et ici ¥ est le nom imposé de la “variable d’intégration”.

Remarque 6.1 Les abus de notation ="°* dans permettent de ne pas introduire de notations supplé-
mentaires : on voit la “variable d’intégration” (ici y) et le paramétre (ici x).

Insistons : notons ¢, (y) = ¢(z,y) et ¢ (x) = (x,y); la dualité (T, p,) est une dualité ot ¢, est une
fonction (et non la valeur ¢,(y) de la fonction ¢, au point y), et la notation (T(y), vz (¥)) = (T(Y), Yz(y))ay
ne sert qu’a imposer le nom de la variable (ici y) quand on utilisera la fonction ¢,, bien que T'(y) n’ait aucun
sens : le domaine de définition de T' est D(Q), et T'(p) ="°% (T, ) a un sens, mais pas T'(y), & moins de ne s’en

servir que comme une notation, celle définie dans (6.1). un

Exemple 6.2 Avecn =m =1et T = §,, on a, “notations usuelles”,
() = (0a, pz) = pa(a) = o(x,a), n0t& (6. (y), P2 (y))ay =" (da(y),

0(y) = (5as 0y) = ©y(a) = p(a,y), n0té (6.(x), oy (2))de =" (0a(x), 0(2,y)) = ©(a,y). v

Exemple 6.3 Avecn=m=1etT =Ty, ona
0(x) = (T1, pu) = §,cp FWe(@,y) dy =" (£(y), (2, y))ay- Alors que

0(y) = (Ty, py) = §,cp F(@)p(x,y) dz ="% (f(2), 0(2,))as-
Exemple o(z,y) = e **¥ (vers la transformée de Fourier) :

0(x) = §,en [(W)e ™ dy ="% (f(y),e™"*¥) 4. Alors que
g(y) _ SIG]R f(x)e—izy dx _noté <f($),€7iwy>dx- Y

Proposition 6.4 Pour ¢ € C*(R"*™;R) on note K; = R" et Ky « R™ des sous-ensembles tels que suppy <
K x K. Soit T € D'(R™). On suppose que suppT (| K2 est compact (compatibilité des supports de T et de oz).
Alors :

(i) la fonction 0 : R™ — R définie par (6.1)), & savoir :

0(Z) = (T, 0z) "2 (T (@), o(Z, 7)) ay (6.2)

est C*(R™) (et est dans D(R™) si K7 est compact).
(ii)) On peut dériver sous le crochet, pouri =1,...,n :

00 7]

(5@ =)

i.e. on peut dériver sous le signe “somme” (notation abusive) :

on (| TOe i) = [ 1) (52 00) 0,

geQ
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(iii) On peut intégrer sous le crochet, si K est un compact de R™ :

( f by da ) f Tl Dy = (1(5), f D7) ) 4y (6.4)

ZeK

yeR'ﬂL
vrai pour les distributions dés ¢ € C*, que les supports de T et ¢ sont compatibles en i, et qu’on intégre sur

un compact en ).

ou encore:J ( J T@) 0@ ) ) d, :f @) f (7, ) d0) dQ, (Fubini est donc toujours
reK JyeRm™ ZeK

Preuve. On se place pour simplifier les notations dans le cas n = m = 1 et p € D(R?), et on peut donc choisir
K et Ko compacts. Autres cas en exercice.

A 2 fixé (quelconque), on a ¢, € C®(R) avec supp(p,) < K, Ayant supposé suppT’ N sup o, compact, la
quantité (T, p,) a bien un sens : 6 est bien définie en tout x € R.

Montrons que 6 est continue sur R. Soit 2 € R et ¢, (y) = ¢(zo,y), soit h € R et Ypy, = ©(xo+h,y);on a:

O(zo + h) — O(x0) = (T(y), e(xo+h,y) — o(20,4)) = (T (Y); Phao (Y) = Lo (¥))-

Il est immeédiat que ¢, € D(R?), donc :

9(.230 + h) - 9(1‘0) = <T7 (@h)xo - (@)wo> }:6 <T7 O> =0, (65)

car (0n)ze — Pao —0 (fonction nulle) au sens de D(R), cf. définition : en effet, en se limitant aux |h| < 1

(on s’intéresse au cas h — 0) :
1- notant Lo = Ko + [—1,1], les (pna,

2- Pour k € N, on a @Elli)o(y) = %ﬁ)

(et ¢s,) ont toutes leur support dans le compact Ly (pour h < 1).
ok
(

k
zo+h,y) = gyf (zo,y) + h g;k (z1,y) ou xy est entre zgy et zo+h
k
©

(théoréme des accroissements finis), car g? est C1. Et donc si on note Ly = [ro—1,20+1], on a |<p§f§c)0 (y) —

gogf)) (y)] < hC, quand h < 1, ot C = SUP(, y)er, x L, |g::lef(x,y)\ (le sup sur un compact est atteint pour les

fonctions continues). Et donc |<p§:;)o (y) — @SZE) (y)| —h—00. D’ou (6.5).

De méme, 6 est dérivable par continuité de T car :

w — (T(y), Plzoth, y;; ?(@0,Y) —(T), ?Ti(%vy»'

En effet w — ‘g—‘;(mo, y) au sens de D(R) (vérification similaire & la précédente). On vient par la
méme occasion d’établir (dérivation sous le (.,.)).

Et de méme par récurrence, elle est C®.

Puis supposons que K; compact. Montrons que 6 est a support compact : si supppy < K; x Ky alors
supp(f) c K. En effet R — K est ouvert, et si 29 ¢ K; alors 3¢ > 0 t.q. B(zg,¢e) € R — K1, et ., = 0 dans

B(xg,¢) (fonction nulle). D’ou 6 est nul dans B(xo, ), donc dans 'ouvert R — K7 ; d’ou suppf < Kj.

Passons a I'intégration. Soit @ € R et ¢ < min K. Posons (primitive de ¢ en x a y fixé) :

T

y
D(x,y) := j o(t,y)dt nge O(z,y), et O(x):=(T,P:) = (T(y), 2(z,y))ay-
t=a
Comme ¢ € C*(R?), on a ® € C*(R?), et supp® = suppy < K; x Ko compact, donc ® € D(R?). Par dérivation
sous le crochet (6.3) (qui vient d’étre établie), il vient :

0'(x) = (T(y), g%(xvy»dy = (T(y), ¢(x,y)), (6.6)

d’ou 0((13) = Sz(T(y)7 @(tay» dt; d’on .

Exercice 6.5 Quand T = T est une distribution réguliére associée a f € L}, (R), démontrer (6.3) a I’aide du
théoréme de convergence dominée.

Réponse. Noter qu’on utilisera de maniére essentielle le fait que ¢ est C* (et est C* si on veut continuer & dériver).
1- Cas ¢ € D(R?) : l'intégrant h(z,y) = f(y)p(z,y) est C* en x, avec g—;(az,y) = f(y)g—‘;(x,y) est borné indépen-
damment de = par ||52||ce 2yl f| € L' (R).
2- Cas p € C*(R?). Soit zo € R. On s’intéresse & 0’ (xo). Soit = € I =]zo — 1,z + 1[, soit L = suppT n Ko compact
par hypotheése (compatibilité des supports). Soit h comme dans le cas 1, alors \%(m, y)| est borné indépendamment de

x € ly paI‘||%|‘cm(10XL)|f‘EL1(R). e
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Remarque 6.6 Attention, le fait qu'on puisse toujours dériver sous le signe { au sens des distributions ne remet
pas en cause le théoréme de convergence dominée de Lebesgue : on ne peut dériver sous le signe § que parce
que @ est infiniment réguliére. un
Exercice 6.7 Soit 0(z) = (Jo(y), p(x,y)) pour p € C*(R?;R). Vérifier la formule de dérivation sous le crochet.
Réponse. On a 0(z) = (do, pz) = ¢2(0) = ¢(z,0). Donc on a 0'(z) = 92(z,0).

Et par dérivation sous le crochet, on a 0'(z) = (Jo(y), 22 (z,y)) = 22(x,0). un

Exercice 6.8 Soit f € L!'(R) a support compact, et soit sa transformée de Fourier définie sur R par ]?(5) =
5= Suer f(2)e™ " do. Mettre f sous la forme f(§) = (T, ¥e) =10 (T (), 4h(z,£)). Vérifier que (f) (&) =
\/% §pep (—iz) f(z)e™ ¢ dx.

Réponse. Soit T' = Tf, ici T € &'(R), donc (T ) a un sens pour tout ¢ € C®(R) (compatibilité des supports). Soit ¥
donnée par ¥(z, &) = \/7 ~2¢ On a1 € C°(R?), et e € C*(R), donc (Tf, U, ) est un réel (a un sens) et f(&) = (T, Ue).
(s

) (FY© = (Ty(@), 2 ey = S of(@)eE do.

Et g’é’( €)= _mﬁe*”g D’ou, dérivée sous

7 Théoréme de Fubini pour les distributions W = S® T

7.1 Produit tensoriel de deux distributions
Soit f:R™ — R et g : R — R. On appelle produit tensoriel des fonctions f et g la fonction h ="% f®g :
R™*" — R définie par le produit :
J— N s . oo déf Lo
h(E ) = f(@)g(H),  soit done  (f@g)(&5) = F(@&)g(y)- (7.1)

= f ® g est donc une fonction & “variables séparées” sur R™*t" = R™ x R". Elle est également notée
abusivement : )

D "L F@ @9 (Y (@)@ ). (7.2)

Sife LlOC(Rm) et ge L} (R"), alors f®g € L}, (R™*") (théoréme de Fubini sur les compacts K = R™"

car f®g € L}, .(K)), et on peut étendre le produit tensoriel aux distributions réguliéres : si ® € D(R™*") est
a variables séparées, i.e. & = u® v avec u € D(R™) et v € D(R"™), alors :

Tjopu) = | f@aly)u(ey(y) dody

- | f@u@ s [ gy (7.3)
Rm™ n
— (Tyu) (T, 0).

Et si ® n’est pas a variables séparées, alors on applique le théoréme de Fubini :
(Trog, ® f f(x J 9(y)@(z,y) dy) da

Ty @) s Ty 0), @) an) g, = (Talw) + Ty (@), D@ 0))as )y,

ce qui est toujours licite quand ® € D(R™*™) puisque qu’alors lintégrant (z,y) — f(x)g(y)®(z,y) est dans
LY(R™*™). Et on note :

(7.4)

déf
Tr ®@Ty = Ty (7.5)
On a ainsi défini le produit tensoriel sur les distributions réguliéres : pour ® € D(R™*"), on a :
def 1
(T ®Ty, @) = (Trgy, @) " (f @9, D). (7.6)
La généralisation & toutes les distributions est donnée par la proposition suivante :

Proposition 7.1 et définition de S ® 7. Etant données deux distributions S € D'(R™) et T € D'(R"), il
existe une unique distribution Wg r € D'(R™*™) qui vérifie, pour tout u € D(R™) et v € D(R") :

<WS’T,U®’U> = <Sa u) <Ta U>7 (77)
Et Ws r —n0té § T est appelé le produit tensoriel de S par T, et donc :

(ST, u®vy = (S,u) (T,v). (7.8)
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52 7.2. Théoréme de Fubini

Preuve. Admis. Idées : on veut définir (W, ®) pour tout ® € D(R™*™). On doit admettre en particulier que
toute fonction ® € D(R™") est de la forme ®(z,y) = Yoo, u;(v)v;(y), ott u; € D(R™) et v; € D(R™), et ainsi
D(R™) x D(R™) est dense dans D(R™+™).

Puis on vérifie que W = S ® T est bien une distribution, et la densité donne 'unicité. .
Exemple 7.2 Soit @ € R”. La masse de Dirac dz pour @ = (aq,...,a,) est définie par :
0 =104, ®...Q0,, (7.9)

C’est donc la distribution de support réduit a {@} et dont l’action a un sens sur toute fonction f : R — R

continue en @ : on a dans ce cas {0z, f) = f(d). o
Remarque 7.3 Les indices des crochets de dualité sont implicites dans (7.7) qui s’écrit aussi :
(W, u ® v)pr(gm+n) prm+n)y = (S, U)pr(Rm) D(Rm) (T, V)Dr(RR), D(ER)-
(On n’a pas le choix.) wa
Et (7.8) est également noté abusivement :

(S(2) ®@T(y), u(x) @ v(y))dzdy = (S(2), w(®))az (T(y), v(y))ay; (7.10)

ou encore :
[[s@rr@u@p dsdy = [ swut s [ T s

Cela évitera d’introduire des notations.

7.2 Théoréme de Fubini

On reprend les notations utilisées en (6.1) : pour ® € D(R™*™) (non a priori & variables séparées), la fonction
0 : R™ — R définie en (6.1)), & savoir :

0(F) = (T, &) "% (T(7), (7, ))ay "2° j T(§)0(F, §) dy (7.11)

vérifie § € D(R™).

Théoréme 7.4 (Fubini) Soient S € D'(R™) et T € D'(R™). Pour ® € D(R™*™) (non a priori a variables
séparées), les réels

(S(2) @ T(y), D(x,y))dzay =1 (S ®T, ®) pr(z2) p(e2);

<S7 9> = <S($>7 <T(y)7 (I)(xv y)>dy>dm’ et

<T(y>7 <S(1‘), (I)($> y)>d$>dy
sont bien définis, et on a :

(S(2) @T(y), ®(x,y))dedy = (S(x), (T(y), ®(2,¥))ay ), = (T(¥), (S(2), (2,9))dz ), (7.12)
noté

ﬂs a:y)da:dy—JS J () (x, y) dy) dx—J Js B, y)dz)dy.  (7.13)

Preuve. La dérivation sous le crochet, proposition nous donne la régularité de 6.
De ([7.10) on déduit alors I'inversion des crochets pour le calcul de (S(z)®T(y), ®(x,y)) a aide de la densité
de D(R™) x D(R™) dans D(R™*") (admis). a
Corollaire 7.5 Si S € D'(R™) et T € D'(R™), alors, avec des notations implicites :
ok oks oF okT

5 k(S@T) e k®T 3k(S®T) S®8T/’?’ (7.14)
J
pour ke N, i€ [1,m]y et j € [1,n]y. Et on note abusivement :
ok ok
7 8@)®T(y) = (5 75x) ®T(y), (7.15)
oz} 0x;

idem pour la dérivation en y;.
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53 7.3. Généralisation de SQ T : compatibilité des supports

Preuve. Avec le Théoréme de Fubini on obtient (notations abusives), pour tout ® € D(R?) :

ok ok

<@(S(Z) ®T(y)) » (2, y))azay = (—1)"((S(2) @ T(y)), 87?@(96, Y))dady
k k
= () S, S Byt = (), o S 2 ) s
Idem pour 'autre égalité. un

Remarque 7.6 Avec le théoréme de Fubini, on retrouve les dérivations et intégrations sous le crochet. En effet,
on veut (6.3), i.e. :

(o (T ). B ))ay) « @), = (T 5@ )y s 0o} e VOEDE™).  (116)

Veérification & partir du membre de gauche de (7.16) qui vaut :

o oY

= 7<<T(y)7 (p(xay»dya aixz(x)>dw = 7<T(y)a <<I>(:r,y), 871‘2(‘%)>dz>dy
= HT ) (G 52 Ve g, = (T @)y V()

Et pour l'intégration (6.4) :

feR<T(y)7 ‘I)(x’ y)>dy dx = <1R($), <T(y)7 (I)(JZ, y)>>dz = <T(y)7 <1R(x)’ (I’(JZ, y)>d96>dy

~ (7). | ¥y da)
comme souhaité. un

Exercice 7.7 Montrer que T ® T,, # T, ® T3 en général.

Réponse. Exemple : o(x) = z et f(z) = 2% On a (a ® B)(z,y) = 2” et (B® a)(x,y) = 2”y. Bt Jay’p(x,y) dzdy #
§2°yp(z,y) dzdy en général. X

Exercice 7.8 Soit la fonction de Heaviside de n variables Hz = H,, ® ... ® H,,. Montrer que :

0H;z
8.’171

O"Hz
Ory...0m,

=0, ®H, ®...®H,, et Sz (7.17)

Réponse. Soit on applique (7.14)), soit calcul direct : écrivons le résultat dans R? pour simplifier les écritures. Et notons
Ty, la distribution réguliére associée a H,. Alors, pour tout ® € D(RQ), avec le théoréeme de Fubini :

<D93(THa ®THb)7CI)> = - <(THa (ZIZ’) ®THb(y))7 qu>($’,y)> = _<THb (y)7 <THa (m)szq)(x,y)»
= + <THb(y)7 (D:Th, (x),®(x,y))) = +<THb(y)7 (6a(z), @(z,9))) = <5E®TH1;7(I)>'

7.3 Généralisation de S® T : compatibilité des supports

Et en ce qui concerne le support de W = S® T on a (faire un dessin dans le cas m =n = 1) :

Proposition 7.9 Si S € D'(R™) et T € D'(R™), alors supp(S ® T') = suppS x suppT.

Preuve. Soit W = S ® T. Montrons que suppW < suppS x suppT. Soit (z,y) ¢ suppS x suppT. Supposons
par exemple z ¢ suppS (sinon nécessairement y ¢ supp7’ et on échange les roles de = et y). Soit alors € > 0 t.q.
B(z,e) € R — suppS (qui est ouvert).

Comme toute boule (“ronde”) B((x,y),e) est incluse dans le produit cartésien (“carré”) B(xz,e) x B(y,e),
si ® € D(B((z,y),¢)), alors ® € D(B(x,¢) x B(y,e)) (prolongement par 0), et donc ®, € D(B(z,¢)) (ou
®, :z— ®,(x) = ®(x,y)). Faire un dessin.
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D’ou a l’aide du théoréme de Fubini, pour tout ® € D(B((z,y),¢)) :

(W, @) = (T(y), (S(x), ®(z,y))) = (T(y),0) = 0.
Donc (z,y) € Qmaz (W), ie. (z,y) ¢ supp(W), donc suppW < suppS x suppT.

Réciproquement, soit (zg, yo) € suppS x suppT. Donc zy € suppS et yg € suppT. Donc, pour toute boule
ouverte B(z,e,) de R™, il existe a € D(B(z,€;)) telle que (S, ) # 0. De méme il existe 8 € D(B(y,¢y)) telle
que (T, 3) # 0. Et on a :

(SRT,a®B) = (S,a){T, B) #0.
Comme tout ouvert de R™*" contenant (x,y) contient un ouvert de type B(z,e,) X B(y,&y), on en déduit que
(z,9) ¢ Qnaz(W), ie. (z,y) € suppW. o
Et on a la proposition :

Proposition 7.10 Le produit tensoriel S ® T a un sens sur une fonction ® € C*(R™ x R"™) dés que :

Eg = (suppS x suppT) ﬂsuppq) (7.18)
est borné. Et pour une telle fonction ® on peut appliquer le théoréme de Fubini :
(S(2) ®T(y), 2(z,y)) = (S(x), (T(y), 2(z,y))) = (T(y), (S(x), 2(z,y)))- (7.19)

Preuve. (i) Si ® est & support compact, aucune condition n’est requise sur le support de S et T' : c’est la
définition des distributions, dualité entre D(R¥) et D'(R¥) pour k € N.

(i) Cas général : grace & la définition généralisée (voir la proposition [5.31). Soit ® € C(R™*™) donnée et
soit @ € D(R™*™) avec @ = 1 dans un voisinage ouvert U, de Fg. La fonction a® est dans D(R™1"), et donc
(S®T,ad) € R est bien défini, et on a le théoréme de Fubini :

(S(2) @ T(y), oz, y)®(x,y)) = (S(x),(T(y), oz, ) @(x,y))) = (T(y), (S(2), a2, y) @ (,y)))-

Soit B est une fonction qui vaut également 1 dans un voisinage ouvert Ug de Eg. Donc o — 3 est
nulle dans le voisinage ouvert U, (|Up de Eg et donc (S(z) ® T(y), (a(z,y) — B(z,y))P(x,y)) = 0, ie.
(S(x)®T(y), a(z,y)®(x,y)) = (S(z) ® T(y), Bz, y)P(x,y)) : (7.19) a un sens est indépendant de a. ua

Exemple 7.11 Rappel : une fonction w : (z,y) — w(x,y) est indépendante de x si elle est de la forme
w(z,y) = f(y), autrement dit si c’est la fonction & variables séparées w = 1g ® f.

De méme, on dira qu’une distribution W de D(R™*") est indépendante de x si elle est de la forme W = 1x@T
(variables séparées). On a alors, pour tout ® € D(R™+") :

(18(2) (1), ¥(a. ) = {12(e). (T(0). (z.0)) = |

zeR

T, Bay)) s = (T0), [ Doy do)

zeR

Et plus généralement cela a un sens quand Eg = (supplg x supp?’) () supp® est borné. .

8 Produit de convolution de distributions

8.1 Produit de convolution de fonctions
8.1.1 Vers la convolution de distributions réguliéres

Le produit de convolution a été introduit au paragraphe : quand cela a un sens :

W) = (f * g)(x) = f F(tg(e — t)di = j f(& — w)g(u) du = (g% f)(x). (8.1)
teR ueR
L’intégrale h(z) est une intégrale dépendant du paramétre .

Exemple 8.1 Si f e L'(R) et g = Iy = klj1 1y, ona (f*g)(z) = kgfi’l f(x—t)dt = la “valeur moyenne
g 2k

2k
de f a travers une fenétre de largeur % centrée en z”. Et, si f est continue en x :

(f * ) (@) — (@) (82)
—0
ce qui va donner, dans le cas f continue sur R :
(f # do)(x) = [ (). (8.3)
Donc f 0y = f, une fois qu’on aura défini le produit de convolution de distributions... Ce qu’on va faire
maintenant. un
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55 8.2. Définition de S * T

8.1.2 Notation f(t) * g(t)

Notation. On note (f = g)(z) = §,. f(t)g(z — t) dt =D°% (f(t) * g(t))(x), i.e. on impose explicitement le
nom (ici ) de la variable d’intégration. Cela ne pose pas de probléme quand le contexte n’est pas ambigu.
Exemple avec “Fourier” :

1) = % v 1) = ieiu(mft) n&téi *eiut z nOztéi *eiut T
) = (£ So)le) = [ 50 e 0 e (g0 () " (o).

8.2 Définition de S+ T
8.2.1 Définition formelle

Rappel : si f,g € L'(R"), alors on a f * g € L'(R™). Au sens des distributions, la distribution réguliére
associée Tpyy ="0% f « g vérifie, pour tout ¢ € D(R™) :

(2000 T = | (Fr)e®de= [ | pe=natedyar (8.4

grace au théoréme de Fubini. On obtient :
N déf
Groo= | | f@oelendedy = (roam. on b Cowrn. (63
reR™ JyeR™

Et on notera (abusivement) :

& def
(F+9,0) " @) @), ol +1))  (F(F@g,h)). (8:6)
Définition 8.2 On définit alors le produit de convolution de deux distributions S, T € D'(R) par, pour ¢ €
D(R™) :
(S+T,0) ¥ (s@T.h),  on  h(zy) o +y) (87)

Il est immeédiat que si S =T a un sens alors S =T =T % S (commutativité), car h(z,y) = h(y, z). Et on note
abusivement, quand ¢ € D(R") :

(S T,0) "2 (S, @ Ty, p(x +9)) "2 (S(2) @ T(y), oz +v)) (L (ST, h)). (8.8)

Un des outils principaux pour I’étude de ce produit de convolution sera le théoréme de Fubini, proposition[7.4]

Exercice 8.3 Montrer que pour f,g € L'(R) on a Ty, = Ty * T},

Réponse. Fubini donne : Tyyq(p) = SzeR(SteRf(t)g(:c —t)dt)p(z)dz = XyeR SteR f@®)g(y)e(y + t)dtdy, et on a (Ty *
Ty)(p) = (T (), (Ty(y), (= + y))dy)ds, ce pour tout ¢ € D(R). T

Exercice 8.4 Montrer formellement (de fait pour f,g € L*(R) et ¢ € D(R) voir la suite = régularisation) :
(Ty Ty, ) = (T§, Ty * ). (8.9)
Réponse. Fubini donne :

|| r@stwretars) dady = | s@)(| gtwoteo) dyiz - j f@) f g(u—a)p(u) du)da

= £ f(x)(i J(z—u)p(u) du)dr = L f(@)(g * o) (x) de.

Ce résultat sera conservé pour les distributions, cf. la suite. un
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56 8.2. Définition de S * T

8.2.2 Domaines de définition : supports convolables

On rappelle qu'on ne peut pas convoler la fonction constante 1gx € L} (R) avec elleméme : on aurait
(I # 1g)(z) = {3 1dt = co.

De méme, la définition au sens des distributions pose un probléme : pour ¢ € D(R) on aurait (1(z) ®
1(y), p(z+y)) = §z(§z ©(z)dz)dx intégrale de fonctions & variables séparées donc égale a (§ dx)(§; ¢(2)dz) = .
Donc ’hypothése f,g € L} .(R) est visiblement insuffisante pour que et aient un sens.

loc

Si p € D(R) est non nulle, alors ¢ est bien & support borné, mais la fonction h(x, y) = ¢(x +y) n’est jamais &
support borné. En effet, si a € suppe, alors le sous ensemble x +y = a (droite “de pente —1” dans R?) appartient
au support de h, et donc le support de h n’est pas borné : h ¢ D(R x R). Faire un dessin : le support de h est
la bande oblique dans R? (“de pente -1”) qui passe par supp(y) x {0} = R?; et le graphe de h est une surface
réglée, h étant d’altitude constante = ¢(a) le long des droites = + y = a.

Proposition 8.5 et définition. Soit S,T € D'(Q) deux distributions. Soit ¢ € D(R) et soit h € C*(R?*")
donnée en (8.7), i.e. h(z,y) = ¢(x + y). Pour que le produit de convolution S = T' ait un sens dans D'(1), i.e.
pour que (S =T, p) ait un sens, il suffit que I’ensemble E,, suivant soit compact (i.e. borné puisqu’il est toujours
fermé) :
E, = (suppS x suppT) ﬂ supp(h)

= {(x,y) e R* : x € suppS, y € suppT, z + y € suppy} ( )
8.10
= (suppS x suppT’) ﬂ{(m, y) € R*™ . x +y € suppy}
= (suppS x suppT) ﬂ{(x, y) e R?™ : Ja e suppy, z +y = a}.

(L’ensemble E, dépend de y, et chaque E, doit étre borné).
On dit alors que les supports de S et T (ou simplement que S et T') sont convolables.
C’est en particulier le cas si les distributions S et T' vérifient :

VaeR, supp(S) ﬂsupp(Taf) est compact (8.11)
(les supports de S et 7.1 sont compatibles), i.e. si :

1. suppS ou suppT est borné (I'une des deux distributions est a support borné),

2. suppS et suppT sont limités tous deux a gauche (ou limités tous deux a droite).

Faire un dessin.
Le cas général est donné au paragraphe suivant : E, est borné dés que (8.11)) est vérifiée pour tout a € R.

Preuve. Pour que (S; ® Ty, h(z,y)) ait un sens il suffit que I'inersection supp(S; ® T,,) N supp(h) soit bornée,
cf. proposition [7.10] ou proposition—définition [5.31
Et les 2 cas présentés impliquent que, quelque soit ¢ € D(R), E, est borné. .

Remarque 8.6 Le cas 1. de la proposition [8.5|est intéressant dans I’étude des équations aux dérivées partielles
avec conditions aux limites, et le cas 2. dans I’étude des équations différentielles avec conditions initiales.  am

Proposition 8.7 Quand le produit de convolution est défini, il est commutatif : S =T =T = S.

Preuve. Dans (8.7), h(x,y) = h(y, ), et on a Fubini (7.12)), quand les supports sont compatibles. Donc, avec
abus de notations :

(S®T,h) = (S(z),(T(y), h(z,y))dy)dx = (S(2), (T(y), h(y, T))ay) da
= <T(y)> <S('T)7 h(y7 x)>dm>dy = <T<y) ® S((E)7 h(y7 x)>dydz = <T ® S, h>
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loc

8.3 Convolution de fonctions L}, (R)

On a par exemple dans le cas de distributions réguliéres (définies par des fonctions de L}, .(R)) :

Lemme 8.8 Soient f € L} (R) et g € L}, .(R) deux fonctions localement sommables, Ty et T, les distributions

réguliéres associées. On suppose les supports de Ty et T, convolables (proposition . Alors :
FrgeLL (R) et Tp«T,=Try "L fxg. (8.12)
Preuve. Pour tout ¢ € D(R) on a :

(T =Ty, 0) = (Tr(x) @ Ty(y), p(z +y)) = . f@)g(y)e(z + y) dedy. (8.13)

Cela a bien un sens grace a ’hypothése sur les supports de f et g : la fonction (z,y) = f(x)g(y)e(x+y) est
localement sommable dans R? de support borné et est donc sommable.
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini, ce qui donne :

U}MQW>=J?QJﬂf@M@M@WwﬂmMy=fdsjﬁf@—wmwﬂ@dd@

=f ( ﬂmwmw@w@W=f<hm@ﬂaw
zeR JyeR

yeR
D’ou (T} Ty, ) = (Trxg, @) pour tout ¢ € D(Q). s
Notation. Pour f € L}, (R) et T € D'(R) avec Ty, T, de supports convolables, on note :

loc

noté

Ty «T "2 f =T, (8.14)

ou ici, dans le membre de droite, f est considérée étre une distribution.

8.4 Masses de Dirac et convolution
8.4.1 ¢y est I’élément neutre du produit de convolution : §y * T =T

Proposition 8.9 Si T € D'(R), alors T # 6y = 69 * T a un sens et :
SoxT =T =T . (8.15)

Et donc 6y est I'élément neutre du produit de convolution. En particulier, si f € L}, (R) :

Tf*(SO =Tf =60*Tf ED/(R), noté f*60 =f=(50*f. (816)

Preuve. Comme §; est & support compact, T" et dg sont convolables. Et Fubini :

(T 00, 0) = (T'(2) ®0(y), p(x+y)) = (T(2), (Jo(y), p(x+y))) = (T (), p(x)).
D’ou T %y =T, et = dy =T car * est commutatif.
En particulier si T = Ty alors Ty * 6o = T, ce qui est noté abusivement f * dy = f. wa

8.4.2 ¢ est la dérivation pour le produit de convolution

Proposition 8.10 Si T € D'(R), alors :
Sy« T =T =T, (8.17)

Et & est la dérivation pour le produit de convolution. En particulier, pour f € L}, .(R) :

56 * Tf = (Tf)/, noté 66 * f = f/. (818)

Preuve. Comme 0§ est & support compact, T" et ¢, sont convolables. Et pour ¢ € D(R) :

(T 85, 0) = (T'(x) ® 6 (), p(a+y)) = (T(x), (8 (y), p(z+y))) = (T'(x), —¢'(z)) = +(T", )
grace au théoréme de Fubini. un

57



58 8.5. Fonctions de Heaviside et Hye*

8.4.3 {, est une translation pour le produit de convolution

Proposition 8.11 Si T € D'(R) alors :
00 *T =1,T, ou encore Tl * T = 7, T (= 8p * 7,T). (8.19)

Et la masse de Dirac en a est la translation pour le produit de convolution.

Preuve. (0, * T, ) = (Ty, p(y + a)) = (T, 7_q) = (1,1, @) pour tout ¢ € D(R"). ’a

8.5 Fonctions de Heaviside et Hye'*

En vue de la résolution des équations de convolution, on pose pour A€ C et ne N :

n—1
n z T
H(()\))(I) = HO(I')GA m, (820)
fonction e* (fv"_T), tronquée en 0. Alors on a :

(HY) « B ) (@) = H™ (@) (8.21)

En effet : ( i1 )

(n) (m) _ (-t Mz—t) At
(H(A) * H ) )(z) = L 1) (m—l)!e e dt

(8.22)

1 —u)" "t u" du

6)\&0 anrmfl 1
:(n—oum—lﬂL

n—1)! (m—1)!

aprés avoir posé t = zu. Et 'intégrale vaut ( CEE=— (exercice).

8.6 Remarques

Ne pas confondre supports compatibles au sens de la propositionm (relative a la dualité (T, p)) et supports
convolables (relative a 'opération de convolution T # S) :

Exercice 8.12 Soient S € D'(R) et ¢ € C*(R) t.q. leurs supports soient compatibles, i.e. t.q. suppS () suppy
est compact (proposition—définition [5.31)).
Donner un exemple ot les supports de S et de Ty ne sont pas forcément convolables.

Réponse. Soit S = 1g_ et 1) = 1[_1 o[ * 71 avec donc suppy) = [—2,00[, voir et : icl suppS =] — 0, 0]
est limité a droite et suppy = [—2,0[ est limité a gauche, et suppS m suppy < [—2,0] : les supports sont compatibles
((S,%) est bien défini).

Mais suppT’ =] — 0, 2], donc suppsS x supp’f; = [—00,0]([—2,00 = [—0, 0] n’est pas compact. Et choisissant 1) = v
ona (S(z) ®T(y),v1(z +y)) = o0 : Donc S et ¢ ne sont pas convolables. .

Exercice 8.13 Montrer que si les distributions S et T' sont convolables alors on n’a pas forcément suppsS et
supp1’ compatibles.

Réponse. On se met dans le cas 2. de la proposition avec P = lg, 71 € CP(R) et S =T = Ty. Alors S et T sont
convolables (supports limités a gauche), mais (S,) = o0. un

Remarque 8.14 La proposition a pour hypothése que pour chaque ¢, ’ensemble E, est borné. Cela ne
veut pas dire que ({J,cpr) Ey) est bornée : d’ailleurs cette union n’est jamais bornée quand S et 7' sont non
nuls.

Par exemple, si suppT’ est borné et S = 1g (on est dans le cas 1. de la proposition), ’ensemble E, est
contenu dans la bande oblique (de pente —1) qui coupe 'axe des x sur le support de @, et qui se situe dans la
bande horizontale délimitée par suppT'. Les v, définis par ¢, () = ¢(x — n) sont bien sir dans D(R), et Ey,,

| ]

est borné, mais 'union | J,, .y Ey, n’est pas bornée. o

Remarque 8.15 La proposition ne donne que des conditions suffisantes (“il suffit que”) pour que S = T ait
un sens, pas des conditions nécessaires. Par exemple, si f et g sont des fonctions L*(R) alors leurs supports ne
sont pas convolables, alors que f#g a un sens, (et f*g € L'(R), voir proposition, et donc que Ty Ty = Tyg
a un sens, cf. exercice [8.3 un
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59 8.7. Régularisation C® des distributions

8.7 Régularisation C* des distributions

1

1e(R) est régularisée par convolution par une fonction & support compact, voir

On sait qu’une fonction L

proposition [2.19}

8.7.1 Régularisation C* des distributions

Vocabulaire : on dit que 7" et 1) sont convolables quand 7" et T}, sont convolables.
On rappelle que (y) = ¥(—y) et 7a¥(y) = ¥(y—a), et donc rP(y) = P(y—a) = Y(a—y), cf. §
(Alors que 7,9¥(y) = T (—y) = Y(—y—a).)

Soit Q ouvert de R™. On a la généralisation de la proposition [2.19|:
Proposition 8.16 et définition. Soit T € D'(2), v € C*(Q), et Ty € D'(Q) la distribution réguliére associée.
Si T et Ty, sont convolables (voir proposition , alors :

T«Ty, =T, distribution réguliére avec v € C*(Q), noté T =1 =, (8.23)
ou :
~ t’
(@) = (T, ) "E (T (), (= 1)) ar
" (T @) " [ T -t
t

et on dit que T = = ~ est la régularisée C* de T par 1, et que la convolution par une fonction C* est une
régularisation.
En particulier, si T € £'(Q) (est une distribution a support compact), alors pour toute fonction ¢ € C*(R),
la distribution T % Ty, ="°% T % ¢, donnée en , est (identifiée a) la fonction C*(R) donnée par .
De plus, si (T;) est une suite de D'(R) qui tend vers T dans D'(R), alors :
(T = ) (x) — (T *¢)(x), VazeR, (8.25)

Jj—0

(8.24)

pour toute ¢ € C*(R) convolable avec T', au sens (T}, T2 — ol T2, cf. .

Preuve. T =T, a un sens car les supports sont supposés convolables. Soit x € §2; 7'_11\[; € C®(9Q) (trivial), et les

supports de T et de TTQ\/; sont compatibles, cf. (8.11)). Donc le réel (T, TMZ) =10t ~(z) € R est bien défini, ce qui
définit la fonction « sur R.
De plus v est C* grace au théoréme de dérivation sous le crochet (proposition puisque (x,t) = (z —1)
est trivialement C*(R?*") quand ¢ € C*(R™). En particulier y € L}, () définit la distribution réguliére 7,.
Montrons (8.23), i.e. (T« Ty, ) = (T, ) pour tout ¢ € D(Q). Fubini (7.12)) donne, pour tout ¢ € D(R) :
(T Ty, 0) = (T(x) @ Ty (y), (2 + y))awdy = (T'(x), (Ty(y), (2 + y)) dy) da
(T, | el e = @), [ 920 di)as
yeR™ zeRm™

= <T(CU), <T<P(Z)vw(z - x)>dz>dm = <T¢(Z), <T(~T),1/1(Z - 1’)>dm>dz
— (Tp(2),7(2)) s = j p(2)(2) dz = (T, ).

zeR"™

(8.26)

Donc, avec la notation (8.24), a z fixé, (Tj =) (x) = <Tj,7w1;> —is0(T, 7o) = (T % 1) (z) par définition
de la convergence dans D’(R), voir paragraphe D’ou (8.25). o

A retenir : le calcul formel y(z) = (T(t),¢(z — t))ge ="°% (T % 1p)(z) =m0 §g T(t)(x — t) dt donne le “bon
résultat” (au sens T * Ty, = T, et on note v = T * 1)). Ce dés que les supports de T et 1 sont convolables.

Exemple 8.17 Avec T = 4, la masse de Dirac, on obtient (4, * 9)(z) = ¥(z — a) = 7,9 (x) la translatée de 1.
En particulier

5o x v = ¥, (8.27)

et Jp* est 'opérateur identité de C*°(R) dans C*(R). On a retrouvé un cas particulier de (8.16). in

Exemple 8.18 Si f € L'(R) alors la formule (8.24) redonne, pour ¢ € C*(R) et f et ¢ convolables :

(f =) (@) = (f(t),(x — 1)) = L Rf(t)ib(l’ —t)dt, (8.28)

et f 1 est C®, ol ici on a identifié Ty et f dans le crochet de dualité. un
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60 8.7. Régularisation C® des distributions

8.7.2 Convergences S«T; —S«T et v, + T —T dans D'(R)
On rappelle que <§, ©) —aéf (S, @), quand les supports sont compatibles.
Proposition 8.19 1- Si S et T sont convolables, alors pour ¢ € D(R) on a :
(T % S,0) = (T, S % ). (8.29)

2- Si S e &'(R) (a support compact) et si (T;) est une suite de D'(R) qui converge vers T € D'(R), alors la
suite S = T; converge vers S =T € D'(R) :

Se&'R) et Tj—~TeDR) = S=T; — S+=TeD'(R). (8.30)

J—00

3- Si (yx)n* est une suite régularisante, cf. (2.23), et T € D'(R) alors :
vr*T — T dans D'(R), (8.31)
k—o0

notation abusive de T.,, T —j_,» T (approximation de T par une fonction C®).

Preuve. 1- S a été défini en , et 7';?5(3;) =7,.0(—y) = (—y — ) = p(y + x). Donc avec :
(5 *@)(@) = (S(y), 2 3(y)) = (), ey + @),

Comme S et T sont convolables, avec Fubini on a, pour ¢ € D(R) :

(T * S, ) = (T() ® S(y), p(x +y)) = (T(2), (S(¥), o= + y))ay)ar = (T, S * o).

2- Pour z fixé on a (T * ¢)(z) = (T}, 7@) —j— (T, 72¢) = (T * ¢)(z). D’ou :

(S*Tj,0) = (9, Tj ) (S, T p) = (S* T ). (8.32)
3- supp(7x) est compact, donc T et T, sont convolables. Soit ¢ € D(R). Alors :

<T’Yk *T,p) = <T’Yk7T* p) — (T'*¢)(0) = <T7 0p) = (T, ).

k— 00

| |
Exercice 8.20 (Reprise de (8.9).) o

8.7.3 Densité de D(Q) dans D'(Q)

On sait déja que la distribution dp (masse de Dirac) est limite de la suite de fonctions () de D(R) (voir

paragraphe [3.5.2)).

Proposition 8.21 Toute distribution T € D'(2) est limite dans D’ (2) d’une suite (o, )n+ de fonctions de D() :
pour T € D'(), il existe une suite (a)genx dans D(Q) telle que :

ar — T dans D'(Q), (8.33)

k—00

au sens Ty, —r—w T dans D'(2). On dit que D(QQ) est dense dans D' ().

Preuve. (Par régularisation et troncature.) Cas € = R tout entier (ou R"). Soit T' € D’(R). Soit (¢x)n+ une
suite régularisante. Donc ¢y * T € C®(R) (régularisées).

Soit A, = 1 * 1[_p—1,k4+1] € D(R) qui vaut 1 sur [k, +k] et O sur [~k—2, k+2], voir proposition et
soit a = Ak (pk * T) (“troncature réguliere” de ¢y, + T). Il est immédiat que oy € D(R).

Pour ¢ € D(R), soit k (assez grand) t.q. supp(¢) < [—k, k]. Donc A\ = ¢, d’ot :

Ailon *T), ) = (o * T Akp) = {on + T, 0) — (T’ ), (8.34)

grace a (8.31). D’ou (8.33).

Cas Q) ouvert de R quelconque : on reprend la démonstration précédente, mais on construit maintenant une
suite de fonctions A de D(Q2) qui vaut 1 sur le compact K tel que d(K,R—Q) < % (distance maximale du bord
de K au bord de ). Et une telle suite existe d’aprés la proposition ua
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8.8 Convolution d’une fonction polynéme par une distribution a support compact

On dispose de , et donc pour une distribution 7" & support borné, la convolée T = 1g a un sens (au
sens des distributions car les supports sont convolables) : c’est la “fonction” constante (T, 1g)1g (la distribution
réguliere (T, 1g)T1,) :

(T = 1g)(x) = (T(t), Ir(x — t)) = (T, 1g) = cste.

De méme, pour application linéaire 1(x) = x, on a :
(T =) () = (T(t),x — t) = x(T'(t), 1r) + (T'(t), —t) = {c1 + coz, ),
ou ¢y = (T, 1g) et ¢; = (T'(t),—t), et T 1) est donc une application affine.

Plus généralement, si P est un polynome de degré n il est donné par son développement limité au voisinage
k
d'un point z par P(z + h) = >;_, %9 (2). Et donc :

- n k
7. B(t) = P(~t+2) = ) %PWH),
k=0 "

son développement de Taylor au voisinage de —t. D’ott T' # P est aussi un polyndéme de degré n donné par (on
suppose toujours T & support borné) :

n k n

(% P)(a) = (T(), Ple = 1)) = Y} T(T(6), PP (=) = )] ot (8.35)
k=0 k=0 "

ot ¢, = (T(t), P*F)(—t)).

8.9 Autre exemple

Exemple 8.22 Dans 'espace-temps R?*, supposons que suppS < A et suppT < B o A est le cone d’ondes
d’avenir et B le demi-espace des temps positifs :

A={t=2420, 23 —2 —23 23>0} B={t=1x4>0} (8.36)

Alors ST est bien défini : en effet, si & = (1,29, x3,24) €t § = (y1, Y2, Y3, Ya), alors supposant T+ ¢ borné, par
exemple, max;(z; + y;) < C, implique x4 + y4 < C. Et comme x4 > 0 et y4 = 0 on en déduit que x4 et y4 sont
bornés. Puis comme 23 > 22 + 23 + 23, on déduit que les x; sont bornés, donc que les y; sont aussi bornés. o

9 Transformée de Fourier

9.1 Série de Fourier de fonctions

Voir polycopié “Séries de Fourier” pour les détails.

9.1.1 Présentation des séries de Fourier

Placons-nous dans L?([-Z,T];C) =2°% 12([-Z T]). On rappelle que le produit scalaire usuel dans

2772 202
L2([-Z,T];C) et sa norme associée sont donnés par :
N 1
(f,9)e = fWg®)dt,  [[fllr= = (J P dy>. (9-1)
2 2
Notons pour k€ 7Z :

R —=C

e : it , ik 9.2
t %ek(t)zeQTk b= glwnt, wkz%. ©-2)

On rappelle que la famille (ej)kez est une base de L2([—%, Z]), appelée la base de Fourier (base de fonctions
trigonométriques).
On note (abusivement) (ex)rez = (€“*!)kez, oil donc le nom imposé de la variable est t.
Et on a (calcul immediat) :
(ek, 6[)L2 = Tékg. (93)

Ainsi (%ek)kez est une b.o.n. de L?([—Z, Z];C) : c’est une base de Fourier.
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62 9.1. Série de Fourier de fonctions

Définition 9.1 La fréquence fondamentale v et les fréquences harmoniques d’ordre k& > 2 sont :

1 k
v, = 7 v = kv = T (9.4)
La pulsation fondamentale wq et les pulsations d’ordre k£ > 2 sont :
2 21k
wy = 27Ty = %7 wi = kwy = % (9.5)
Soit f e L*(] — £, Z[). On note T'c;, ses composantes sur la base de Fourier (non normée) (ey)z :
T

1 1 2 —itkw

cp = T(f’ er)rz = T ft) et dt., (9.6)

[N

Donc les v/T ¢, sont les composantes de f sur la b.o.n. (%ek)z, donc :

Définition 9.2 La série de Fourier de f est la fonction Sf : [f%, %] — C donnée par, pour tout ¢ € [f%, %] :
[ee] 0
Sf(t) = Z cpex(t) = Z cp ethert, (9.7)
k=—00 k=—00

ou donc les ¢ sont les composantes de Sf sur la base de Fourier (non normée) (ex)z.

En particulier : si f e L2(] — £, Z[), alors :

2072
Sf(t) = f(t) pour presque tout ¢, (9.8)

pour la mesure de Lebesgue.

(Rappel : si f est C! par morceaux, discontinue en x¢, alors Sf(zo) = M)

Donc si on connait les ¢, données par (9.6), dites composantes fréquentielles de f, on obtient la fonction f
p.p. a laide de (9.7). On a ainsi récupérer f p.p. a l’aide de ses composantes fréquentielles : application directe
au traitement du signal.

Remarque 9.3 Les composantes fréquentielles ¢; ne font intervenir aucune valeur ponctuelle de f, uniquement
iw T iwpt
des valeurs moyennes de f pour la mesure %tdt conac, =% f(t) %fdt. En particulier, pour une fonction
2
C' par morceaux, la série de Fourier Sf vérifie (Sf)(x) = w et n’est donc égale & f qu’aux points ou
f est continue. un

Remarque 9.4 Cas particulier f & valeurs réelles, f € LQ([—%7 %];R) :ona:

o0 o0
ft) =a0+ Z ay cos(kwit) + Z by, sin(kwqt) P-P-, (9.9)
k=1 k=1
ou :
ap = cg + c—g, b, = i(Ck — C_k). (910)
Veérification immeédiate. un

9.1.2 Passage intuitif de la série de Fourier a la transformée de Fourier

Heuristiquement, on fait tendre T" vers +00 de la maniére suivante. On pose :
21
Aw = wpy1 — Wi = — (= w1),
T
I’écart entre deux pulsations consécutives. Quand T — oo, Aw — 0, et on ne peut plus différencier deux

pulsations (on a un “continuum”). On pose alors par exemple :

T . 1 % —iw
a(wy) = Eck, ie. a(wy) = NN f(t) ekt dt, (9.11)

et (9.7) s’écrit :
SOEEDY a\(wﬁ;r)ei“k%w. (9.12)

wi:keZ

Et lorsque T tend vers o0, Aw — 0, et on obtient heuristiquement :

a(w) = \/% f OO_OC FO) e dt "2 Fwy et SF(t) = —— f T @) etde. (913)
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Définition 9.5 La transformée de Fourier de f : R — C est la fonction F(f) = f: R — C donnée par (quand
elle existe) :

~

def 1 J * it
F(fllw) = flw) = — t) e "t dt. 9.14
(D) = fle) & | 50 (014)
(La présence du facteur \/% dépend des auteurs. Voir aussi § )

Quand elle a un sens la linéarité de F est évidente : F(f+Ag) = F(f) + AF(g) par linéarité de l'intégrale,
soit f/+_)\\g = ]? + Ag.

En particulier quand f € L*(R), cette définition a bien un sens : théoréme de convergence dominée : ]? (w)
est une intégrale dépendant du paramétre w, et la fonction ¢ — f(t) e~*? est intégrable puisque majorée par
|f(t)] avec f e L*(R).

Et pour f € L2(R) on verra que [ est également bien définie et est dans L2(R).

Puis (formellement) on reconstituera f a 1’aide des ses “composantes” : formellement on considére la somme,

pour presque tout t € R :
1

a \% 2w weR

a comparer avec (9.14). Autrement dit, on verra que, quand cela aura un sens (par exemple f € L'(R) et
f=geL'(R)):

A~

f#) fwerdo (= f(-t), (9.15)

Flom-—= [ swerta-roen  CEF9), (9.10)

Un des buts de ce cours est de prouver cette formule d’inversion pour l'intégrale de Fourier dans le cas ou cela
a un sens (pour la série de Fourier, c’est ’expression de la fonction f sur la base de Fourier, cf. (9.7))).

Notation abusive : R o
Flw) "2 f(t)(w) = F(F(1) (W), (9.17)

voir exemple suivant.

Exercice 9.6 Pour a > 0 et f(t) = e”*"1g, (t), montrer que :

" 1 1 noté  —or—
f(w)zﬁm (= e g, (w)). (9.18)

— 2 a 2 —w
—alt| — Z__ - —alt| — \/7 .
e (w) \/; PRk et F(sgn(t)e ) (w) PSR (9.19)

Et montrer que :

ol sgn est la fonction signe (sgn(t) = 1sit>0et = —1si ¢ < 0).
A iy 0 _qt—i e—at—iwt
Réponse. f(w) = 7\/127 SO el gt = 7127[ p— 15 = \/127a+1iw'
— at—iwt alila
De meme, eat1R7 (w) = \/%[ea—iw ](130 = \/%a—liw = eia‘tllR— (w)
el = ¢71p, 4+ ™1z _. Do par sommation e~al!l et par différence sgn(t)e—altl. o
. L sin ax . . sin . .

Exercice 9.7 Soit sinc,(z) = pour a > 0, et sinc(z) = sincy (x) = . Faire un dessin.

x
1- Montrer que sinc ¢ L*(R).
2- Montrer que sinc est intégrable sur R au sens de Riemann (intégrale impropre).

3- Montrer que :
2 . 2 sinTw
I (w) = \/;Tsch(w) (= \/; - ), (9.20)

— 2 b—a | _jatb, 2 sin(%5%w) ass,
Liap(w) = 7TS1an—T¢L(UJ)€ 2 (—\/;(je 7). (9.21)

et, pour a < b :

Réponse. Soit k£ > 0.
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64 9.2. Transformée de Fourier des fonctions de L'(R)

Sur [2km, (2k+1)7] on a sinz = 0 d’ot :

9 (2k+1)7 . (2k+1)7 (2k+1)7 _: 1
< J _sin(@) dz < J sinc(z) dx < f sin(z) do < —.

2k + 1)1 = Jopn (2k + )7 2k - 2km km
Sur [(2k+1)7, (2k+2)7] on a sinz < 0 d’ou :
) J~(2k:+2)7r Sil’l(ZE) J~(2k:+2)7r ) (2k+2)7 sin(x) 1
- < ————dx < smc(x)dng ———dr < ————
(2k+1)m rtnyr 2k + )7 (2k+1)7 k+nyr (2K +2)m (k+1)m

1- Donc {, [sinc(z)|dz = o0 car Y4 = = 0. Donc sinc n’est pas Lebesgue intégrable.

(2k+2)7 . 1 1 1 1 w0 . . .
2- Donc 0 < §,,~ sinc(z)dz < 1 — Ginr = waGin- Pone §; sinc(z)dz < co. Et comme sinc est paire
(immédiat), {, sinc(z) dz < o0.
efzwt T 1 e*in _ e+in

- l2 sin(wT).

]T:\/ﬂ “iw Vorw

3- 1 w) = — ef“"tdtf—
-rr(@) = = J_T or
— 2
En particulier 1;_; 17(w) = 4/ = sinc(w).
™

) . jwatb ob—a . b—a
71wb7671ma e v 2 (E 3 —e 2 )

Et pour m\b]( ) = r Sb Tt gt = \/EST = \/%% 5 . un

Remarque 9.8 Pour un endomorphisme A € L(FE, E) (application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-
méme), un vecteur e non nul est vecteur propre s’il existe A € R (valeur propre) tel que A(e) = Ae, auquel cas

I'espace Vect{e} est invariant par A. Et pour E = L?([-£,Z]) et f € E, si on note A = Cy = fx Popérateur

de L? dans L? définit par C t(g) = f * g, alors on a avec la définition des coefﬁments de Fourier :

2nk

Crler)(t) = (f = er)( f f(s PE8) s = ¢ o = cpep. (9.22)

Et donc la fonction ey (t) = et*F*¢ est fonction propre pour C + associée a la valeur propre ¢, (le k-iéme coefficient
de Fourier de f). Cette propriété de “conservation” des exponentielles (“conservation des vecteurs propres”) est
essentielle et explique la simplicité et I'utilité de la base de Fourier. .

9.1.3 Remarque : électronique et traitement du signal

Voir le §[13|ou on utilisera une autre définition de la transformée de Fourier : F, : f — F.(f) donnée par :
o0
Fe(H)w) = J F(t)emm™t dt = N2 F(f)(2mv) = V2r F(f)(w), (9.23)

avec w = 27v, expressions soit en fréquence (avec Fe), soit en pulsation (avec F). Soit :
Fe(f) =V2rnF(f)oh, (9.24)

ol h: v — h(v) = 27v = w est ’homothétie de rapport 27 qui donne la pulsation (changement d’unité sur
“laxe des 2”). On passe donc sans difficultés de F a Fe.

9.2 Transformée de Fourier des fonctions de L'(R)
9.2.1 Notation

Les notations choisies pour la suite seront les notations de Schwartz : x pour f, et £ pour f Ainsi :

FUNQ = 1O = 7= | faye ™ aa. (9.29)

Les notations f(t) et f(v) sont plutot utilisées pour I'électronique et F., cf. (9.23).

9.2.2 Parité de la transformée de Fourier

Proposition 9.9 La transformée de Fourier conserve la parité : si f est paire alors ]? est paire, et si f est
impaire alors f est impaire. Et :

F=7 (9.26)
N _ , A(f) si f est paire
Preuve. f(—¢) = - il gy = L —y)e W dy = - .
o) ver (e tTVE Jnflve ! { — f(&) si f est impaire
Et f(€) = (=€) = = [ f@)e™ du = 2= §, f(—y)e ™ du = f(£).
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65 9.2. Transformée de Fourier des fonctions de L'(R)

9.2.3 Premiéres propriétés de la transformée de Fourier
Si f € LY(R), on n’a pas en général f € LY(R) : cf. (9.18) ou (9.20). On a cependant :
Proposition 9.10 La fonctionnelle F :

{Ll(R) — L7(R)
F o (9.27)
f=F =1
est linéaire et continue de (L'(R),]|.||1) dans (L®(R), ||.||«), avec pour f € L*(R) :
17l < <=1 (9.25)

Preuve. Dans (9.27) la linéarité de F est évidente : F(f + \g) = F(f) + AF(g) dés que f et g sont dans L*(R)
et A € R par linéarité de l'intégrale.

A Puis |¢%S$6Rf(x)e’i$5 dr| < \/%KSR\f(xﬂdx = \/#27||f\|1 pour tout ¢ € R. Donc si f € L'(R) alors
f : R — R est bien définie, avec supg |f(£)] < \/%Hf\h, d’ou (b )
F étant linéaire, F est continue sur L'(R) ssi 3C > 0 t.q. Vf € L'(R) on a ||f ||« < C||f|ls. Bt C = -1

Ve
convient, cf. (9.28). .

Lemme 9.11 Si ¢ € D(R) alors ¢ s’annule & linfini : $(§) — ¢ 0.
(Mais pour ¢ € D(R), ¢ non nulle, ¢ n’est jamais a support compact).

Preuve. Soit ¢ € D(R). Donc ¢’ € D(R). Par intégration par parties il vient :

50 =~ [ o) T o= LA 0 (9.29)
=—— x) ——dzx = —— — 0, :
YT e L Varie? e
car D(R) = L(R), donc ¢/ borné, cf. (9.28).
(Si ¢ € D(R), ¢ # 0, alors @ n’est pas a support compact : voir prop. [12.9}) un

Proposition 9.12 Si f € L'(R), alors f est continue sur R et s’annule & I'infini :

fel'R) — [eC'R) et [f(&) — 0. (9.30)

§—+tw

Preuve. f est continue : on applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue : 'intégrant f(z) e~
est une fonction continue de & qui est dominé indépendamment de ¢ par |f(z)|, avec f € L*(R).

f s’annule & Iinfini : si f = p € D(R) c’est le lemme

Comme D(R) étant dense dans L!(R), pour f € L*(R), soit (¢, )y une suite dans D(R) t.q. || f —¢nl1 — 0.

Avec (9.28) on a 0 < [|f = Gulle < Z=[If = ¢alls = 0. Done IIf = @nlloe — 0. Bt comme Bn(€) —¢00 on
obtient f(£) —¢—00. En effet, Ve > 0, IN > 0, Vn = N, ||f — @nllw < €, en particulier ||f — @n||eo < €, donc

~

VEe R, [f(§) —on(§)] < e;et ON(§) —¢|—w 0, donc il existe {x € R t.q. V€ ¢ [—En,En] on a [On(€)] < &,

of. (9.29) ; d’ott V€ t.q. |¢] = En, |F(€)] < 2. Faire un dessin. ’a
Remarque 9.13 Dire que la fonctionnelle F est continue en un point (ici une fonction) fy signifie () i W F(fo).
—follp1—0
Cela ne veut pas dire que la fonction F(f) = f est continue, i.e. f est continue sur R : pour wp € R on a
F(P)w) — F(f)wo).
Les propositions et indiquent que c’est vrai si fo € L'(R) et F est restreinte (son domaine de
déﬁnition) a Ll(R) an

Remarque 9.14 Une fonction f peut admettre une transformée de Fourier, avec f non continue : exemple
0
-1
2

)

f(z) = sinc(z) : on verra que 81/n\c(§) =

de (9.20). (On a sinc ¢ L}(R), cf. exercice

[~1,1](§) a T'aide de Fourier inverse pour les distributions et
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66 9.2. Transformée de Fourier des fonctions de L'(R)

9.2.4 Notation F

On note :
1 0

NGz —
ou F fait référence a la conjugaison : e~€% = ¢/t”.

En particulier F est parfaitement définie sur L*(R;C) a valeurs dans L*(R; C).

On verra que F = F ! quand ga a un sens (par exemple pour les fonctions f € L!(R) telles que f € L'(R)).

F(HE) = flwyet™ de = f(=¢) (= J(&) = F(N)(=9)), (9.31)

Exercice 9.15 Vérifier que, pour g € L*(R) :

G=) Fl=F@ (=9, e (G=) F@G=F (=9 (0.32)
Puis : R B
G=) F@=F@) (=3, e G=) F@=F@ (=9 (9.33)
Réponse. On a pour £ e R : R
mm=ﬁﬁmmﬂ%wf4 @m—(meﬂ)ﬂ%@ﬁhm
FGE©) = =17, Fa@)e 7 dn = {7, § ew dr = 1" gly) e v dy = Fg).

9.2.5 Remarque et lemme

Avoir f e L*(R) n’implique pas f(z) — 0 quand z — 0.
Exemple : f(z) = Y7, Nl ny 1 vérifie o lf(@)|de =37 | & < o, et donc f e L'(R), avec f(n) =n

n=1 n2
pour tout n € N*, On a cependant :

Lemme 9.16 Si f et f’ sont dans L'(R), alors f(z) — 0.

xr—0

Preuve. Comme f’' € L*(R), on a : Ve > 0, 3A. € R, SOAOE |f/(z)| dx < €, et donc :

€T
Ve >0, JA. e R, Vo > A, If/ ()] dt < e.

€

Donc, a ¢ fixé, et A. fixé en conséquence, on en déduit |SA '(t)dt] <e,ie. |f(z)— f(A:)| < e donce ||f(z)] —
|f(Ao)|| < e, donc | f(Ae)| + & > |f(z)] > |f(A:)| — &, pour tout = > A.. Donc |f(A:)| < e : sinon |f(A:)| —e =
c > 0 et |[fllim) = SAE \f(@)|dz = §(|f(A)] — €)dz > §) cdz = oo, faux pour f € L(R). Et donc que
|f(z)] < 2e, ce V& > A.. Et donc f(x) IHOOO a

9.2.6 Dérivation et produit

Sil:zeR — I(z) =z € R est la fonction identité sur R, alors, si = est le nom donné a la variable, on note
If =1°% g f . donc zf est la fonction o f : 2 — (If)(x) = zf(x), notation qui sous entend que z est le nom de
la variable.

On a vu que si f € L'(R) alors f € CO(R), cf. proposition

Proposition 9.17 (i) Dérivée de la transformée de Fourier : si f € L'(R) est telle que xf € L*(R), alors f est
C(R) et on a :

() ==i@h ie () ©=-ine, ver (9.34)
Ou encore E? =1 ( f)/ : la transformée de Fourier transforme l’expression algébrique z f en ’expression dérivée
Mﬂ(
(i) Transformée de Fourier de la dérivée : si f € L*(R) est telle que f est dérivable et f' € L*(R), alors :

fr=igf e (&) =i f(§), VEeER, (9.35)
i.e. la transformée de Fourier transforme la dérivée [’ est en l'expression algébrique & ]? .

(iii) Translatées : si f € L'(R) alors :

_ (9.36)

{ T f (€) = e f(€),
T f(€) = etan f(€).
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67 9.8. Etalement et concentration par Fourier

Preuve. C’est immédiat avec le théoréme de la convergence dominée pour (i) et par intégration par parties
pour (ii) :

~

7 =L "(z)e ¢ azzfL z)(—i&)e "¢ dx x)e P ) =
F(©) = o= | et de = —— ([ f@)=ige = do+ [l =2, = i€ fle) +0.

car f et f' € L}(R) impliquent f s’annule & linfini, cf. lemme

(N.B. : quand on disposera de la transformation de Fourier inverse alors se déduira de et
réciproquement.)

Puis un calcul direct donne pour la translatée :

(€)= ﬁ fRf@: —a)emiE dy = V% j F(y) e @HE gy = i€ Fe) (9.37)
et de méme : )
&) = FlE—q) = —— —iz(§—a) — iza
7f(©) = Fle =) = o= | @)D do = () )6 (9.39)
d’ou le résultat. e

Exercice 9.18 Soit ¢ € D(R). Exprimer (g/p?)’ en fonction de @.

Réponse.

(¢7) (&) = (i€2)(€) = iB(&) + iR (€) = iB(&) + TP (E)- (9.39)

9.3 Etalement et concentration par Fourier
9.3.1 Etalement (changement d’échelle sur I’axe des )

Soit @ > 0 et soit f : R — R. Soit :

fa(x) = flaz),  oudonc  fa(0) = f(0), (9.40)

et f, conserve l'altitude de f en 0. Autrement dit c’est un changement d’échelle sur ’axe des z, et la valeur
fa(z) de f, en x est égale a la valeur de f en z = ax.

Exemple z = échelle en pieds, et 1 ft = 0,3048 m. On pose a = 0,3048, et y = ax = échelle en métre. Ainsi
fa(z) = f(y) : la fonction f donne altitude au point y = ax repéré en métre, alors que f, donne l'altitude au
point x repéré en pieds.

Etalement : si le support de f est dans [—b,b], alors le support de f, est dans [—g, 3] (car fu(xz) = 0 dés
que ax ¢ [—b,b]). Donc :

Pour a < 1, la fonction f, “étale” la fonction f (le support est plus grand).

Pour a > 1, la fonction f, “concentre” la fonction f (le support est plus petit).

Proposition 9.19 Soit a > 0. Soit f une fonction continue en 0. Alors :

Vo e R, fa(z) e £(0). (9.41)
D’o11 la convergence faible :
fa -, f(0)1g dans D'(R), (9.42)
a

au sens Ty, —q—0 f(0)T1, dans D'(R), et f, “étale a la limite” f quand a — 0. Faire un dessin.

Preuve. Si f étant continue en 0, on a f(y) —(>)f(0), et donc a z fixé f(ax) —(»)f(O), d’ou (9.41)).
y— a—
Montrons (9.42), i.e. T}, —a—0Tt(0)1, dans D'(R). Soit p € D(R) et 5 > 0 t.q. suppy < [-5,5]. On a :

B
o) = | 1a)ota) o

On applique le théoréme de convergence dominée : soit g(a,z) = f(ax)p(x) (intégrant). A x fixé, g est continu

en a=0 car f l'est. Et |g(a,2)| < ( sup |f(az)|)|e(@)| < ( sup |f(y)])|e(z)|. Et f étant continue en 0, il
ze[—B,6] ye[—ap,ap]

67



68 9.4. Les gaussiennes

existe n > 0, t.q. pour tout |y| < n, on a|f(y)—f(0)] < 1. Et donc pour les a t.q. a3 <m,ona sup |f(y)] <
ye[—apB,ap]
|£(0)] + 1, et donc [g(a,z)| = (|f(0)] + 1)|o(z)|. Donc ¢ étant L*(R), g est dominée par une fonction intégrable

x
indépendante de a € [0, £]. On peut donc passer a la limite sous le signe { : | f(az)p(x)dz—> | f(0)p(z)dz. sa
Bl 0
R a=0 Jr

Proposition 9.20 Si f € LY(R), si a > 0, alors :

G =3y avee | TI@de= | Fleas (9.43)

~

Et donc pour a < 1, la fonction f, “étale” f, et est transformée par Fourier en une fonction qui “concentre” f
en augmentant sa hauteur et en conservant sa masse. Dessin. R

Et pour a > 1, la fonction f, “concentre” f, et est transformée par Fourier en une fonction qui “étale” f en
diminuant sa hauteur et en conservant sa masse. Dessin.

Preuve. On a :
1/6

— 1 » 1 ue 1~¢
()= —= iy = Y dy =~ f(2). 9.44
Fo©) = == | ftene st dn = —— | pwe ¥ ay = 2FC) (9.44)
D0t §op (fa) (§)d€ = L §ei F(5) dE = § e f(u) du.
9.3.2 Concentration a masse constante
Soit A > 0 et soit f € L*(R). Soit fy la fonction définie sur R par :
Fu(#) = Af(Az), o donc f Fu(z) do f f(y (9.45)

et I\ conserve la masse de f.

Pour A > 1, la fonction F) “concentre” et “rehausse” la fonction f (on a F(0) = Af(0)) tout en conservant la

masse. Faire un dessin. Par exemple si le support de f est dans [—b,b], alors le support de f,, est dans [—9 2]

(car fn(x) =0 dés que nx ¢ [—b,b]). !
Proposition 9.21 Soit f € L*(R). On note m = §, f(x) dz (masse de f quand f > 0). Alors :

F\n — md dans D'(R), (9.46)

A—0

au sens Tr, N m &y dans D' (R).
—00

Preuve. Soit ¢ € D(R) et J(A) = {5 Fa(2)p(2) dz, done J(X) = §.p f(y)p (%) dy. Notons g(\,y) = f(y)e(%)

y)
lintégrant. A y fixé g est contlnu en A (pour A > 0) et g(A, y) —asw = fW)p(0). Avee |[g(X, y)| < ||elleol fW)],
domination indépendante de A avec f € L' (R). Donc J(\) —> 00 SfeR (¥)p(0) dy = me(0) = mdp(p). a

9.4 Les gaussiennes
9.4.1 “Conservation” des gaussiennes par Fourier

Les Gaussiennes sont les fonctions x, . : R — R positives, définies pour a > 0 et ¢ € R* par :

aw2 2

Xa,c(x) =ce™® | et onnotera Xq(z) = xq1(x) =e . (9.47)

—az? ™
IXallLr = J e dr = \/> (9.48)
R a

En effet : ({ e—az’ d:c)2 = §ge e~ (@ +v°) dady = S:OZO 310 e~ rdrdf = 2m[— e ] = I,

Les xq € L*(R), de masse :
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69 9.4. Les gaussiennes

Proposition 9.22 Soit a > 0. Par Fourier, une gaussienne est transformée en une gaussienne :

Xa1(§) =xp 1 (8,  soit e *(§) = —=e . (9.49)

L
da>

§
¥

En particulier :
[Xallzr = V2, (9.50)

i.e. la masse de la transformée est indépendante de a.

Et la gaussienne réduite e~z est conservée (c’est un point central) : X% =Xy, ce qui est noté :
- 3 2 22 2
e_%(f) = e_%, ou encore ez £, e 7. (9.51)
Preuve. On remarque que x, est solution de ’équation différentielle :
Xo(Z) + 2a xo(x) =0, Xa(0) = 1. (9.52)
Et en appliquant la transformée de Fourier a cette équation, on obtient, cf. (9.34) et (9.35) :
i€ Xa(€) +2ai (Xa) (€) = 0, (9.53)
avec : ) )
< _ —az? —ix€ : < _
() =—= 1 ¢ e dr quidonne Y, ,(0)=—, 9.54
wO-—| a %00 - = (0549

cf.(9.48)). D’ou :
Sy Lo . 1
(Xa) (5) + %€Xa<§) =0, Xa(o) = E

Et X, satisfaisant le méme type d’équations que x4, cf. (9.52), on en déduit que (unicité de la solution pour une
équation différentielle Lipschitzienne avec condition initiale) :

(9.55)

- 1 e 1
-t e 1 9.56
D’ou 1} Et a = % donne @(f) = X%(f) : la gaussienne réduite est conservée. .

On retrouve bien sir dans ce cas la propriété d’étalement concentration par Fourier, cf. (9.43).

9.4.2 Convergence des gaussiennes au sens des distributions

Proposition 9.23 Les gaussiennes x. données par x.(z) = e~ vérifient :

Xe — lg dans D'(R), noté e " — 1y dans D'(R), (9.57)

e—0 e—0
étalement a la limite ¢ — 0 vers la fonction constantes 1g. Et sa transformée de Fourier X. vérifie :

= . / , 1 _i N ’
Xe =,V 2wy dans D'(R), noté \/72?6 =Y 27 dy dans D'(R), (9.58)

concentration a la limite vers la masse de Dirac avec le facteur multiplicatif v/2m (masse de Xz ).

Preuve. Pour , il s agit de montrer Ty. —c—0Ti,. On applique (O ou démonstration directe : soit
» € D(R) et soit I = fpe” x) dx 1’1ntegrale qui dépend du pararnetre ¢ = 0. L’intégrant est g(e,x) =

e p(2) qui, & x ﬁxe est contmu en € pour € = 0, et qui est borné par |p(z)] indépendamment de ¢, avec
¢ € D(R) < L'(R). On peut donc passer & la limite sous le signe {, et I( )— 5_,0 I = (g (@) de = (1g, ¢).

Pour (9.58), il s’agit de montrer T~ — 2mdy. On applique , cf. ( , ou demonstratlon directe :
| g - —e-0 V2. On appliq
soit ¢ € D(R) et F(e) = { —+ f —% p(x)dx. Dans ce cas, le théoréme de Lebesgue n’est pas applicable :

Iintégrant f(e,z) = \/12?6 = p(r) n'est pas dominée par une fonction h € L!. On fait le changement de

variable y = \/%—E, donc dx = +/2edy :
FE) = | e elvady
yeR

2
Et 14 on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue : e~ T ©(v/2ey) est continu en ¢ et
y

2 42 2 R ]
—e0e” 7 9(0), et [e7F o(v2ey)| < [lgllwe™ 7. Dot F(e) —ems0 F(0) = 0(0)v2m. -
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70 9.5. Echange du produit simple et du produit de convolution pour les fonctions

9.5 Echange du produit simple et du produit de convolution pour les fonctions

Le théoréme de Fubini donne :

Proposition 9.24 Si p € L'(R) et 1 € L'(R) alors :

P =~2m 1, soit  Flp#w) = V2r F(o)F(¥). (9.59)
Idem avec F. Si de plus 3,4 € L'(R) et o) € L'(R), on en déduit :

—~ 1 . -~ . 1

oY = E%@ 1), 501t Flpy) = E}—(@) * F (). (9.60)

Idem avec F.

Preuve. La relation (9.59) n’est autre que I'intégrable double d’une fonction a variables séparées :

J——

1 )
prp(E) = 7J J e(y) Pz —y)dye " da
©) =7 . (y) vz —y)
) (9.61)
- o=(| e[ e ) = Varaoi(e)
27T yeR zeR
le théoréme de Fubini étant applicable la fonction (2,y) — et W28 () 4h(2) étant dans L' (R?). Calcul similaire
si on remplace F par F.
On en déduira, avec les hypothéses supplémentaires données, une fois qu’on aura vu la transformée de Fourier

inverse F~! = F, cf. proposition :
F(@ ) = VorF(Q)F () = V2rpy (9.62)
d’ou en appliquant F : @ & =21 F (p1)). un

10 Transformée de Fourier dans S ’espace de Schwartz

L’espace L'(R) n’est pas stable par Fourier (une fonction f € L'(R) est telle que fn’est pas nécessairement
dans L'(R), voir ou . L. Schwartz a introduit un espace qui est stable et conservé par Fourier, et qui
de plus permettra de définir les transformées de Fourier des distributions usuelles (les distributions tempérées).
En particulier on verra que si f € L?(R) alors f admet bien une transformée de Fourier, que sa transformée de
Fourier f est dans L2(R), et que F est un isomorphisme de L*(R) — L?(R).

10.1 L’espace de Schwartz des fonctions 4 décroissance rapide

Définition 10.1 On note S 'espace des fonctions a décroissance rapide, i.e. ’ensemble des fonctions ¢ € C*(R)
t.q- @ et toutes ses dérivées décroissent plus vite que toute fraction rationnelle, i.e. t.q. :

VleN, VkeN, 3Ck > 0:Vz e R*, [p¥ ()] < ==, (10.1)

Exercice 10.2 Montrer que ¢ € C*(R) est dans S ssi :

Vk, €N, 3Ck > 0: Yz e R, |25 (2)] < Che. (10.2)

ie. ssi:
Vk, £ € N, 3Crs > 0, sup [zFo 9 (z)] < Che, (10.3)

zeR

ie. ssi:
VEk,LeN, 3C4 > 0, ||zF¢0]|| < Cre, (10.4)

ie. ssi:
Vk,LeN, ||zFo® | < . (10.5)

le. ssi: .

Vk,LeN, 3Ck >0, Vz e R, [v/1 + 22 ¢ (z)| < Che, (10.6)

le. ssi:
Vk,£ €N, 3Che > 0, Yz € R, |0 (z)| < %, (10.7)

(V1+z?)k

Réponse. Exercice facile; 1 + 2% < (1 + 2?)* un
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Proposition 10.3 S est un espace vectoriel.
Et si pe S alors z*¢¥) € S pour tout (k, /) € N2.

Preuve. Cest trivialement un sous-espace vectoriel de C*(R). Pour ¢ € S et k, £ € N, posons ¢ = zF(?). Soit
m,n € N. On a 9™ = (zFp®)) = 37 (?) (2F) D= = 3 a2k o1t a; € R pour tout i

(Leibniz). D’ott 2™ = 37 azk =i+ o= Doy [|l2myp™||, < 37 o i Ch—ism,itn—i < 00 pour tout
x€R anetmfixé qcq. D'ou v € S. ==

10.2 Premiers exemples

Exemple 10.4 Prototype d’une fonction a décroissance rapide : ¢(z) = e~* (décroissance exponentielle). II

est clair sur ce prototype que la constante Cy, dans ([10.3) dépend de k et £. un
Exemple 10.5 La fonction 7 % e~1*l (régularisée de la fonction a décroissance exponentielle) est dans S.  oa

Exemple 10.6 La fonction f C T — f(x) = ﬁ n’appartient pas & S (décroissance trop lente a Uinfini). En
effet, supg |23 T +x2)| = o0, cf. . De méme, aucune fonction rationnelle (non nulle) n’appartient a S, de

2
méme que les polyndmes non nuls et e* . un

Exercice 10.7 Montrer : si ¢ € L*(R) et si ¢ € S, alors p# ¢ € S.
Réponse. On a ¢ * 1 € CP(R), cf. prop [2.19} et (¢ * 1) = @ %, cf. (2.21). Donc, pour k,£ € N :

1% (0 % ) (@) = |a* j Pty (—t) dt] < |2 % O j lp(t)] dt < oo.
teR ueR

Exercice 10.8 Montrer : si ¢ € S, alors pour tout p € [1,00] on a ¢ € LP(R).

Réponse. Pour p o, avec (10.4) on a ||2°(? ||, < Coo < 00, donc ||¢|| < o0, donc @ € LZ(R).
Pour p € [1, [, avec (10.4) on a : la fonction (1 + z*)¢ est dans € S, cf. prop [10.3] avec |(1 + z*)p(z)| < Coo + C20

pour tout = € R. D ot |p(z)| < M d’ou |o(z)|P? < (%)p, dott |¢|? € L' (R) pour p > 1. o

10.3 * Métrique sur S et densités
10.3.1 Topologie métrique sur S

Pour ¢ € C*(R) et k,£ € N, si ||2*p®)||,, < o0, alors on note :

Bre(p) = lla* oo (10.8)
Et définition équivalente de S est, cf. : S est ’ensemble des fonctions C*(R) t.q. :

Vk, L eN, pre(p) < 0. (10.9)

Exercice 10.9 Vérifier que les py, o définissent des semi-normes.

Réponse. On sait que ||.||c est une norme sur L*(R), et on a S € L*(R) (car ||¢||w = po,o(p) < o pour ¢ € S). Donc
|.||cc est une norme sur S. D’ou :

Pr,e(p) = 0 pour p € S : immédiat.

Pr,e(Ap) = |A|pk,e() pour ¢ € S : immeédiat.

Pre(@ + ) < prye(p) + pre(¥) pour ¢ € S : immeédiat. un

On peut montrer qu’il n’existe pas de norme qui rende S complet. Mais il y a un distance qui le fait : on
munit S de la distance : )
d(ip, ) = 3 g min(L, Br,e (¥ = ))- (10.10)
k¢
(Vérification de d(-,-) est une distance sur S : immédiat.)
Et on peut montrer que S muni de cette distance est un espace métrique complet (admis). Et donc les passages

a la limite ne poseront pas de probléme pour la topologie induite : les suites de Cauchy seront convergentes
dans S.
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72 10.8. * Métrique sur S et densités

L’utilisation de cette distance n’est pas trés pratique, pour les propriétés de convergence ou de continuité,
et on utilise en fait les semi-normes py, ¢. Par exemple (¢,,) est une suite de S qui converge dans S vers ¢ € S
s’écrit d(pn, ) —n—w 0, ou de maniére équivalente :

VELeN, prolp—@n) — 0, (10.11)

n—00
soit Vk,le N, Ve >0,INeN:Vn = N, pre(p — o) <e.
Dans certains cas, pour simplifier les calculs, on considére la famille de normes (p.¢)o<k,e<co définies sur S
par :
prele) = D0 Brele) (= D [l2%ePly). (10.12)
a<k,p<l a<k,p<t

La topologie induite par (pg,¢)o<k.e<owo €st la méme que celle induite par (Pr ¢)o<k,e<oo (les mémes ouverts).

Exercice 10.10 Vérifier que les py ¢ définissent bien des normes.

Réponse. Les pg ¢ sont des semi-normes : immeédiat car somme de semi-normes. Et px ¢(p) = 0 implique en particulier
| ]

Do,0(p) = 0, soit |||l = 0, donc » = 0. un

Exercice 10.11 Pour ¢ € S, montrer : py ¢(x¢) < prt1,0(9) et pre(@’) = pres1(@).

Réponse. Immédiat. un

10.3.2 Densité de D(R) dans S

Proposition 10.12 D(R) est dense dans (S,d(-,-)) : pour ¢ € S donné, il existe une suite (¢;) € D(R) telle
que :
Vk,LeN, prele—¢;) —0 (10.13)
J—00

(Ou encore, Vp € S, Ve > 0, 3 € D(R), Vk, £ € N2, pro(p — ) <e.)

Preuve. Par troncature et régularisation. Soit ¢ € S donnée, et soit ) = 1;_1 1) * 71, voir proposition
fonction de D(R) qui vaut 1 sur [—1,1] et & support dans [—2,2] et telle que 0 < 61(x) < 1. On construit la
suite (0;) de D(R) qui vaut 1 sur [—j,j] :

0;(z) = 91(%’ vz e R. (10.14)

En particulier §; = 1 sur [—7, j]. Soit la suite ¢; = ;. On a trivialement ¢; € D(R) pour tout j. Montrons
©j — ¢ dans S, i.e. pour k, ¢ € N montrons ||z*(p — ¢;)||s, — 0 quand j — co.

On a p(x) —p;(z) = 0sur [—j, j] (par construction) et p(x)—p;(z) = @(x) pour = & Pextérieur de [—27, 27],
donc ¢ — ¢; est & décroissance rapide. On a (¢ — ¢;)(x) = p(x)(1 — 91(§)), et la formule de Leibniz donne :

?
o) O () — EN o= () (1 — 8, (END
(0 o) (@) Z(,Y)so @ 0= ()

J4
O 1 — 0 (= S (ot () Lo (B
A0 -0(2) Z(W)SO (@) 0 (10.15)
_ L (0 e 1 o2
015 - 2 (L)) ol )

D’ott on déduit que (aprés multiplication par z* et avec 0 <1 —6; <1let 1—6; = 0 sur [—j,j]) :
1 ¢
2% (2 = ©;) |l < max |250| + =C (Y [|" "] ) — 0, (10.16)
EEY = j—
ou C > 0 qui contient les (f) et les HHSY)HOO pour 1 < v < 4. Et pour k, £ € N, py, » est une somme finie de termes
qui tendent vers 0 et tend donc vers 0. un
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73 10.4. Transformée de Fourier dans S : on o F(S)c S

10.3.3 S est dense dans L?(R) pour 1 <p < ®©
Lemme 10.13 D(R) = S et S < LP(R) pour 1 < p < .
Preuve. Soit k,¢ € N. Soit ¢ € D(R), donc zFp®) € D(R) (produit de fonctions C*® toutes & support inclus

dans suppy). En particulier 2%¢(*) est continue dans R & support compact < suppy, donc |[zFp®||, < oo,
et (10.4) est vérifiee. Donc g € S.

Et si ¢ € S alors |p(z)] < Coe cf. (D d’ou p € L*(R), et M pour tout z # 0, cf. , d’ou

¢ € LP(R) pour tout p € [1, . ’a

Proposition 10.14 S est dense dans LP(R) pour 1 < p < c0.
(Et c’est trivialement faux pour p = o : prendre f = 1g € L*(R) qui ne peut étre approchée en norme ||.||s
par une fonction qui s’annule a l'infini.)

Preuve. On a D(R) ¢ § < LP(R) pour 1 < p < oo (exercice [10.8). Et D(R) est dense dans LP(R), voir
corollaire [2.32] donc S est dense dans LP(R). En effet, si f € LP(R) et € > 0, alors :

Jpe DR) t.q. ||f—ellr <e.

Comme D(R) = S, cette la ligne reste vraie si on remplace 3p € D(R) par Jp € S. in

10.4 Transformée de Fourier dans S : on a F(S)c S
Ayant S = L(R), proposition [10.14] on peut en particulier appliquer la proposition :

Proposition 10.15 Si ¢ € S alors 2*p©) € L' (R) pour tout k,¢ € N, et on a pour tout £ € R :

7 (©) = i€p(©), o (€) = (9)'3(8),
@) (©) = ~im2(&). (@)™ (©) = (-)*aFe(©), (10.17)

Preuve. Les relations (|10.17)) ont été démontrées dans la proposition dans les cas k = ¢ = 1. Puis récurrence
immeédiate. un

Proposition 10.16 Si f € S alors fe S, ie. F(S)cS.
Preuve. Soit p € §. De (10.17)) on déduit :

€560] = |¢* 2bp| = |(ahp)® | (10.18)

(la dérivation est devenue puissance polynomiale et réciproquement.) Et ¢ = (zfp)*) € S < L'(R), donc
F() =1 e L*(R), donc |3 | borné. Vrai pour tout k,£ € N, donc G € S.

Remarque 10.17 La transformée de Fourier s’écrit ici, pour p € S :

e—i&w
FOO = (Sl (= 7= | oty da), (10.19)

notation des distributions réguliéres qui est trivialement définie par I'intégrale usuelle de Lebesgue pour ¢ € S.
On verra l'extension de la notion des distributions définies sur S avec les distributions tempérées. =n
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74 10.5. Transformée inverse dans S

10.5 Transformée inverse dans S
10.5.1 Transformation inverse 7! = F dans S

Connaissant ¢ € S, on peut calculeL . Réciproquement, on va montrer qu’on peut reconstituer ¢ connaissant
@ a laide de la transformée inverse : F(@) = ¢, soit F(@) = &.

Proposition 10.18 La transformée de Fourier est bijective de S dans S d’inverse donné par, pour ¢ € S :

Fr@ = 7 | e a = Falm) (=@ =E@ =B, (020)
soit encore : )
FloFo ="ocF¢F (10.21)
soit encore : L
FlUp)=F@)=9¢=0, (10.22)
soit encore : R
p=F(F (@), et ¢=F(F(p)=2¢, (10.23)

soit encore :
(&) et e de. (10.24)

Preuve. Soit ¢ € L}(R) t.q. F(p) = $ € L'(R), donc F(p) = F(F(p)) est bien défini.
Montrons que (F o F)(¢)(—z) = ¢(x), i.e. F(@)(—z) = ¢(x). On a :

FE) ) = g | B@er s = | (| otm)eiay)etintar (10.25
T Jee T Jee e

Mais on ne peut pas inverser les signes {, car S&R et ==V d¢ n’est pas définie.

On raisonne comme pour les distributions : on remplace la fonction & — e*#*¢ par la fonction & — ety ()
ol x. est la gaussienne :

Xe(€) = 7€, (10.26)
(on sait que xe —¢—o 1r), i.e. on pose :
I@0) = <= [ 2O @) et s (10.27)
2 £eR
On vérifie que, a x fixé :
lim I(z,e) = I(z,0) = F(p)(—x), (10.28)

e—0

car I(x,¢€) est continue en ¢ au voisinage de 0 : application immédiate du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, l'intégrant (£,¢) — $(&)x-(£) et étant continu en e et dominé par |$(£)| indépendamment de ¢,
avec @ € L'(R) (hypothése).

Mais aussi, grace & Fubini qu’on peut maintenant appliquer, quand € > 0 :

rwe) = 5o | (] etwe e ay)xe(eyer=ag

21 £eR

o | e | xe(©e g dy
2771 yeR (LER X ) (10.29)
- T ) e dr = o | R el s

- = (T oz + 2o = 0(0).

car xs o V2w, cf. (9.58)), & condition que ¢ soit continue en z. D’ou :

I(z,e) — p(x). (10.30)

e—0

D’ou I(z,0) = F(¢)(—x) = ¢(z). ’a
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75 10.5. Transformée inverse dans S

10.5.2 FEgalité de Parseval et isométrie S « F(S)
Lemme 10.19 Si ¢ et v sont dans L'(R), alors :

f (@) D) di = f 2(6)v() de. (10.31)
zeR £eR

En particulier, si v, € S alors :
(P02 = (§,¢) L2 (10.32)

Preuve. (10.31)) est une égalité entre intégrales doubles : il faut montrer :

Y o€ 46) dr — e 2e—iTE gy
J%Rw 5z | v aeya LeR(mLGR“’( e~ da)p(€) de.

Et lintégrant (z,&) — o(z)y(£)e™ ¢ est majoré par la fonction & variables séparées (z,¢) —> lo(x)(€)], avec
o, € LY(R), donc p ® ¢ € L*(R?) : on peut appliquer le théoréme de Fubini, d’ou (10.31). Et S = L?(R),

d’out 1032 un

Théoréme 10.20 On a I'égalité de Parseval : conservation du produit scalaire de L*(R) par Fourier : pour
tout p, Y e S :

(o )ie = B e fRso(:vmx)dx: f 2(6)D(e) de. (10.33)

£eR

Donc F : (S, ||-|l2) = (S, ||-||r2) est une isométrie.

Et on verra (grace aux distributions tempérées) que cette relation est conservée dans L*(R) : F : L*(R) —
L?(R) est une isométrie.

En particulier, I’énergie (la norme) est conservée par transformée de Fourier : pour tout ¢ € S :

ol = 1@llL2@®), e f Iw(w)Ide:f |B(E)? d. (10.34)
zeR £eR

Preuve. Soit ¢ = F () ott donc § = ¥ et ) = ’ﬁ\ =¢g.Onage S car ¢ €S. Montrer (10.33)) est alors
équivalent & montrer que (¢,g)r2 = (@, ) 2. Vrai car :

§ d = (%ﬁ)m

x)dx J f
. ot. ([0 “ o gm

10.5.3 Application : relations d’incertitude d’Heisenberg

En mécanique quantique, ce sont les mesures de 1’énergie W, (f) et Wgo(f) qui permettent de situer la
particule (probabilité de présence | f|? en x() ou de connaitre sa quantité de mouvement (probabilité de présence

|.ﬂ2 en 50)5 ou

Sx€R<x*x0)2|f($)|2d93 ot donc Wgo(f)Q _ SgeR £=&)?If ( >|2d§'

Wao(f)? =
= @R e Toon (TP de

(10.35)

En d’autres termes, W, (f)? est une mesure de la dispersion d’énergie de f “en espace” au voisinage de z, et
We, ( f)? est une mesure de la dispersion d’énergie de f en “quantité de mouvement” au voisinage de &. Si

et & sont les centres de gravité de |f|2 et de |f|2, alors W, et We, sont les écarts types de | f|? et de |fI2. (On
rappelle que le centre de gravité d’une fonction g est le réel z tel que {,(z—xo)g(x)dz = 0.)

Remarque 10.21 En traitement du signal z = ¢ est le temps et £ = w est une fréquence. Et on obtient une
relation entre la dispersion en temps et en fréquence. Et W, correspond & un décalage en temps, alors que Wgn
correspond & un décalage en fréquence. un
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76 10.6. Transformée inverse pour f € L1 (R) telle que fe LY(R)

Proposition 10.22 (Principe d’incertitude) Quand f € S, on a pour tout z,& € R :

Wy (NWe, () > 5 (10.36)

Et ce résultat est conservé dés que f vérifie f € L*(R) et o f € L*(R).

(C’est un résultat de “étalement-concentration par Fourier” : si W, (f) est concentré, alors We, (f) est étalé,
et si W, (f) est étalé, alors W, (f) est concentré, et on mesure le minimum du produit Wy, (f)We,(f) = une
énergie minimale.)

Preuve. f € S, donc f,zf € L*(R). On pose g(z) = e~ f(x), avec donc g € S et |g(x)| = |f(x)], et avec
9(&) = 1_¢, f(&) = f + &). L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

|| (@=a0) gt (6 @) daf < ( [ o= 9ta) o) (| 19/ 0) ). (10.37)
R R
Pour le membre de gauche, par intégrations par parties, il vient :
_ 1
| (@20 @@ g @) e = =5 | 1o ) da 0. (10.39)

[ee]
car le terme de bord %[(m—xo)g%m)] est nul, car g € S.

Pour le membre de droite de (10.37)), ’égalité de Parseval donne :
| 1@ d - f 7 OF & = [ aOF e = [ @Icrerd = [ (e flora.  (1039)
R R
D’ot on déduit de (10.37) que :

(5], 1@ ) < (| te=a0? £@P de) ([ €0 O de) (10.40)

Et I'égalité de Parseval donnant {; | f(2)|? dz = { | F(€)|? d€ il vient :
([ r@ra)([ 1R i) < (| @0 i@l ar) ([ €o®feRa). o4
soit ((10.36]). wa

10.6 Transformée inverse pour f € L!(R) telle que f € L!(R)

La transformée inverse (10.22) est encore vraie pour f € L'(R) quand f e L'(R), sans supposer f €
C°(R) n L*(R). La démonstration n’est pas immédiate. On commence par :

Lemme 10.23 Pour f € L'(R) telle que ]?e L'(R) et pour g € S, on a, pour tout x € R :

(fxg)@)=| FO3Eede (= V2rF(f§)(~x)). (10.42)

£eR

En particulier, avec p, = e~ % et donc @: 7:(8) = ——e=¢", ¢f. (9.49), pour tout x € R :
4 € NoZ s

1 n —e€? iz N
(f * pe)(x) = Vor Jen f(&)e5E ¢ g — F() (). (10.43)

Ici . — dp mais f n’est pas supposée C, et f(x) n’a pas de sens partout.
¥

Preuve. f € L'(R) et g € S permettent d’appliquer Fubini : on a :

F©)a(e)ee ag = L eR(%ﬁ “R

_ 1 F(&)eHila—t)E

ft = L B e ar

- f f@at—z)dt= | f()glz —t)dt,
teR teR

ft)e " dt)g(€)e'™* dg

£eR

car on a ((10.24]).
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77 10.6. Transformée inverse pour f € L1 (R) telle que fe LY(R)

Puis soit g(z) = ¢- (%) = 4/ 1= 6_%, donc g(&) = \/#276_552, cf. (9.49). D’ott (f*¢:)(2) = (e f(f)\/#2?6_‘5526”55 dé —.,
grace au théoréme de convergence dominée puisque f e L'(R). Dot ((10.43). wn

R — LY(R)

Lemme 10.24 Pour f € L'(R), 'application A; = A :
! y = AW) =7 f

} est continue, avec, pour y € R :

|A(y+h) — A(y)l|Lr = [[A(h) — A(O)]| 1. (10.44)
Preuve. Soit yp € R. On a :

1A(wo+h) = Alyo)llr = [|7yo+nf = 7yo fllr = J [f(e=yo—h) — f(z—yo)| dx

zeR

_ f 1=k = )] dz = [[A) = AO)|e

(invariance de l'intégrale de Lebesgue par translation) et il suffit donc de montrer la continuité de A en 0.
Si f € D(R), alors |f(z—h) — f(2)| < A||f']|« - et donc ||A(h) — A(0)||p1 —h—00, et dans ce cas A est
—
bien continue en 0.
Sinon, comme D(R) est dense dans L'(R), soit (. )n+ une suite de D(R) t.q. ||f — ¢nllpr — 0. On a:

I[A(R) — AO)||zr = [ITaf = fller < |[7af = Thonller + |[Thon — @nllr + lon — fllzs
<

IThen — @nllzr + 2/ f — ¢nllzr — 0,
h—0

car ||Tnf — Theenllr = ||f — @nl|rr (invariance de l'intégrale de Lebesgue par translation). D’ou A est continue

en 0, d’oit A est continue sur R. ==

Lemme 10.25 Soit f € L*(R). Si (@E)eeRﬁ est une famille de fonctions de S t.q. :

e =0, J e (z)dr =1, 0. — 8 dans D'(R), (10.45)
R e—0
(on ne suppose pas les p. & support compact) alors :
f*p.—>f dans L'(R), (10.46)
e—0

convergence en moyenne (pas ponctuelle : f n’est pas continue en générale alors que f = . est).

Preuve. Comme f,p. € L'(R) on a f * p. € L*(R). Et avec ¢. de masse unité :

(Fep@) = Fla) = | (Ha=t) = f@put)dt. = | (nf = Plaloultyat.
teR teR

D’out avec les notations du lemme précédent et (10.44)) :
IFeoe= Sl < | (| infe) - @ldoe.de< [ 114w - AO) et de
teR JxzeR teR
a ’aide du théoréme de Fubini—Tonelli.

Et F: R — R donnée par F(t) = ||A(t) — A(0)|| 1 est continue, cf. lemme précédent. D’ou, avec ¢, —._0 do :

1f * e = fllr < (pe, F) — (b0, F) = F(0) =0,
e—0

i.e. " un

Lemme 10.26 Si (f,)n+ est une suite de fonctions dans C°(R;R)(L'(R) qui converge vers g dans
(CO°(R;R),||.||e0) et qui converge vers h dans (L'(R),||.||z1), alors h = g p.p. (donc h est continue p.p., et
f converge aussi vers g dans (L*(R),||.||z1))-
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Preuve. Voir polycopié¢ intégrale de Lebesgue, § Convergence dans C°(R) () L!(R). o

Proposition 10.27 Si f € L'(R) et si f € L*(R), alors on a (10.20) pour presque tout z :

1

= Ner F(©et™d¢ pp., soit FolF =1 dans L'(R), (10.47)
£eR

f(x)

qui est la formule d’inversion des fonctions f € LY(R) t.q. f € L*(R).
Et F est bijective de {f € L*(R) : f € L'(R)} dans lui-méme d’inverse donnée par (10.20).

Donc pour f € L*(R) t.q. fe L'(R) on a f = fp.p., donc f est continue p.p. sur R (relativement a la
mesure de Lebesgue.

Preuve. Comme f € L'(R), lintégrale F(f)(—-z) = \/%S&R F(€)es dg =1t F=1(f)(z) a un sens, et la

—_—

fonction F1( f) —def 7 (f ) ainsi définie est continue en tout x € R (théoréme de convergence dominée).

22
On dispose de (|10.43) : avec ¢, = é e 4 ona:

~ ~ ~

FOx(§) et dé — F(f)(—z) = F(f)(z), (10.48)

1
(f *pe)(z) = N cen 0

avec F(f) € C car f e L'(R).
Et le lemme cf. (10.46), donne f * . —>._,o f dans L'(R).
Donc F(f) = f p.p. grace au lemme [10.26} soit F o F = I dans L'(R), i.e. (10.47). o

10.7 F:S — S est continue

On a montré que F(S) = S. On a également, lorsque S est muni de la famille de semi-normes py, 4 :

Proposition 10.28 La transformée de Fourier F : S — S est une application linéaire qui est continue de S8
dans lui-méme (toute image est bornée par un antécédent) : ici on a :

Vk,CeN, 3C>0:YpeS, priF(9) <C prran(e): (10.49)

Preuve. On a F linéaire sur S puisque S = L*(R) et F linéaire sur L*(R), et pour montrer la continuité (hors
programme) il faut montrer que ‘toute image est bornée par un antécédent’ (avec les semi-normes adéquat),
ie.:

Ve, leN, 3K, ¢ eN, 3C>0, VYoeS, preF(p)<C prr(p). (10.50)
On a [¢F30(€)| = [Fatp()] = () (€)], cf. (10.17), et :

@D O = —=I(| T+ ) We )
1

1
< L (1 4 22) (25 ® ji
=10+ @Al | 5

(10.51)
dzx,

d’on, avec § 77— dx = [arctan]®,, = 7 > 0, avec (10.18) et avec Leibniz :

R N~
|I§’“s0“)\loo<7 D1 Capllz®e@|o, (10.52)
a<t+2, B<k

ot les Cp sont donnés par Leibniz. Et donc pour la norme ([10.8)) :

Pr,e(P) < C pegai(), (10.53)

avec C' > 0, et ce pour tout ¢ € S : la transformée de Fourier est continue de S dans S. un
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11 Distributions tempérées

11.1 Espace S’ des distributions tempérées

11.1.1 Définition

[ury

Les semi-normes py, ¢, données par py ¢(¢) = Z ||IQQD(B)HOO, cf. (10.8]), définissent une topologie sur S,
ask,p<t

donc sur D(R). On munit D(R) de cette topologie.

Définition 11.1 Une distribution 7" € D’(R) est dite tempérée ssi T est également continue sur D(R) muni de
la topologie induite par S, i.e. ssi la distribution 7" € D'(R) vérifie (image bornée par un antécédent) :

3C >0, 3k, LeN, VoeDR), KT,¢)|<Cpre(p), (11.1)

ol py ¢ est défini en ([10.8).
On note S8’ I'espace des distributions tempérées.

Exemple 11.2 Toute fonction polynéme définit une distribution tempérée : (z*, ) < pro(¢) pour p € S. o

Exemple 11.3 Soit f donnée par f(z) = ¢* . Ona f € LL (R), donc définit la distribution Ty. Mais Ty =0t f

loc
n’est pas une distribution tempérée : prendre ¢ définie par ¢(x) = e~ onapeS;et (Ty, @) = §p e e~ dy =
§ dz = o0, donc :
VC >0, Vk,1leN, (T,¢)=Cprelp). (11.2)

Théoréme 11.4 (Extension de la dualité) Si T : D(R) — R est une distribution tempérée, alors T' se prolonge
de maniére unique a S : il existe une unique application linéaire T' : § — R telle que T'(¢) = T'(p) pour tout
» € D(R) et telle que (image bornée par un antécédent) :

¢ > Oa Ekaé € N7 VSO € 87 |<fa <p>| < Opk,@(go) (]‘13)

Et on note alors simplement T =T. Et ainsi S’ définit le dual topologique de S (I’ensemble des formes linéaires
et continues sur S).

Preuve. Admis. La démonstration est basée sur la densité de D(R) dans S, voir §[10.3.2] et le prolongement
par continuité. .

Remarque 11.5 Voir "annexe § [17] pour la description des topologies. .

11.1.2 Stabilité

Proposition 11.6 Si T € S, alors toutes les distributions z*T®) appartiennent a S’ pour tout k., ¢ € N.

Preuve. Soit T t.q. (11.3).

(T, @) = (T, zp) pour tout p € S, et on a zp € S. D’ou [(zT, )| < C pr+1,0(p)-
(T",¢) = —(T,¢') pour tout p € S, et on a ¢’ € S. D’ou (T”, p)| < C pr.e+1(p)-
Et récurrence immédiate. wn

11.1.3 Convergence dans S’

S’ est le dual de S (i.e. S’ est I’ensemble des applications linéaires et continues sur S), et on retrouve la
convergence faible :

Définition 11.7 On dit que la suite (7})y € SN (suite de distributions tempérées) converge vers T’ dans S’ si :

VoeS,  (Tj.¢) —(T,) (dans R). (11.4)
j—o©
Et on note :
T; — T dans S (11.5)
j—00

(Convergence faible ou ponctuelle, i.e. pour ¢ fixé on a convergence).
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On a alors :
Proposition 11.8 Si (T});en est une suite de S’ telle que T; — T dans S’ alors pour tout k,¢ € N, kaj(e) —
zFT® dans S'.

Preuve. Et pour (7)) suite de &’ qui converge faiblement vers T' € &', on a (T}, ) = — (T}, ¢') pour tout p € S,
qui converge vers — (7', ¢") = (1", ¢). Et donc T} —T" dans §'. Idem pour x7}. Puis, par récurrence sur k, /. o=

11.2 Exemples
11.2.1 Les distributions réguliéres L” sont tempérées

Lemme 11.9 Pour tout ¢ € [1,00] :

3C, >0, Vee S, [lellee < Cyp2o(p)- (11.6)

Preuve. On a § ¢ L(R) pour 1 < g < o cf. proposition [10.13
Pour g € [1,00][ :

| te@irds = | (s le@)de < ([ (55507 do) 14l
R R R

1+ 22 1+ 22

d’ou 1} (en prenant la racine g-ieme) avec Cy = ({5 (152)* dx)é (indépendant de ¢).
“

Et pour ¢ = w0 on a ||¢||r» = po,o(¢) < p2,o(p), cf. (10.8) : C' = 1 convient. o

Corollaire 11.10 Soit p € [1,0]. Si f € LP(R), alors Ty est une distribution tempérée :
3C=Cp >0, VpeS, [(Tro)l < Cpaolp), (11.7)

avec C' indépendant de .

Preuve. Soit p €]1,0[ et ¢ t.q. % + é = 1. Comme f € LP(R) et ¢ € S < L9(R), 'inégalité de Holder
(Cauchy—Schwarz pour p = ¢ = 2) indique que :

Ty )] = | JRf(ff)sO(:r) dz| < || fllow ol o,

d’ou le résultat avec ((11.6]).
Casp=1: fe L'(R). Pour pe S :

(T 0)] = | f f(2) o) da] < ( f F@)]d2) [[¢llo = 1f]12: poo(@) < £l pao(e):
R R
Casp=o0: fe L*[R). Pour pe S:
(T, 0)] = IJRf(w)so(x) dz) < |[]1( f lo(@)] dz) = | lolell s @ < [l Ct p2ole),

avec (|11.6). wa

11.2.2 Distribution tempérée définissant la transformée de Fourier

Pour ¢ € R, la fonction complexe e : z € R — a¢(z) = \/%eﬂf“? qui dépend du parameétre £ est dans L®(R)

(majorée en module par la fonction constante \/#2711@) et définit donc une distribution tempérée T, : c’est la
distribution tempérée qui définit la transformée de Fourier :

1

VoeS, B(€) = (aeg) = —— (e p(@))ar = —— f pla)e 5 da. (11.8)

5
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11.2.3 Exemple : fonction a croissance lente

Définition 11.11 On appelle fonction a croissance lente, une fonction ¢ € C*(R) bornée par un polynome, de
méme que toutes ses dérivées : ¢ € C*(R) et

VleN, 3C;>0, ImyeN, VreR, |[fO)<Cil+]|z)™ (11.9)
(Au voisinage de +0, la fonction £ est O(|z|™).)

Exemple 11.12 Toute fonction polynome est a croissante lente : |f(z)| = |2, aix®| < D7 |ail |z]’, et
(1+ |z))™ =7, Ck|z|F : on prend m = n et C = max(|a;|). ’a
Exemple 11.13 L’exponentielle e/*! ne définit pas une distribution tempérée, exercice. un

Proposition 11.14 Toute fonction a croissance lente définit une distribution tempérée.

Preuve. Soit f a croissante lente. Donc (11.9) est vraie en particulier pour ¢ = 0, donc, pour ¢ € S :

1
| r@p@dal < | o+ lalmlpt@lt+ o)y do
R R l1+x
1
< CPpmo+2,0(9) JR 1+2 dr,
ou C est indépendant de ¢, d’ou le résultat. un

Remarque 11.15 Une distribution peut étre tempérée tout en étant “a croissance exponentielle”, comme c’est
le cas de certaines fonctions f € L*(R) : soit f = >, € L pte—n 1y P ON A Splf(x)|de =" & < oo, donc
f € LY(R), et on a vu que toute fonction de L!(R) définissait une distribution tempérée, voir exemple
Mais ici “la largeur de l'intervalle d’intégration décroit de maniére exponentielle” avec n.

Néanmoins, dans la pratique ingénieur, on a tendance a dire que les distributions tempérées sont a “croissance
au plus polynomiale”, sous-entendu on exclut les cas pathologiques comme la fonction f de cette remarque :

c’est le cas quand f est croissante au voisinage de l'infini. un

11.2.4 Exemple : masse de Dirac

Exemple 11.16 0, est tempérée ainsi que ses dérivés 51(16) pour tout a € R : démonstration immeédiate car
9 0)] < [le“1]ee < po,e()-

Exercice 11.17 Soit (aj)kez une suite numérique quelconque.

(i) Montrer que a;dx € D'(R) et que axdr — 0 dans D’'(R).

(ii) Montrer que axdr € S’ et que ardr — 0 dans S’ si et seulement si (a)rez €st & croissance lente. (On dit
que (ag)ken est & croissance lente ssi 3C > 0, Im e N, Yk € Z, |ax| < C(1 + |k])™.)

(ili) Montrer que ), axdx est dans S’ si et seulement si (ax)rez est & croissance lente. (Indication : Y app(k) <

oo puisque (k) < W pour k assez grand.)

Réponse. (i) ard, est méme tempérée : exemple précédent. Et si p € D(R) il existe M > 0 t.q. suppy < [—M, M]. Donc
arpr(p) = 0 dés que k > M, donc arpr(p) —k—00.

(ii) Pour ¢ € S on a ardi(p) = are(k). Supposons (ax) a croissance lente. Alors |ardx(p)| < C([1 + |k])" (k) <
C([L + kD)™ p(k)| < C([L + kD)™ @]l < C 1z prt2,0(p), done ardi(p) —0.

Supposons que (ax) n’est pas & croissance lente : VC' > 0, Vm e N, 3k € Z, |ax| = C(1 + |k|)™. Soit C > 0, m € N et

ke Zt.q. |ax] = C(1+ |k|)™. Puis soit ¢(z) = W On a p € S et arp(k) ~ C + 0. Donc si ardy — 0 alors (ax)
est & croissance lente.
(iii) Exercice. wn

11.2.5 Exemple : distribution a support compact

Proposition 11.18 Toute distribution a support compact définit une distribution tempérée.

Preuve. Toute distribution & support compact est d’ordre fini, voir annexe (17.18] pagem: soit T € £'(R)
alors il existe m € N (son ordre), t.q. : 3C > 0, Yy € D(R) on a |(T, ¢)| < Cpo.m(9). n

Proposition 11.19 Soit a € R. Si T € &'(R) est telle que suppT = {a}, alors il existe m+1 constantes

(¢j)j=0,....m telles que T =37 ¢; 5 (combinaison linéaire de la masse de Dirac en a et de ses dérivées).

Preuve. C’est la proposition [I7.10] page [136] wa
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82 11.3. Cas des distributions & support compact

11.3 Cas des distributions a support compact
11.3.1 Densité de £'(R) dans &

Lemme 11.20 Pour tout T € S’ (tempérée), il existe une suite (T;) € £'(R) (a support compact) telle que
Tj —j>o T dans S’. Autrement dit £'(R) est dense dans S'.

Preuve. (Par troncature et régularisation.) Soit T' € S’ et soit 6; = 1j_; ;) * 71 € D(R) o v, est donnée
par ([2.25). Alors la suite T; = 6,7 est une suite de £&'(R). Et on a pour p € S :

(T =T, 0)| = (T, (1 = 6;)9)| < Cpre((1 = 05)9) (11.10)
ou C, k et £ ne dépendent que de T' € S’. Et py¢((1 — 0;)¢) — -5 0, voir par exemple § [10.3.2] d’ou le
résultat. .

11.3.2 Expression simplifiée de la convolution quand T € &'(R)

On dispose de la proposition 181 T e &'(R) est si p € CP(R), alors le produit de convolution T * ¢ est
une distribution bien définie (les supports sont convolables), et réguliére : il définit une fonction C*(R) notée
abusivement 7" * ¢, et :

(T * @) (x) = (T, 729). (11.11)
Et si T e &' et si (Tj) est une suite de £'(R) telle que T; — T' dans §’, comme pour p € S et v € D(R) on a :

<TJ*<)05¢> = <TJ7¢*¢> _><Ta¢*w>7

J]—0

car g€ S (car p € S) et ¢ € L*(R) (car ¢ € D(R)) donnent @ = € S, cf. exercice [10.7) et (T, @ * 1)) est bien
défini.

De plus, si T € S’ et si ¢ € S alors la fonction z € R — (T, 7,¢) € R est C*(R). En effet, si ¢ € S, alors si
zeRonar,@eS (trival), et donc le crochet (T, 7,¢) est bien défini. Et la fonction z € R — (T, 7,¢) € R ainsi
définie est C*(R) car 7,¢ € C*(R), cf. (6.2).

D’ou la définition, qui donne une extension de la notion de supports convolables :

11.3.3 Extension de la convolution a &’

Définition 11.21 SiT € 8’ et si p € S alors T+ est la fonction € C*(R) (plus précisément est une distribution
réguliére identifiée & une fonction) définie par :

(T @) (x) = (T, (), (11.12)

i.e. par :
awwxm“@%T@xww—y»@“ﬁéjRfmmﬂx—wdy (11.13)

12 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

12.1 Définition
On a déja vu que pour les fonctions de S on avait, cf (10.31) (Fubini) :

B.0) = (0.0, Voves. (12.)
On généralise cette propriété aux distributions tempérées en posant la définition :
Définition 12.1 Pour T € &’ distribution tempérée, on définit sa transformée de Fourier par dualité :
Voes, (T,p) = (T,0) (12.2)

Cette définition a un sens car si ¢ € S alors @ € S, cf. proposition [10.16
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Exemple 12.2 Si f € L}(R) alors f est temperee (i.e. Ty distribution réguliére associée & f est tempérée), et
on retrouve la définition usuelle : Tf =T; = —noté f En effet, pour tout p € S :

(T}, ) = (Ty,5) = j F(6) B(€) de = %ff(f) f () € du d

\/ﬂf Jf e~ de) o(z) da —J fla (12.3)
= (T7,¢) "2 (F. ).

On peut en effet appliquer le théoréme de Fubini puisque la fonction (z,&) — ¢(x)f(€) e~%¢ est dans L'(R?)
car ¢ et f sont dans L'(R) et [e™™¢| = 1. .

Exercice 12.3 Montrer que si T est paire (resp. impaire) alors T est paire (resp. impaire) :

T=T. (12.4)
Réponse. On a |) : f=f Dou (f, ) —def (f, &) —def (T, a%) = (T, é) = (T, ) = (T, ) pour tout ¢ € S. n

12.2 Stabilité F(S') < &'
La définition par dualité donne :

Proposition 12.4 La transformée de Fourier d’une distribution tempérée est une distribution tempérée, i.e.,

F(S)cs.

Preuve. On sait que F est un isomorphisme de S dans S, et donc, pour T € 8’ on a T qui est une application

linéaire et continue sur S, cf. 1- La linéarité est triviale, et sachant py ¢($) < Cpetor(p) ot C > 0 (voir
proposition [10.28| et équation (10.53)), la continuité de T’ sur &' est immédiate. on

Remarque 12.5 Les distributions & support compact sont tempérées (cf. proposition et ont donc leurs
transformées de Fourier qui est également tempérée (cf. proposition . Cela peut étre établi sans 'aide de
la proposition [12.25) :

Sachant T & support compact, T est une distribution d’ordre finie p € N (voir annexe) :

3IC>0, YpeCP(R), [(T(2),¢(@)al<C sup oW ()], (12.5)

zeK,B<p

(o]
ot K est un compact tel que K o supp(7T). Et donc ici, pour tout a, 3 € N et tout £ € R :

(T(2), (—iz)*e™ " )a] < C sup [(ae” )], (12.6)

zeK,B<p

Et f(f) = ﬁ(T(m), e~ &) car T est & supporp compact, d’ott 7(®) &) = \/%—ﬂ<T({E)7 (—ix)®e~™¢) par dérivation
sous le crochet de dualité. Posant f¢(z) = 2%e~"¢, on a f/(z) = (@~ —ix™)e~*¢, et par récurrence immédiate
fB(x) = Ps(x,£)e™"*¢ ot Pg(x,€) est un polynome de degré 3 en € et un polynoéme en x. Comme on prend le

sup pour z € K compact et 5 < p, on obtient :

d® ~
O <C W ey (12.7)
avec C’ > 0 indépendant de £. Et T est bien & croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. un

12.3 Premiers exemples
12.3.1 Transformée de Fourier d’une distribution réguliére

Si f e L'(R) et Ty est la distribution réguliére associée, alors on a vu que f; = Tf: et on note abusivement
T =
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12.3.2 Transformée de Fourier de 4, et de 0/,
Proposition 12.6 Dans S’ :

! ot Gi(z) = \/% emiaz (12.8)

(Donc si &g est approchée par une fonction “infiniment concentrée en 0” alors sa transformée de Fourier est une
fonction constante, donc “infiniment étalée sur R”.) Et :
5 () = — ¢ 5 (2) = —— perior 12.9
O(I)_mxv € a(x)_ €re . ( . )

Et :

— .k o k ‘
05" (@) = \;T?xk, et 68 (x) = —— aFe 0w (12.10)

Ainsi Jék) est un monome de degré k.

Preuve. §p n’est pas une fonction, mais c’est une distribution tempérée, cf. exemple [11.16| (12.2) donne, pour
ped:

~

(B ) = (60, @) = Pla) = %27 ij) e gy — W%r )

—iax

() da (12.11)

donc 5; est la distribution réguliére identifiée & la fonction \/% e~ Dlon 1l Puis avec (|10.17)) :

(9%, 9) = (G0, @) = —'(@) = i85 (@) = {00, T} = 10, 20) = iwba, ) = il jﬁ )

jre—ta®

d’ot 8!, est la distribution réguliére identifiée & la fonction NeTE Et récurrence immédiate. un

Remarque 12.7 Comme d’habitude on a abusé des notations : on aurait di définir la fonction f sur R par

flx) = \/% e~ et écrire 0, = T distribution réguliére associée & f. Pour alléger I'exposé, on a non seulement

utilisé T —noté £ mais pire, on a utilisé la notation trés abusive Ty (z). Le contexte léve les ambiguités : on n’a
pas le choix pour que (12.8)) ait un sens. ua

Remarque 12.8 Calcul _“brutal” justiﬁé_ au § suivant :
5@(5) = \/%Qsa(x)’e—zzﬁ%lx — \/%e—lra, et

1 /

F(6) = = (0L(@), 76 gy = — = (7)Y = — A (—ig)eTiet,

12.3.3 Transformée de Fourier d’une distribution 4 support compact

Une distribution & support compact est en particulier tempérée, cf. proposition [11.18} Sa transformée de
Fourier est donc bien définie : (T, ¢) = (T, @) pour tout ¢ € S.

Proposition 12.9 Si T € £'(R) sa transformée de Fourier est la distribution tempérée réguliéere C* donnée

par, pour £ e R :
1

T(&) = (T(x), W e ) g (12.12)

(Sans abus de notation, T = T, on g(¢) = (T'(x), \/% e 1)

Et mieux : T est développable en série entiére de rayon infini : pour tout £ € R :

(9(&)=) T = \/127 2:30 (_ir)l?a" &, ou o= (T(x),z"). (12.13)

En particulier T nest pas a support compact.
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Preuve. La fonction f: (§,2) = f(§,2) = \/7 e %% est C*. Et T est a support compact, donc la fonction ¢
suivante est bien définie :

1 noté

9(€) = (T, fe) "&° <T(x),\/—27e*i“>dz = \/%fT(x)e*”ﬁdx. (12.14)

Et pour p € S on a (T'(x), p(x)) = (T(£),8(£)) = (T(€), (f(& 2), p(2))) = (L&), (& x)), p(x)) = (g,¢), dou
T =g (au sens T = T,). Et T est compacte, donc tempérée, cf. proposition , donc T est tempérée. Et T
est compacte, donc g est C® de g, cf. proposition de dérivation sous le signe (.,.).

Et on a (développement en série de 'exponentielle) :

0

—i€x z" s\
e = n;o F(_,Lg) .

Avec (12.12) et Fubini on obtient g(&) = N D (=) 7; A >g", ie. (12.13).
T !

Exemple 12. 10 On retrouve en particulier le cas des masses de Dirac et de ses dérivées : pour §, par exemple,

Zag 1 —tax u
a Z \/ﬂ € . [ L]

12.3.4 Concentration—étalement par Fourier pour les distributions tempérées

On rappelle que pour f e L'(R) :

i)
[A[7TAT
égalité interprétée comme : si une fonction est concentrée, alors sa transformée de Fourier est étalée, et réci-

proquement, si une fonction est étalée, alors sa transformée de Fourier est concentrée. Ce résultat est conservé
pour les distributions tempérées :

FAz)(§) = (12.15)

Proposition 12.11 Pour Te S" et A\# 0 on a :

PY:

T(Ax)(€) WT(X) (12.16)

Preilve. Posons fy(z) = f(Azx). On a fr(§) = \/%S%R fQz)e ™ do = mgyeRf —iXe % = ﬁf(%) =
A(F)5(6), done :

= ﬁ(A)%. (12.17)

D’ou (12.15)), vrai en particulier vraie pour tout f € S
Soit T € &’ ; posons St a(z) = T(Az) au sens et ,i.e., pour pe S :

def 1 te 1 =z
(Sta(@),p@) =) (Srae) = <T,Wp;> (" (T(@), 7379 (12.18)
I est immédiat que Sy \ € S8’ pour tout A € R*. Et ST& est défini par :
(Sp,1,0) = (T, [Alex).- (12.19)

Donc, pour tout p € S :

M=

= deéf ~ (12.18) 1 ~ (12.15)) o~ d 112.19|
Grone) L (50,0 BB (00 BT 3 & (o) B (575 0

donc E\)\ = ﬁi\%, noté (12.16)). e
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12.4 Premiéres propriétés
12.4.1 Convergence
On a alors :
Proposition 12.12 Si (T}),en est une suite de S’ qui tend vers T € §', alors T tend vers T dans S’ :

T, ~T dansS' —> T, —~T dans& (12.20)

Preuve. On a T; € §’ donc T e S’ pour tout p e Son a €S, donc (12.2) et (11.4) donnent :
J J
<1j795> <jj7¢>j ‘ <13Q0A> - <1 750> (1221)

D’ou le résultat. e

12.4.2 Application : transformée de Fourier de 1

Proposition 12.13 .
1g = V2w o dans S', (12.22)

au sens f;m = /27wy dans S'.

Preuve. La distribution 7' = T;, ="°% 1 (fonction constante = 1) n’est pas dans L'(R) et n’a pas de trans-
formée de Fourier au sens des fonctions. Mais c’est une distribution tempérée, et on sait que, avec (9.57), quand
e—0:

2

e — 1g  dans &, (12.23)

e—0

au sens T, —<_07T1, dans &, ou x.(z) = e==’. Par ailleurs on sait que, avec (9.58]), quand € — 0 :
Xe R Y

1 ¢
e _ -5 Vo ' 12.24
e \/%e e 7 g dans &', ( )
au sens 7/’; —.0V27 8 dans §'. On en déduit (12.22) avec (12.20). ]

Remarque 12.14 Le calcul direct pose probléme :
—~ 1 )
Ty.. :T,A:JA d:—JJ z)e " dx) dE, 12.25
< 1r §D> < 1r 80> 5@(5) f \/ﬂ g(xsa() ) 5 ( )
mais on ne peut inverser les signes {. D’ou la proposition précédente. un
12.4.3 Echange dérivée < polyndome

Par dualité, on retrouve les résultats déja connus pour les fonctions, cf. (10.17)) :

Proposition 12.15 Pour tout T € &', tout £ € R et tout k,l e N on a :

T/(¢) = icT(©),  TO(€) = (i€)'T(¢),

~\/ (k) -
() © =—ieT(©),  (T) (© = (=i)a*T(e),

(12.26)
TaT(§) = e T,
7aT(€) = eiosT

Preuve. On applique la définition <f, w) = (T,p) pour T € &’ et ¢ € S et on se sert de la proposition [10.15
Le faire, presque facile : mais faire trés trés attention aux notations! Par exemple, pour tout p € S :

—

(T'(@) (€), () ae T (T (@), 0() (@))aw E = (T(2), 9(€) (@))aw = —(T(), —i€(€) («))ae
a laide de . Puis :

(T (2), €p(E)())ar C UT(@)(€), €0(€))ae = H(T(€), E0(E))ae = (HET(€), 9(€)) e

D’oit le premier résultat. On a écrit toutes les variables ‘muettes’ d’intégration, bien que ce soit une notation
abusive. On peut commencer par écrire cette démonstration pour 7' = f € L'(R) et en utilisant le signe § qui
fait apparaitre les variables d’intégration (‘muettes’) plutot que le signe (.,.). o
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Exercice 12.16 Montrer : T = z‘\/27rg’\. On notera f(z) = x.
Réponse. 1- Avec et = 2 = zlg = +z(f§) = +i(v2m ) Equivalent a (f(f) 0(€))ae =

(f(2), &(2))az = (1r(z ) f( )@z ))dx = <1R( ), 2@(@))dr = (1r(2), —i¢’ (2))ax = —i(1r (€), ¢ (€))ae = —i(v2m00(€), ¥ (€))ae =

i(v/2m80, @) pour p € S.

2- En prenant un peu d’avance (Fourier inverse donné par (12.40))). (12.9) donne 5% = %5, avec 57’) = 5v6 (Fourier

27

inverse) = —d; (car ) est impaire cf. (4.16)).
3- f(z) = x donne f' = 1g, d'ou f/ = V2mdo, d’ot sz(&) = V27180(£), et les solutions T € D'(R) de £T = &
sont les T = —dy + cdo, cf. exercice Donc f( ) = —iV2m(—=8) + cdo). Et T( ) = —\/—a? + cﬁlR(a:), donc

A( ) = —iv2m(— m—i—crlm( z)) = —z — cilr(z), avec f( ) = f(z) = —x, donc ¢ = 0. un

Exercice 12.17 Soit T € §’. Exprimer (f’?)’ en fonction de 7T'.

Réponse. S’inspirer de (9.39). un
12.4.4 Application : transformée de Fourier €**, sin, cos
A Daide de (12.26)), on en déduit dans S’ :
etior — etiar]y — 1,13 = /218, e % = \/274_,, (12.27)

etiaw | —iaw

2

cos(az) = \/j (0g + 0—4), sin(az) = —z'\/? (00 — —0a), (12.28)

noté abusivement cos(az)(€) = v/3 (5a(€) + 6_a(€)) et sin(az)(€) = —in/Z (5a(€) — 6_a(€)).
Exemple 12.18 Ecrire (12.27) et sans abus de notation.

D’ou avec cos(ax) = et sin(ax) = 6“”;;*“”

Réponse. Soit fo(z) = e7**® s0it go(x) = cos(ax) et soit ha(z) = sin(az). Alors :
Tfa = 27 (Sa, Tgu = \/g (611 + (57a), Tha = —’L\/g (611 — (S,a). I.I

12.4.5 Transformée de Fourier d’une mesure bornée (vers les probabilités)

Une mesure (positive) est définie en cours d’intégration.
On peut également la définir comme étant une distribution d’ordre 0, voir (17.15)) (annexe), qui est positive :

Définition 12.19 Une distribution d’ordre 0 sur R est une distribution 7" € D’'(R) telle que :

VK compact € R,3Ck > 0 t.q. Vo € D(R) t.q. supp(yp) < K: (T, ¢)| < Ck ||¢]|co- (12.29)
Définition 12.20 Une mesure positive est une distribution 77 ="°% ;; d’ordre 0 qui est positive, i.e. telle que :
Vo € D(R), =0 = (u,) =0. (12.30)

Remarque 12.21 On peut étendre Pensemble de définition D(R) d’une distribution d’ordre 0 & CY(R) Pen-
semble des application continues & support compact dans R, puisque seule la norme |[|.||,, de C est utilisée. o

Définition 12.22 Pour ¢ > 0, soit x. : z € R = x () = e~=’. Une mesure positive bornée est une mesure
positive telle que :
JdceR, Ye>0 (1, xe) < c. (12.31)
Comme x. “s’étale” vers la fonction 1gx quand & — 0, cf. (9.57)), cela s’interpréte presque comme :

(1, 1g) < ¢, (12.32)

sauf que 1g n’est pas & support compact, et que (i, lg) n’a pas de sens... on a besoin de la remarque sui-

vante [12.23]
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88 12.5. Transformée inverse dans S’

Remarque 12.23 On peut étendre 1’ensemble de définition CO(R) d’une mesure positive bornée & C°(R) n
LP(R) = {f € C°Q) : ||fl|lcc < 0} 'ensemble des application continues et bornées. Et on a alors la définition
équivalente : une mesure positive est bornée ssi :

Jee R, (u, 1g) < c. (12.33)
On retrouve la définition des mesures positives bornées du cours d’intégration. un

Proposition 12.24 Si i est une mesure bornée sur R (c’est en particulier le cas d’une probabilité), alors [i une
distribution réguliére, a savoir :

w="T,, (12.34)
ot p est la fonction continue, bornée, et méme uniformément continue, donnée par :
1 . t6 1 . .
p(§) = {u(z), Ee m§>dx nEe J N Ee e du(z) (= (pare w6>da:)- (12.35)
Te

Et on note abusivement (“identification” de la distribution réguliére et de sa fonction associée) :

ae) "2 p(e), (12.36)

donc au sens, pour toute fonction f € S :

@ f) = j _@)f(e) de (1237)

Preuve. Soit o : x € R — a¢(z) = \/%e_igz = a(&,z) = a,(£). Pour £ € R, comme a¢ € CO(R) n LP(R) et p

est une mesure positive bornée, le réel (i, oe) est bien défini. Et pour ¢ € D(R) :

() = (18 = = (). (P(0). ™)
— @) (e e = [ (6. olo)

car on peut appliquer Fubini : ici la mesure est dz ® yu, lintégrant est g : (z,&) — \/%ap(x)e_mg , il vérifie

lg(z,8)] < \/%|<p(z)| g (€)], et ¢ ® 1g € L} (R?,dz ® p) car ¢ € D(R) et p mesure bornée. D’ou (12.37).

Puis avec le théoréme de convergence dominée, p est une fonction continue car x — e~%*¢ est p-intégrable
(u étant bornée), & — e~ est continue, et (x,£) — e~ est dominée indépendamment de ¢ par la fonction
p-intégrable 1g.

De plus p est borné par §__, \/% dp = \/%M(R). Donc p € C°(R) n L®(R).

Puis, avec |1 — |2 = (1 — €%)(1 — e™%*) = 2 — 2cosa, la fonction 3(a) = 2 — 2cosa — a? étant négative
sur R (faire le tableau de variation), on obtient |1 — ™| < min(v/2, |a|) (puisque < v/2 est immédiat).

Et donc |e™%¢ — e7WE| = |e72¢(1 — €=V < min(2, |¢(z—y)|), et donc, pour |z —y| <7 :

1 - ; 1
p(z) —py)| < —=(e7" —e ) dp(§)| < == | min(2, [¢]n) du(8).
| e Vo = Vo S
L’intégrant (£,7) — min(2,|¢|n) est borné par 2 indépendamment de 7, donc le théoréme de convergence
dominée donne SgeR min(2, [£]n) du(§) — -0 SgeR min(2,0) du(§) = 0. Donc, pour tout € > 0, il existe n > 0

t.q. | — y| < n entraine |p(z) — p(y)| < € : la fonction p est uniformément continue. n

12.5 Transformeée inverse dans S’
12.5.1 L’inverse dans S’
On rappelle HFR)(E) = (Fo)(§) = (Fo) (=€) = 7= fp () e dz pour tout p € S.

Sachant F est un isomorphisme sur S, soit F(S) = F~1(S) = S, on définit F sur S’ par, pour tout T € S’
et tout p €S :

FT, ) €T, Fo). (12.38)

Comme pour ¢ € S on a Fp = f*1£€ S, et que F € &' (distribution tempérée) la fonctionnelle 7' : S — R
est bien une distribution tempérée : F € S'.

88



89 12.6. Transformée de Fourier : isométrie dans L?

Proposition 12.25 On a FoF =1 dans S’ : la transformée de Fourier est un isomorphisme de S’ dans &'
d’inverse F~1 = F ; soit, pour tout T € S’, dans S’ :

FYT) = F(T), (12.39)

soit :
(FoF)(T)=T. (12.40)

Preuve. Avec (12.38) et (10.21]), on a, pour tout ¢ € S, :
(FFT,¢) = (FT,Fop) = (T,FFp) = (T,¢) (12.41)

Dot FFT = T et de méme A]-'?T = T. On en déduit que F est inversible dans S’ et que F~! = F. Et

~

(FoF)T),¢) = (T,8) = (T,3) = (T,$) = (T, ).

12.5.2 Transformée de Fourier de sinc (et de 1g, €%, sin, cos)

Avec (12.20) on a déja déduit (12.22), (12.27) et (12.28)). On retrouve ces résultats avec la transformée de

Fourier inverse.

Exemple 12.26 On sait que /27 30 = 1g, au sens /27 30 =T}, dans &', calcul direct immédiat, voir ((12.11))
et 1} On en déduit que 1r = V21 30 =27 50 = /27§y dans S’ (puisque 6y = 50), au sens fl\R =27 dp :

Vordy=1g =  1p=+216, (dansS). (12.42)

Avec a > 0 on a vu (calcul direct (9.20)) que 1;,;] = \/gozsinca, d’ott avec (|12.39

— 1
inc, =4/=—1i_q.al- 12.43
sinc 5 o L [-awal ( )

En particulier sinc = \/Zl[m].

Exercice 12.27 Préciser la démarche pour obtenir ((12.43|).

Réponse. 1[/,;:] = \/gasinca est une égalité entre fonctions. La fonction sinc, n’est pas L'(R), et sa transformée

de Fourier n’est pas définie a priori. Mais sinc, € L}OC(R) : soit Tiin, la distribution réguliére associée. Comme sincq

est bornée, Tyn, € S', et sa transformée de Fourier est définie dans S’. L’égalité fonctionnelle 1@] = \/Easinca

™

) = \/ga}"(Tsmca) dans S'. Comme 1[_, 4] est paire,

—

donne 1'égalité T;_—:a = \/gaTsinca dans S'. D’ou F(T1,

]

—a,a]
—

on obtient Tl[,a o] = %aTsinca dans S’. Donc Tsinc, €st une distribution réguliére, et on note li—a,a = \/gasinca,

soit (|12.43)). an

12.6 Transformée de Fourier : isométrie dans L?

Les fonctions de L?(R) ne sont pas dans L'(R) en général : la fonction z — est dans L?(R) mais pas

1

1+|x|

dans L'(R) (probléme & I'infini). Et on ne peut pas définir brutalement leurs transformées de Fourier.
Par contre, les fonctions de L?(R) sont tempérées, voir (11.7). On a mieux :

Proposition 12.28 La transformée de Fourier est une isométrie de L*(R), i.e. F : L?(R)—L?*(R) est linéaire
bijective, d’inverse F~! = F, et vérifie I'égalité de Parseval : pour tout f,g € L*(R) :

(f, 92w = (f, 9 r2®)- (12.44)

En particulier, I’énergie est conservée par transformée de Fourier : pour tout f € L*(R) :

fllzz2@®y = 1 fll2®)- (12.45)
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90 12.7. Echange du produit simple et du produit de convolution pour les distributions

Preuve. S est dense dans L%(R) car D(R) l'est et D(R) = S, cf. théoréme w

Soit f € L?(R). Soit (¢;)n suite de S tend vers f dans L*(R) : ||f — ¢;]/z2 —>j—o0 0.

1- Montrons que (@;)n (qui est une suite de S) est convergente dans L?(R) : la suite (¢;)y étant convergente
dans L?(R), c’est une suite de Cauchy dans L?(R). Donc, avec le théoréme[10.20| (Parseval dans S), ||@;—@,|| 12 =
llpi — ©jllLz —>i,j— 0. Donc ($;) est une suite de Cauchy dans (L?*(R),||.|[z2) espace complet. Donc ($;)n
converge dans L?(R). Notons h = lim;_,o(®;) € L*(R).

2- La fonction f étant dans L%(R), la distribution réguliére associée Ty est tempérée, et donc admet une

transformée de Fourier. Montrons que ﬁ = T}. Pour tout p e S on a:
<Tf - Th7@> = <Tf - T@ja90> + <Ttpj - Th7§0>
= (T =Ty @)+ (T = Th) = | (@) = 3(2)B(0) do + | (o) = hla)) (o) do

< If = @ille2ll@llez + 185 — hllr2ll@llLz — 040 =0.
j—00

Donc la distribution f“; est une distribution réguliére : T; =Ty, ="% h = lim;_, o, (p;) ="°t 7 (aprés “identifi-
cation” d’une distribution réguliére et de la fonction associée) : toute fonction f € L?(R) admet une transformée
de Fourier f e L2 (R).

Et I'inverse 7! est donné par les distributions tempérées.

Enfin est vérifiée par continuité du produit scalaire dans L?(R) : si (¢;) — f et (¢;) — g, alors

(pis¥j) L2 = (@J%)Lz donne, en faisant i — o0, (f, ;)2 = (f, @)Lz, qui donne, en faisant j — o0, (f,g)r2 =
(f,9)r2- -

12.7 Echange du produit simple et du produit de convolution pour les distribu-
tions

12.7.1 Préliminaire

On commence par un lemme de calcul basé sur le théoréme de Fubini :

Lemme 12.29 Si S € £'(R) (a support compact) et si T € S’ (tempérée) alors S = T est tempérée.

Preuve. Si T est tempérée alors T est tempérée (immeédiat), d’ot pour ¢ € S on a e @ est bien défini, cf.

définition et avec ([8.24)) :
(T#¢)(2) = (T,m0p) (= (T(t), —ap(D)) ar),

d’ou (T = ¢))(z)] < Cpre(T—20) = Cprs(), out C, k, ¢ dépendent de T, cf. (11.3).
D'ou |(S =T, )| = (S, T % ¢) < Cpre(p)(S, 1r) < Dpge(p) avec D = C(S,1g) : S = T est tempérée. s

12.7.2 Echange dans certains cas

Proposition 12.30 1- Si T € &’ (distribution tempérée) et si f est une fonction C*(R) a croissance lente alors
fT est tempérée et on conserve au sens de S :

fT = ——F+T dans S, (12.46)
V2T

soit F(fT) = \/%]-"( f) = F(T). Et de méme :

1
FHT)=—=F ' (f) « FHD). 12.47
UT) = = F ()« F D) (1247)
2-8i S, TeS et si S est une fonction C® a croissante lente, alors on conserve les relations 4 au sens
de §' :

S+«T =+2r8T, (12.48)
ie., F(S*T) =21 F(S)F(T). Et de méme :
FUS+T)=~2r FL(S)F (D). (12.49)

3- Pour T € &’ (tempérée) et S € £’ (a support compact), alors S T est tempérée, et on conserve (12.48).
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91 12.7. Echange du produit simple et du produit de convolution pour les distributions

Preuve. 1- Avec T € §’ et f € C*(R) a croissance lente (au plus polynomiale) on a fT € &’ (démonstration
immédiate). Et par transformée de Fourier, pour tout p € S :

(FT.¢) = (fT,$) = (T, ) (12.50)

On vérifie que cela a bien un sens car ¢ € S et donc f@ € S. Puis :

I 1 1 =%
fo=F(F(fp)) = E}-(}-f*}-(@)) = E]:(f*@ (12.51)
D’ou avec (8.29) : ) _ X _ ,
(fT,p) = E@’}"(f*%’» = E@yf*@ = E@*ﬁ@ (12.52)

ceci étant vrai pour tout ¢ € S, on a obtenu ((12.46]).
2- Dans ce cas ST est une distribution tempérée, et (12.47) donne dans S’ :

FUST) = \/%}"1@) » FUT) = \/%S*T.
Y8 i

D’ou, en appliquant F, on obtient ((12.48)) dans S’.
3-Si S e & alors S est une fonction C*® a croissance lente, cf. proposition , et donc si T € &', alors ST
a bien un sens. On procéde a I'aide des étapes suivantes :

(i) Si S et T sont dans &'(R) alors S® T € £'(R?) (4 support compact, de support le produit cartésien des
supports). D’ou, Pexponentielle étant C*(R) :

1 . 1 )
SxT(€) = ——((S*T)(x),e ™ )4 = ——(S(x) @ T(y), e " "T%) 4,
\/ﬁ 1 _ \/ﬂ o R R (12.53)
= (S(x), —=—=(T(y), e @) 1) g = (S(2), e T(€)) e = V21S(E) T(€)

V2r

et le cas des distributions & support compact est traité.

(ii) Supposons encore S € £'(R), avec maintenant T € §’. On sait, avec le lemme [11.20] qu’il existe une suite
T; € £'(R) qui converge faiblement vers T' dans §’. Et, & I'aide de (8.30)), on a :

S«T; —S«T dou F(S*T;)—F(S*T) (12.54)

par continuité de la transformée de Fourier dans S’. D’oil avec (i) et la continuité de F :
F(S*Tj) = V2rF(S)F(T;) et F(S#Tj) —2rF(S)F(T) dans S (12.55)
D’ot le résultat (12.48). Idem pour (12.49). L

Exemple 12.31 On peut retrouver les résultats de la proposition [12.15|: Pour T € S’ on a, sil € N, a € R et
EelR:
TO =g T et FTW) = (=) & F(T),
(=)l T = T0,

T 0 (12.56)
1T = e T,
(En particulier on retrouve ((12.10).) En effet :
T =§)+T dou T =oy+T =2m0yT =ieT, (12.57)

puisque F(d)) = ﬁiﬁ. De méme, F(&)) = %iﬁ et donc F(T') = —i& F(T). Puis par récurrence sur [. Et la
deuxiéme relation s’en déduit, voir la proposition [12.15
La troisiéme relation s’obtient comme :

7T = F(6, # T) = V21 F(8,)F(T) = e "¢ F(T), (12.58)

puisque d, € £'(R) et donc F(d,) = \/%@a(x), ety = \/%e_i“? Et la quatriéme relation s’en déduit, voir la

proposition [12.15 e
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13 Application au traitement du signal

13.1 Transformée de Fourier utilisée
13.1.1 Définition

En traitement du signal, on utilise la transformée de Fourier donnée en (9.23)), qui sera notée ici simplement

Foe=F: .
FO0 =Fo) = | rwe (13.1)
—0
la variable v étant la fréquence (précédemment w = 27 était la pulsation).

Exercice 13.1 Montrer : si f € L! vérifie 2f € L! alors f € C! et, pour tout £ € R :

~ —_

(f)' (&) = —2im(zf)(€)- (13.2)
Si f e L! vérifie f € L' alors, pour tout £ € R :
(&) = 2ine (). (13.3)
Si feLl,simeR,sir,f estlatranslaté de m, i.e. 7, f(z) = f(x —m), alors :
T (€) = e P F(©). (13.4)

Réponse. l) est obtenue par dérivation sous S (théoréme de convergence dominée car zf € Ll).
(13.3) est obtenue par intégration par parties :

| e @ = | aimee 0 fo) do ok [ f@) 2
zeR zeR

le terme de bord s’annulant car f et f’ dans L' donnent f s’annule en 400, cf. lemme page
Puis 7 f(§) = SIE]R e f(p —m) dx = Sye]R f(y)eiZi"'f(erm) dy, d’ou 1) un

12
Exercice 13.2 Montrer : la transformée de Fourier de la gaussienne g, (x) = e~ 2.7 est la gaussienne :
G (&) = oV2me 27— o\/on 92 (8). (13.5)

. . . 2 2 2 2 .
En particulier la gaussienne g, (z) =4¢f e=™" est conservée par la transformée Fourier ID :

2

gr(x) =€ — gn (&) = e (13.6)

Et plus généralement, pour me Ret o > 0 :

(z—m)? . )
Im,o(x) =€ 252 — Gm.o(€) = mo e 2imme g2 T (13.7)

Réponse. Soit g(z) = ce**. On dérive : g (z) = —c2ax e " Dot ;
g (z) + 2az g(z) = 0.

D’ot par Fourier (qui est une transformation linéaire) : @7)(5) + Qa@(ﬁ) =0, d’ou, avec l} et 1i 2im€g(§) +
2a—2—(3)'(€) = 0, soit :

2im

2

@'(©) +27-€9(6) = 0,

z

7\'2 ~
équation similaire a la precedente 2 g(€) = ke @ ? est solution pour toute constante c. Avec k = g(0) =

2 2
Soep 9(@)e ™% de = § o ce™ d:r: = C\F cf. .Dlou §(§) = cy/Ze” @ .
En particulier pour a = 7 on a
En particulier pour a = ﬁ on a k = co+/2m et % = 27202, ot 1!

Puis gm o (2) = go(x —m) = Tmg(0), d'0 gm(§) = 6_2”5’”5?(5), dou (13.7). .
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93 13.1. Transformée de Fourier utilisée

13.1.2 Fourier inverse

Ici :
o0
FHHW)=F(fw) = f f)yer=2m™tar = F(f)(-v), (13.8)
-0
vérification similaire. En particulier
FFUNW) = f(=v). (13.9)
13.1.3 Parseval
On a pour les fonctions L?(R) :
(fvg)Lz = (f7/g\)L27 (1310)
qui est une application de Fubini (¢, 1) = = (e @(t)p(v)e 2™ dadt = ($,1)) pour ¢,9 € S, avec lutilisation de
Fourier inverse (on pose f = ¢ et g = w, et donc ¢ =g = ).

13.1.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

F(T) = T est toujours définie par, pour tout ¢ € S :

~

(T, ) =(T,p). (13.11)
Et pour les distributions & support compact :
T(v) = (T(t),e*™" ) ar, (13.12)

Et T est une fonction C® & croissance au plus polynomiale.

13.1.5 Translatée

7T = e 2™ T = 2o, (13.13)
En effet (. T(t), o(t))ar = (T (1), 3(1))aw = {
e 2P (), don (T (1), p()ar = (e~ Tt

(T, @) = (T, 7-cp) = (T, 7=c@), avec 7—c@)(
d’ou <TCT, o) = (T, %),

T(v), 7 ( )>dl,, avec T_cP(v) = P(v+c) = {z p(t)e 2t +o) g =
) <P(t)>
)

v) = SR (t+c)e 2™V dt =, p(s)e™2m(5¢) dg = eﬁw(u),

13.1.6 Convolée

Quand cela a un sens on a : L DR
fx9g=1rfg,  fg=1[=*7. (13.14)
On le vérifie pour les fonction L!(R) : pour la premiére :
Ste]R SueR fu)g (t —u) du) ATl = &e&SuGR f(U)g(S)e_Qm(s"'") dudt.

On en déduit f =g = f§ = fg, don f=5(—t) = (fg)(t), d'otr (f=5)(v) = Fg(v).
Et dans le cas des distributions compatibles, voir paragraphes précédents.
13.1.7 Transformée de Fourier d’une Dirac §, et de 1y

Proposition 13.3

~

b = e 2§y =1g, (13.15)
et on note ga(z/) = e~ %" goit, pour tout p € S :

~

(B0 0) "ZE (5a(), () = LR e (v) d. (13.16)

Preuve. On applique (|13.12]). un
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94 13.2. Le sinus cardinal

Proposition 13.4

etizma. = §_ 1g = 6o, (13.17)

soit, pour tout ¢ € S :
p(a) = (Ja, ) = (eT27a ) "L (eFidme. (1) (1)) gs.. (13.18)
Preuve. On applique Fourier & (|13.15) : 6va = 5; = e%', d’ou 6, = em'. un

13.2 Le sinus cardinal
13.2.1 Définition

Les fonctions sinus cardinal sont définies pour a > 0 par :

Vo #0, sincg(z) = sinaz) et sincg (0) = 1. (13.19)
ax

Deux fonctions sinus cardinal se déduisent ’'une de 'autre par changement d’échelle :
sinc, (x) = sinc (ax).

On encore sinc, (bz) = sinc,(azx) = S”gﬂ
Ce sont des fonctions paires (trivial) qui sont C*(R) car la fonction sinus est développable en série entiére
au voisinage de 0, développement de la forme sin(x) = = + xe(x) avec ¢ C* en 0.

“La” fonction sinus cardinal est, suivant les conventions, soit donnée par a = 7 soit donnée par a = 1.

13.2.2 Transformée de Fourier des portes centrées et décentrées

Proposition 13.5

— sin(27at) . — .
l—a,a)(t) = — = 2a 8inCorq (t) et 1r_1 19(¢) = sincx (1), (13.20)
avec 1[7%’%] la porte centrée de largeur 1. Et :
— 1 -
sincarq (V) = % I—a,a1(¥) et sinc, (z) = 1[_%7%](96) (13.21)

Preuve. La fonction 1;_, ,) est dans L*(R), et donc admet une transformée de Fourier dans L (R). 1[/_;] (t) =
Szz_a e~y = [e’;;:;]g_ia = ejmn = Sm(i:at) = 2a8incar,(t), d’ou (|13.20).
Puis since,, définie une distribution temperee (fonctlon bornée), et donc admet une transformée de Fourier

dans &'. Avec ([13.9) : F(sincare) = F(F(l[—a,a])) = 1[,a’a] = 1[_q,q] CAr 1[_q 4] st paire. D’ou (13.21). un

Proposition 13.6 Pour ce R :

F(Tel[—a,a)(t) = 1e—q,cta)(t) = €727 2asincara(t), (13.22)
: —2imer 1
F(7,sinCore)(v) = €72 % l—a,a1(¥)- (13.23)
F(e?™ 2asincora (V) (t) = 1je—q,cra) (), (13.24)
Preuve. On a 7.1[_4.q] = l{c—a,c4a]- Bt F(7.T) = 6*2”‘3'1?, d’ou (|13.22). o
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95 13.2. Le sinus cardinal

13.2.3 Aires du sinus cardinal et de son carré

Proposition 13.7 Pour a # 0 :

J sincorq (t) dt = f sincZ_,(t)dt = —, (13.25)
R R 2a
et en particulier pour a = % et a = % :
f sinc, (t) dt = J- sinc2(t) dt = 1, J sincy (t) dt = J sinc? (t) dt = 7, (13.26)
R R R R
otl on a noté sinc; la fonction t — sincy (t) = (sincy(t))?.
Preuve. Avec (13.21) on obtient :
1
f Sinconq (t) dt = sincare(0) = —, (13.27)
teR 2a
i.e.(13.25) premiére égalité. Puis par intégration par partie :
1 -1 -1 in 2t
f = sin?(t)dt = —j ““9costsintdr + [— sin?(t)]%, = f S g = QJ sincs(t) dt = .
Rt R ! t R ! R
D’ou §, %#Zﬂ dt = g Si?;)(f) Ly — L Dou (13.25) deuxiéme égalité. L

Remarque 13.8 (Manipulation de la convolution.) La fonction sinc est intégrable au sens de Riemann, cf.
exercice [9.7} La convolution par la fonction constante = 1g donne Daire sous la courbe :

sincorq (8)1g(z — t) dt = J sincor, (1) dt = c.
teR

(sinCang + 12)(z) = J

teR

Donc sincar, * 1g = clg définie une distribution tempérée, et donc admet une transformée de Fourier dans &',
et :
F(sincong * 1g) = F(clg) = cdo.

D’autre part, avec ((12.48)) et (13.21)), on a :

1

1
]:(SinCQﬂ'a * 1R) = ‘F(Sinc27"a)]:(lR) = 71[—(1,(1] 50 = %(50,

2a
car 1j_q41(0) = 1 et o est absorbant.
D’oil clg = sincaq, * Ig = F(F(sincorq * 1g)) = i]:"(éo) = ilR, i.e.(13.25) premiére égalité. =n

13.2.4 Convergence du sinus cardinal vers J;

Posant b = 27a, (13.25)) se réécrit , pour tout b > 0 :

J bsincy(t) dt = 7 = J bsincy (t) dt. (13.28)
R R

Les fonctions bsincy et bsincy ont une masse constante = 7 (indépendante de b).

Proposition 13.9 On a :
bsinc, — mdg dans D', (13.29)
b—0

bsinc e 7o dans D'. (13.30)
—0

Par contre la suite (%nsincn)neN* n’est pas considérée comme une approximation de lidentité (une suite
régularisante) : elle n’est ni a support borné, ni positive, bien que de masse unité.
Et la suite (%Sinci)neN* n’est pas considérée comme une approximation de Iidentité (une suite régulari-

sante) : elle n’est pas a support borné, bien que positive et de masse unité.
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96 13.3. Peigne de Dirac

M — 0g dans &’, donc

Preuve. 1p = o, avec 1[_qq] T 1g dans &’ et 1/[;:] = 2asincorq, d’ol 2a S e

b sin(b
- sin(bz) — 4y dans §’.
T bx b—o L
Et voir proposition page [28] pour bsinc? : on pose f(t) = Lsinc(t) = 10 on a f e LY(R) avec
bsin?(bt) b .

S f(t)dt =1, et fi(t) = bf(bt) = - ;sincb

(t) — 50 dans S’. an
b—o0

Proposition 13.10 Pour a,b > 0 et tout A, B € R quand B # A, on a dans D' :
bTASiHCb _— 7T5A,
b—o0

bTAsincg — 74,
b (13.31)

TasincyT4sine, — 0,
b—o0

a T4sinc, Tgsinc, — 0.
a— o0

Preuve. 74 f(z) = f(x—A) donne ataf(z) = af(x—A) = Ta(abf)(x), et T4dp = d4, d’ou les deux premiéres
relations avec la proposition précédente.
Sachant sinc, tempérée, on a arasinc, tempérée. Et comme sinc, € C*(R) est bornée, on a Tpsinc, bornée,

et si o € S on a 7psinc, p € S. D’ou , avec ((13.29)) et (13.31)); :

(a7 asinc, Tpsincy, p) = (aTasine,, Tpsincy @) — (w4, TSINC, ) = 7 Tsinc, (A)p(A),
a—r 00

avec Tpsincy(A) = sincy(A — B) = %—»bﬁmo quand A # B, d’ou (13.31))4. Et si A = B alors
Tpsine,(A) = sincy(0) = 1 et a{Tasinc, Tpsincy, ) —> a0 T@(A), et donc (rTasinc, Tpsincy, ) — o0 0,

d’ot (|13.31))3. un

13.3 Peigne de Dirac
13.3.1 Deéfinition
Définition 13.11 Pour a > 0, on appelle peigne de Dirac de période a la distribution :

A, = Z5ka = o4 0 9+ 0_g+00+0g+ ...y (13.32)
keZ

définie sur les fonctions ¢ continues en les kA pour k € Z par :
y
(Aa, ) = D p(ka) "2 (Au(2), () da- (13.33)
keZ
Pour ¢ € D(R) le membre de droite de (13.33) est une somme finie (car ¢ est & support compact), et A, est

une distribution (immeédiat).

Exercice 13.12 Montrer : pour a > 0 :
Ayx) = EAl( ). (13.34)

Réponse. (A1(%),p(x))dz = (A1(x),a0(az))dz = D) a(0k(z), (ax))de = adpelar) = a(lAa, @), ol on a uti-
lisé . un

Proposition 13.13 Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Preuve. Pour pe Son a:

1 1

| D ek =1 D (1+k) (k) 5| < (sup |(1+2%)p(2)]) Y+,
keZ keZ 1+k zeR rz Ltk
et donc (A, @) < Cpp(p)ou C =3, ﬁ : Ay est tempérée. Méme démarche pour A,,. a
Remarque 13.14 Preuve alternative. Rappel : Zle # 2= %f. Et donc
ez #(k) = 9(0) + Xyezn (K o(k)) gz < p2o(p) (1 + ). o
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97 13.3. Peigne de Dirac

13.3.2 Ses transformées de Fourier : les formules sommatoires de Poisson

Soit a > 0.
Proposition 13.15 Premiére formule de Poisson : dans S’ :

Dq(v) = D] e2ikmar, (13.35)
keZ

A

i.e., pour p € S, avec <£\a,<p) =det (N, ) :

B = Do) = 3 [ pore 7 a2 (5,0, 00

kez kez JweR

Preuve. On a Ska(u) = e~ 2kmav dans S’. Et la transformée de Fourier F est linéaire continue de S’ dans &,

dou (13.35). Et (Ay, @) = (Aa, @) = Yoy Bka).

Proposition 13.16 Deuxiéme formule de Poisson : dans S’ :
1

A, =-A1, (13.36)
a a

Soit, pour tout p € S :

Yok = 1 3 e(h), (1337
k

keZ

En particulier : .
A=Ay, (13.38)

i.e. pour v = 1 le peigne de Dirac est conservé par Fourier.
Preuve. Etablissons (13.38)). On a e~ 2tkmy — e 2kt )y _ o—2imv e 2%k Qo par différence :
keZ keZ keZ ) P

(1—e2™)A; =0,  dans S (13.39)

| _e—2imv

Posons g(v) = : le développement limité & tout ordre de I’exponentielle e =™ au voisinage des v = k € Z
indique que g est C* au voisinage des entiers, et comme g est trivialement C'* ailleurs, on a g € C*(R). Donc

1—e 2™ = pg(v) et (13.39) donnent, pour tout ¢ € D(R) :

(wgh1(v), o(v)) = 0 = (VAL (), g(V)p(v)).
—2im(v+h) _ —2inv

. e e
= }LL}IIIO - et donc ¢(0) =

2im # 0, et pour v €] — 1, 1] la seule solution de e 2™ = 1 est v = 0. Donc toute fonction ¢ € D(] — 1,1]) est
de la forme gy ou ¢ € D(R) : onc, pour tout ¥ € D(] — 1,1[) :

—2iTv

De plus g ne s’annule pas sur | — 1,1[ : (e"2™)(v) = —2ire

(VAL 4) = 0.

Donc : .
vA; =0  dans D'(] - 1,1]),

donc, cf. (5.13) :
ElC(), Al = CQ(SO dans D/(] — 1, 1[)

Meéme démarche dans D’(]0,2[) et dans tous les D'(](k—1), (k+1)[) : finalement :

erdkez,  Di=) e dans D'(R). (13.40)
keZ

Puis on considére la fonction porte Lyg 1 gy 1p cette fonction n’est pas dans D(R), mais peut-étre régularisée :
on pourra refaire tous les calculs qui suivent avec la régularisée par convolution avec 71, ce qui ici n’est pas

97



98 13.3. Peigne de Dirac

nécessaire car pour la masse de Dirac §;, il suffit de considérer des fonctions continues en k. On a avec ((13.40) :

Bl g i) = 2 emlOms Ly ez ) = (er0k Lo g pe 1) = b

meZ
avec Z CnOm = 2 Cm+kOmak €t donc, pour tout k, on a (5\17 1],67%7,”%0 = ¢y = cg, et donc :
meZ m+keZ
Ai=co) 6 dans D'(R). (13.41)
keZ
Puis :

et donc cyg=1et:
A = O = Aq. (13.42)

Puis :

ol on a posé :

P0) =Bla)  etdone  p(t) = ~p(L).
D’ou :
Bovi) = @000) = X () =, D029
vrai pour tout ¢ € S, d’ol . un

Corollaire 13.17 Pour S € &' (a support borné), comme A, € S (est tempérée), on a S+ A, € S" (est
tempérée), et S = A, est somme de sa série de Fourier :

(S % AL)(t) = 1 > §(§) e2iamt, (13.43)

a keZ

Preuve. Avec S € C*® (R) (car S a support compact), posant b = %, sachant que 0y, est absorbant et que
F(e2™F) = 514, on a

F(S#A) =88, =bS 8, =b > S(kb)ory = b Y S(kw)F(eX ™) = F(b Y. S(kb)e* ),
keZ keZ keZ

par linéarité et continuité de F dans S’. D’ou (13.43) en appliquant F L. o

13.3.3 Peigne de Dirac et distributions périodiques

Définition 13.18 Une distribution T € D'(R) est dite périodique ssi il existe a > 0 telle que 7,7 =T
Et on dit alors que T est périodique de période a quand a est le plus petit réel vérifiant 7,7 = T.
(On exclut souvent le cas T = constante, i.e. on parle de distribution périodique quand a > 0.)

Exemple 13.19 A, est périodique de période a. un
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99 13.3. Peigne de Dirac

Exemple 13.20 Soit Ty ="°% f la distribution réguliére associée & une fonction périodique f e L}, (R) de

période a. Montrons :
= l,q * A (13.44)

Pour pe Son a:

(k+1)a
)= [ f@e@de= T [ f@)ete)de = 3 [ k) oty kady
keZ

ka keZ

ZJ fy) e(y+ka) dy—f fly ke o(y+ka)) dx

keZ

YA
f F6) (Y (Bra * 9)(w)) dy = f F0) (X 1) * ) (v) d,
0 keZ 0

keZ

et donc :
<f’ (,0> = <f1[0,a]7Aa * <P> = <f1[07a] * Aav @)a
car ﬁa = A, et fljo,q) étant & support compact le produit tensoriel est bien défini. .

Le théoréme suivant généralise cet exemple :

Théoréme 13.21 Soit T est une distribution périodique. Si sa période est a > 0, alors pour tout ¢ > 0, il
existe S € &' (distribution a support compact) t.q. supp(S) < [—¢,a + €] et t.q. :

T =5+ A,, (13.45)

et donc T est tempérée.

Et on peut prendre e = 0 quand T est une distribution périodique réguliére, i.e. quand T' = Ty avec f
périodique de période a.

(Dans le cas d’une distribution périodique quelconque, on ne sait pas prendre € = 0.)

Preuve. Contrairement & I’exemple on ne peut pas tronquer brutalement par 1py ) (la fonction 1pg 4
n’est pas C* et le produit T'1[ 1] n’a pas de sens).

On commence par régulariser 1p 5] en posant ¢ = v, * 1o 4] Oll 7, est I'approximation de I'identité o (pour
le produit de convolution) donnée par , avec n assez grand pour que + < £. On a ¢ € D(R) et ¢T a un

sens, avec supp(¢T) < [—1,a + 1]. Montrons que :
T=(¢T)*A,  dans D'(R),

et donc que S = ¢T convient.

Ona Y, ;Thap(z) = 1 = X 0p T rat(x) pour tout z € R, cf. (2.38).
Ona T € & et Ay € D et donc (pT) * A, est bien défini. D’ot, sachant que A, = A,, pour tout ¢ € D(R),
ona:

((PT) * Do, ) = (T, Da 5 ) = (9T, Y Tarth) = (T, D @ Tarth),

keZ keZ
avee 3, (@) Tarth(@) = Yo p(0)b(@—ak) = Yoy o(a+ak)(@) = Yoy Tanpl@)ih(a) = (), et donc :
<(90T) * Aa7¢> = <T, 1/)>=

pour tout 1 € D(R). D’oa T' = (¢T) * A, dans D'(R), et S = ¢T € £&'(R) convient.
Puis A, étant tempérée et S étant compact, A, = S est tempérée, cf. proposition [12.30]
Cas particulier d’une distribution réguliére : c’est I’exemple [13.20] un

Exemple 13.22 T = A, est périodique, et A, = dg * A,, donc S = §y convient, ainsi que S = J, pour tout
keZ. an

Corollaire 13.23 Si T est périodique non nulle, alors sa transformée de Fourier T e S nest Jjamals une
fonction, mais est de la forme :
keZ

@M—‘
@\?r

(13.46)

9\3‘

ot S est donnée dans le théoréme précédent.

Preuve. Sachant 7,7 = T, si T' était une fonction on aurait e~27T(¢) = T/(£) pour tout &, cf. (12.26), soit
donc (1 — e~2ma)T'(¢) = 0. Et donc T(¢) = 0 presque partout. Absurde si T est une fonction non nulle.

Et comme T est de la forme (13.45), Et F(T) = F(S * A,) = §A\a, et (13.36) donne (|13.46]). ==
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13.4 Distributions a& support borné et théoréme de Shannon
13.4.1 L’espace Vg

On note : R
Ve = {f € L*(R) : supp(f) = [-B, B]} (13.47)
le sous-ensemble des fonctions de L?(R) dont la transformée de Fourier est & support borné dans [—B, B] : on

dit que f est a largeur de bande limité en fréquence, ici largeur de bande 2B, et de largeur de demi-bande B.

Exemple 13.24 La fonction f = sincy,p est dans Vg est dans Vp car F(since,p)(v) = %1[_373]@),

cf. (13.21)) : le support de fest borné.

Et F(7.f)(v) = F(rssincoqp)(v) = e 27 F(sincarp)(v) = 55 2" 1|_p p)(v), cf. (13.13). Donc mf €V
et ;J a méme support que f . un

Ce dernier exemple est général :

Lemme 13.25 Toutes les fonctions de Vg sont C*(R) a croissance lente (croissance au plus polynomiale). Et
si f € Vg alors toutes ses translatées vérifient 75 f € Vg, pour tout s € R :

~

supp(7f) = supp(f). (13.48)

Preuve. Si f ¢ L2(R) alors f existe dans L2(R).

Et pour fe Vg ona fe &, donc f = f est C*(R) a croissance lente, cf. proposition Donc f est C®
a croissance lente. Et 7, f(t) =% f(¢t — s) vérifie :

7-5'/\]‘-(1/) _ e*i27\'8]’t‘\(’/),
of. (I3.03). Dot (3.49).

13.4.2 Les fonctions w; de Shannon

On note :

wo(t) = V2Bsinco,p(t) (= @%), (13.49)

On a wy(0) = V2B et wy(55) = 0 pour tout k. Et pour k € Z on considére ses translatées :

Wy = T Wo, (13.50)
ie.: . (27 Bt—kn)
sin(2rBt—km
t) = V2B sinco,p(t—=—— =V2B ———=), 13.51
wi(t) = V2B sincorp(t—o5) (= v o Bi—r ) (13.51)
donc telles que wy(55) = V2B et wk(%) = 0 pour tout k # £.
Exercice 13.26 Montrer : Wy = \/% li_2p2p) €t Wy = \/% eI E 1{_2B,28]-
Réponse. Avec 1) wo(v) = V2B SHZ;B(V) = V2B 311 25,25 (V).
Bt @i(v) = 72 wo(v) = e 238 g (v)
Lemme 13.27 (de Shannon.) On a :
1
Wo * Wy = \/ﬁ wo, (13.52)

et la famille (wy)rez est orthonormale dans (Vp, (-, ) 12(r))-

Preuve. On a, avec (13.20), 1:3\3](@ = 2Bsincarp(z) = V2Bwy(z). Donc (wo * wo) = 55(1_p,p *
1-p.p) = 55F (=B, 1-B,B) = 35F (L{-B,B) = 45 Wo-
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101 13.4. Distributions a support borné et théoréme de Shannon

On a ’
= 2B - inco,p(t———)dt
(wg, we) L LER sinco, g ( 2B)sch B( 2B)
{—k
=2B smc%B )sincer g (x—ﬁ) dx = (wo, we—g) 2
Et comme wy est paire (wo(—x) = wo(z)) on a :

m 1 m

(wo, wm) 12 = J}R wo(t)wo(t—%)dt = J-]R wo(t)wo(%—t) dt = (wg * wo)(@) = \/ﬁ wo(ﬁ)'

Dot si m = 0 alors ||wy|[3: = [|lwol|3. = \/373 wo(0) = 1, et si m # 0, alors (wy,we)r2 = 0 car wo(g5) =0
pour m # 0. Et la famille (wy)rez est bien orthonormale dans L?(R). ==

13.4.3 Théoréme de Shannon pour L*(R)

Théoréme 13.28 (Echantillonnage de Shannon.) (wy)kez est une base hilbertienne (base orthonormée) de
(VB, (+,-)12(w)), autrement dit, toute fonction f € Vp se décompose sur la base orthogonale (non normée) des
sinus cardinaux, avec :

k sin(27 Bt—mk)
<B(t— i e LT 13.53
,;Zf 2B ) sincarp(t=57) Zf 2B onBi_rkh (13.53)

et les f (2 5) sont les composantes de f sur la base orthogonale (7' k sincerp)kez (base non normée). Et ainsi

f (et f en appliquant Fourier a ) est entiérement determmee par un nombre dénombrable de réels, les
(f(55))kez, “son échantillonage sur ]a grille 5=7.".
Ou encore, en considérant Fourier inverse, si g € L?([—B, B];R), alors sa transformée de Fourier § € Vi est
entiérement déterminée par “son échantillonage sur la grille 21 Z” (par ses valeurs ponctuelles 3(%), keZ).
Et la décomposition sur la b.o.n. (wk) donne la norme L? : pour f € Vg, on a, pour t € R :

@Zf 23 avec 1132 = Zfz 2B (13.54)

et les \/%f(%) sont les composantes de f sur la base orthonormale (wg,)kez.

Et en appliquant la transformée de Fourier, f est donnée par :

~ ]_ k i Tk,
Wwel-B.Bl, [w)=) 55 f(-55)¢ ", (13.55)
keZ
soit : ) .
7 PEL Y
VweR,  f(v)=)] 55 [5p) €7 e m®)- (13.56)
keZ
Et on a ainsi un isomorphisme :
By «— £2
k (13.57)

(Et méme I'isométrie f — ﬁ(,}c(%))kel-)

Preuve. Disposant du lemme de Shannon, il s’agit de montrer que la famille (wy)z est génératrice dans V.
Pour ce, il suffit de montrer que est vraie pour toute fonction f € Vz. Comme f € L?(R), on a fer? R).
Comme supp(f) € [-B,B],on a f € L?>([-B, B]) et on dispose du développement en série de Fourier, cf.
pour (presque tout) v € [—B, B] (intervalle de longueur 2B) :

= Z cpe B, o k=55 f(l/)efgiBh”du. (13.58)
keZ -B
Et ayant suppfc [-B, B], donc que f: fl[,B,B], on déduit :
1 ~ —2ik 1 =~ k 1 k
— iy = — (o) = —— f(——). 13.
5 | e - oG - 55 g (13.59)
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D’ou ([13.55) et (13.56)). Puis :

2imk

Flem 1_p,p)t) = (F(e25) « F(1—p,5]))(1)
= (5% * 2B sinca,p)(t) = 2B T%SinCQﬂ—B(t)
= \/Tr%wo(t) — V2B wy(t).
Et donc : R ) L ) %
=0 =)= 3 55 -3 V2B uklt) = 2 3 () (),
et donc :
£ = = 3 A w0
\/ﬁ keZ 2B ,
avec w_j(—t) = wo(—t + EF) = wo(t — EF) = wy,(t) puisque wy est paire. D’olt . wa
Corollaire 13.29 Quand f € Vg, on a :
k k
VC= B, f(t)= ) f55) T sincarc(t-55) (13.60)

keZ

Preuve. Pour C' > B et f € Vp on a trivialement f € V.

Remarque 13.30 Théoréme de Paley—Wiener : une fonction f est dans Vg ssi c’est la restriction a I’axe réel
1

d’une fonction entiére F'(z) telle que (SR |F(s+iT)|? ds) ® < CeB™ pour tout 7 € R, C étant une constante

indépendant de 7. On ne s’en servira pas ici.

13.4.4 Théoréme de Shannon pour les fonctions trigonométriques

Prenons le cas de la fonction sin(27Bt) = 278 e P qui nlest pas dans L?(R) mais dont la transformée

21
dp—90_B
2

de Fourier —= est une distribution & support compact dans [-B, B].
sin(2w Bt—km)

Si (13.54) était vraie, on aurait sin(2nBt) = ¥, , sin(2nB(55)) o5 m
pour tout k. C’est absurde. Donc (|13.54) est faux pour la fonction sinus
On devra se contenter de ((13.60) avec C' > B :

Théoréme 13.31 Soit ep(t) = e2™Bt. Si C > |B|, alors pour tout t € R on a :

= 0 pour tout ¢ car sin(kw) = 0
(qui n’est pas dans L?(R)).

k

56)" (13.61)

k
ep(t) = 2 ep(=—=)sincerc(t —
keZ 2¢

2imBt est décomposable sur les fonctions (t — sincorc(t —

i.e. a condition de prendre C' > |B|, la fonction eg = e
k
20))k€Z-

Et, par linéarité, si f =Y, __ cxe?™ B+t (somme finie), ou les By, cy, sont des réels, on a :

k

50)" (13.62)

. k| .
si C> pmax |B| alors f(t) = éf(%)smc%c(t -

pour tout t € R.

Preuve. Soit g = eplj_c ¢y la fonction tronquée. Cette fonction est dans L?([—C, C]) et a donc pour série de
Fourier, au sens presque partout dans | — C,C[ :

g(

car :

_ L jc (t) —2im st dt = L fc 2im(B—55)t dt —
k=90 ) IV “a20) ¢ -

2imk
t) = Z Cie 2C t7

ou
keZ

102

sin(2rBC — k)

k= 2rBC — ik’

1 eQiﬂ(B—%)C _ e—in(B—%)C

20 2im(B — %)

2C
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Et la fonction g étant C! dans | — C, C[, g(t) est égal a sa série de Fourier : pour tout t €] — C,C| :

sin(2rBC — wk) Tkt

Vil - C, O g(t) =ep(t) =¥ = ) 2rBC — k

keZ

Et ceci est vrai quel que soit B € R. Donc, en inversant les notations ¢t « B :

2irkB Sin(?ﬂ'tC — 7Tk')
2 @ - 7

R B o 2imBt _
VieR, V G] C,C[, € Z ¢ 2ntC' — 7k

keZ

13.4.5 Théoréme de Shannon pour les T € S’ t.q. Teé&

On peut avoir des problémes avec les bords du support de T'. L’idée est donc, dans (13.60]), de remplacer

sincarc(t) = %f(l[,c,c]) par :

1

Y(t) = %]‘-(’Yn *1[_c,c1); (13.63)

ot n est fixé et v, donnée par (2.25) régularise 1[_¢ c1-

A~

Lemme 13.32 Soit T € D'(R) telle que supp(T') < [—B, B] ou B > 0.
Alors T est (identifiée 4) une fonction C*(R) a croissance lente (croissance au plus polynomiale), et si
C > B, alors T est entiérement déterminée par la suite dénombrable des ses valeurs T(%) :

k

k
T =Y T(—)p(t——), 13.64
() = X Tl56) ¥(t=55) (13.64)

ot n vérifie 1 < min(B,C—B) (a comparer avec (13.60))).

Preuve. Pour C' > B on prend n t.q. £ < C—B : donc [-C+1,C—21] 5 [-B, B], et donc ¢ = 7, * l—c,co
est une fonction de D(R) qui vaut 1 sur [—B, B] (et qui est nulle sur R — [-C—1,C+1]).
Montrons que 7" est la fonction de D(R) donnée par :

T = o(T * Aoc). (13.65)

Comme “7.(fg) = (7ef)(1eg)” car “7o(fg)(z) = f(z—c)g(z—c) = Tof(2)Teg(z)”, et comme Aye = Ay on a,
pour tout ( € S :

(P(T % Do), ¢) = (T % Dac, 9¢) = (T, Dac * (9€)) = (T, Y. mack(C))
keZ

> (T, mack(9Q)) = > ((rackp) T, TackC),

keZ keZ

avec T qui est nul sur D(] — C+1,C—1[) (car suppT <] — C+2,C—L1[> [-B, B]), et avec p(v—2Ck) = 0

quand v ¢ [-C+2Ck—1 C+2Ck+1] (car ¢ est nulle quand v ¢ [-C—1, C+1]. Donc (Tackep)T est nul pour
tout k # 0. Donc le seul terme non nul de la somme est le terme pour k=0, & savoir (T'p, ¢) = (T',¢) car ¢ = 1
sur supp7 :

(o(T * Asc), ¢) = (T, ).

(%2

On en déduit, sachant ( = ¢ pour tout (€ S :

(T,¢) = (,8) = (p(F 5 8ac), &) = (T + Anc, 0.
D’ou avec :
1 2k 2ikmy < 1 Xk 2ikmy ~
(1,0) = 50 3 TG 0 Wha = 55 3, T0) (F ™ 0)(0), {0
keZ keZ
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104 13.5. Densité spectrale d’énergie

Et avec f(e%kcﬂ' Y) =Tk P et avec T = f, on déduit :

2C

d’ou :
1 k 1 k k
T(t) = — T+—=)T-:p(—t) = — T(—)p(—t + —).
(1) = 555 D) T+ 5T as @) = 50 3 T(e)B(—t + o)
kezZ kezZ
Et pour ¢ paire, avec (13.63) on a v paire et p = é = 2C%). .

Remarque 13.33 En général la formule est fausse en prenant C' = B. Exemple avec f = 0,—0_, de période 27,

cas B = m : c’est la transformée de Fourier de f(¢) = j;?sin(wt) qui s’annule en tout k. En particulier
f(%’r) = f(k) = 0 pour tout k, et (|13.64) et visiblement faux quand on prend C = B. o

On en déduit :

Théoréme 13.34 On conserve la formule de Shannon (13.60) dans le cas particulier, toujours supposant T € S,
suppT < [-B, B] et C > B, sous la condition supplémentaire :

k
flz~ ; 13.66
];ZI (20)| < ( )

oit T =Ty ="°% f ]a fonction C*(R) a croissance lente.

Preuve. 1l s’agit de montrer, sous condition, que dans ([13.64)) on peut remplacer ¥ par since. L.e. on veut
remplacer ¢ = (v, * 1[_¢,c7) par (1_¢,c7). On regarde donc :

k km km km

D, = f(=)v({t——) — f(—)sinco(t——
13 1) vt=g) — B A sinect=Z)
< F O+ 1mcien) — Fl-eenlls (3 1))

keZ

Mais “||g]|ec < ||g]/21 ()" donne :
[|[F(ym * 1—c,c1) — F(L—c,c)llo < 1vn * L—c,01) — L=l m)

avec :

||y * 1 )—1 I < o dx + o do < 0
n ¥ L — 17_ 1 < xz s — — U
Y, [—C,C] [-C,CIILY(R) o1 o1 n n—0

n T

D’ot, dés que Y., \f(%)\ < o0, on a D, —,_x0. un

13.5 Densité spectrale d’énergie
13.5.1 Définition
Pour f e L?(R), on a :

f@) :f f(y)emmt dv ol f(y) :J F(1)e2 ™ dt.
R R
Définition 13.35 Le densité spectrale d’énergie (ou densité d’énergie en fréquence) est :

soit pour tout v € R :

@) = W) = | fRfa)eMdtf (= F)Fw)). (13.68)
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105 13.5. Densité spectrale d’énergie

Ainsi I’énergie est (théoréme de Parseval) :

111 = I = [ @) v (13.69)
i.e. est 'intégrale de sa densité spectrale.

Exemple 13.36 Soit fp(t) = sin(2mwat)1[_p p)(t) (la fonction sinus tronquée). On a donc :

0a(V) — d_q(v)
21

Fe(v) = (sin(2mat) « 1_p g))(v) = % 2Bsincy.p(v)

5 (13.70)
= —(1gsincor g (V) — T_asSince, g (v)).
7

D’ou : )
@, (v) = B?|sinca,p(v—a) — sinca, g (v+a)

Remarque 13.37 Dans ’exemple précédent, sachant Bsincg — 7dp, et Br,sincg — md,, on obtient :
B— B—

—~ 0a — 0—q

(F(sin(27a.)1[—p,B]) =) fB — (= F(sin(2ma.))) dans &', (13.71)
’ B—o 21
au sens, pour tout p € S :
= p(a) — p(—a)
(5, ¢) B—o 21 ’
Les ingénieurs ont tendance & noter :
A da(v)  d-a(v)
fe) = == = (13.72)
puis :
— O, (v 0_q(v))?
|feW)? — Sly) _ S-alr)® (13.73)

B—wl 2 2

ce qui n’a aucun sens lu brutalement : par exemple la fonctionnelle 2 n’a pas de sens : elle correspondrait a la
limite de la fonction (n 1[07%])2 =n? Ljp, 17 dont Daire sous la courbe vaudrait n?L = n qui tend vers l'infini
avec n : et donc 63 serait une “fonction généralisée d’énergie infinie”, ce qui serait inutilisable.

Et & la limite B — oo, alors f; devient la distribution donnée par ses valeurs (]7];7 v) pour ¢ € S dont le

calcul se fait en commencant par le calcul de |f§(1/)|2 a B donné, avec (|13.70)) :

\fa()|? = B? ((Tasmcw(y))? + (Teasincan s (1))? — 2'rasin(‘,27r3(u)'r_asin027r3(1/)),

dont on déduit, pour tout p € S :

()1, @) = (p(a) —p(~a)).
D’ou : 1
75 ()2 o, 710 —0-a()l,  dans S, (13.74)

ce qui a un sens, contrairement & (13.73)) qui n’en a pas.
Interprétation : pour “B grand”, alors |fp(v)|? “est concentrée en a et en —a”, le graphe de fp ressemblant
a une courbe en “double cloche”, I’aire sous chaque cloche valant ~ 7. un

13.5.2 Théoréme de Wiener—Khinchin

Définition 13.38 On définit la fonction d’autocorrélation d’une fonction f : R — C par (avec s un “décalage

en temps”) :
0

RY6) = [ s+ 0T @ dt = (rut f)ie (13.75)

=—00
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106 13.6. Densité spectrale de puissance

Théoréme 13.39 Pour f € L?*(R), la fonction d’autocorrélation est la transformée de Fourier de la densité
spectrale d’énergie :
R} = F(®y). (13.76)

Preuve. Comme f € L*(R), on a |f|* € L'(R) et donc F(|f]?) = F(®s) est bien défini. Puis f(t) =
\/%(Sweﬂ{{ f(w)et™ dw, d’ou :

(| Fperee dn—— f Fo)e ) dt

t=—00 weR

- L e
mjff W) F(1)e* 8 (w — v) dwdy

R}(s) =

%
8

A e dw = F(Ps)(s),
- | fwie (®/)(5)
comme annoncé, avec le calcul formel \/%7 S, etiw=1)t gt — F(e+i@="t) = §(w — v) au sens des distributions
(dans D'(R)).
N.B. : pour faire le calcul sans abuser du caractére formel, on peut par exemple multiplier e* =)t par une
fonction d’approximation de 1lg, i.e. on pose :

I<f,n>=fo F(s+ 0T (VT (1) de

=—w

7o f) ) =m0 (V2700 (T—s ) f) = (g, (s f) f) = R} (s), et qui d’autre part

—~

qui d’une part donne (v/277,,
donne

I(f,n) = %ﬂLL Flw)f(r)es( mf e T IN 27 (1) dit) dwdy
-—=—1 | ()7 0)e* VoA () duwils

13.6 Densité spectrale de puissance
13.6.1 Définitions

La fonction d’autocorrélation définie en (13.75) n’a pas de sens pour les fonctions f de type constante, sinus
ou cosinus (qui ne sont pas dans L?(R)). On s’intéresse alors dans ce cas aux “valeurs moyennes” :

Définition 13.40 Le coefficient d’autocorrélation est la fonctionnelle R : f — R(f) =m0t Ry définie sur R par
(quand ga a un sens) :

Ry(s) = lim ~ L T )T dt. (13.77)

A—00 —_2

Exemple 13.41 Pour f(t) = €', on a e!*(!Fs)¢ial = ¢ios ot :

N>

: 1 ias ias 1; 1 % ias
Rs(s) = lim — e dt = e lim — dt = '’
t

A—00 —_ 2 A—00 —_

soit donc Ry(s) = f(s) : le coefficient d’autocorrélation de f = €' est f elle-méme. Autrement dit, la fonction-
| |

nelle R : f — R(f) = Ry conserve les ¢! pour tout a € R. o
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107 13.6. Densité spectrale de puissance

On définit 'espace de fonctions dans lequel Ry a un sens (espace contenant L?(R)) :

A

L
V = {f : R — C mesurable t.q. hm X Jz |f(t)|? dt < o}. (13.78)
A—00
2
Il est immédiat que si f € V, alors 7, f € V pour tout s € R, puisque 1 St__, |f(t—s)|?dt = %S S )P du <
2
C(A, s) Su*f“ f(w)]? du ott on a posé p = max(3 —|s|, 5 +s|) et C(\,s) = & (onapu=>A>0et C()\,s) ~1
2

quand )\ — 00).
On définit un semi-produit scalaire sur V par :

A
.1 (2 _
(fov = Jim 5 | s at (13.79)
A—00 A _%
et la semi-norme associée : N
1 L o\
17l = (Jim 5 | 1r0Rar)”. (13.80)

2
En particulier (7_sf, f)v = Rs(s).
A
Il est clair que L?(R) < V, car pour f € L*(R) on a Sj% f@)2dt < §° | f()2dt < o0, d'ot, si f € L(R)

on a ||f|lv = 0. De méme on a ||f||y = 0 pour toute fonction intégrable & support compact.
Les fonctions constantes (les ¢clg) sont dans V avec :

A
1t :
letally = (Jim 5 | 1o de)” = I < =,

2

et de maniére plus générale :

Proposition 13.42 Toute fonction périodique de période T qui est de carré intégrable sur une période est

dans V', avec :
a+T

= (5 [ rora)t (5[ wpa)’ . (1381

a

ie. ||f||# est la valeur moyenne de |f|* sur une période.

Preuve. Soit A > 0 et soit k entier tel que A\ € kT+]0,T| =]kT, (k+1)T]. Sachant S;F:O |f(t)]? dt = ST+a |f(t)|*dt

pour tout a puisque “ST+a = S + ST+a S + Sa” pour les fonctions périodiques de période T, on a :

JASI t)[ dt = J |f()|?dt = Ltsz| ()|2dt+r| (t))? dt
J |2dt+9J ()| dt,

ou # € [0, 1]. D’ou le résultat en multipliant par % avec < ,%T et en faisant k — 0. .

1 1
FTIT S N
Remarque 13.43 L’espace V est un espace pré-hilbertien non séparable : par exemple la famille non dénom-
brable (e'**),cr est orthonormée :

(ot d4p est ici le symbole de Kronecker) puisque, si b # a la fonction eila—bt

donc (e® ), = 0, et si a = b on a [|e'?®||?, = 1 la valeur moyenne.
La famille (€*®),cg est donc libre (si Y., p coe’® = 0 alors (3, g ca€®, @)y = ¢, = 0 pour tout b), et
donc une base de V' contient au moins un nombre non dénombrable d’éléments. un

est périodique de moyenne nulle et
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14 Résolution d’équations différentielles et calcul symbolique

14.1 Motivation
14.1.1 Probléme
Soit m € N*, aq, ..., Gm, ug, ..., Um_1 € R et Vopérateur différentiel

am dm— 1

d
= w+a1 + .ot A1 + Q. (14.1)

P -
! dtm—1 dt

Pour f : R — R, on veut résoudre 'E.D.O. (équation différentielle ordinaire) de degré m avec m C.I. (conditions
initiales) : trouver u: R — R t.q.

Pi(u)=f et u(0)=ug,...,u™V0)=un_1. (14.2)

Remarque 14.1 Rappel de la démarche classique de résolution, sachant : si f € C°(R;R), alors le théoréme
de Cauchy-Lipschitz donne l’existence et 'unicité d’une solution u € C™(R).
1- On considére 'équation différentielle (14.1) homogeéne (i.e. pour f = 0) sans condition aux limites :

w™ 4w 4+ gt + amu = 0. (14.3)

Et on cherche les solutions de type ¢t — u(t) = " : on obtient, notant P : R — R le polynome de degré m défini
par
P(r)y=r™m +Cl1’l“m71 tToFam1T +a,m (14.4)

les r doivent donc vérifier P(r) = 0. On cherche donc les racines r de P. Si r est racine simple alors e"*

est
solution, et si 7 est racine multiple d’ordre k alors e, te™, ..., t*~1e™ sont solutions. On obtient m solutions
indépendantes u;, et toute combinaison linéaires ZZI c;u; de ces solutions est solution de (14.3).
2- Puis on cherche une solution particuliére u, & I’aide de la méthode de “variation des constantes”,
3- Et la solution de 1) est de la forme u = Z:il c;iu; + up (somme d’une solution homogeéne générique et
de la solution particuliére trouvée), et on utilise les conditions initiales pour trouver les ¢;. (Voir cours de lére

année “Equations différentielles” https://perso.isima.fr/~gileborg/Isimathlereannee/ed_cours.pdf.) #a

14.1.2 Calcul symbolique : réécriture sous forme équation de convolution

But : résoudre a laide du calcul symbolique (calcul algébrique), i.e. en donnant une formule formelle,
les conditions initiales étant utilisées a priori lors de la résolution (et non a posteriori comme dans la démarche
classique ou les conditions initiales sont les constantes d’intégration). Pour ce, on va remplacer ’équation
différentielle (14.2)) par une équation algébrique (de type A *x = b, i.e. produit A fois z égal b) dans une “bonne
algébre”, et on pourra “inverser” A pour obtenir x = A~! # b :

Ayant 5ék) + A = A®) pour toute distribution A € D'(R), on pose

A=Py(60) = 6™ +a16i™ ™ + .+ a1y + ambo € D'(R), (14.5)

qui donne A #u = u(™ +a;u™ Y 4+ ..+ ap_ v +anu (= Pi(u)), et on réécrit (14.2) sous la forme de
I’équation de convolution (un “produit”)
Axu=f. (14.6)

(En toute rigueur on utilise les distributions réguliéres T' = T,, associées aux fonctions «, et on écrit AT, = T.)

Remarque : il est clair qu’on ne peut pas obtenir directement u = A~ % f (solution de ) puisque les
C.I. ne sont pas prise en compte. De fait D’(R) est trop grand pour étre une algebre, et, dans D’(R), A n’a pas
un “unique inverse”.

Remarque 14.2 (Fourier). Une premiére méthode de résolution de (14.6) consiste & transformer le produit de
convolution en produit simple dans le cas particulier f € &’ : la transformée de Fourier étant un isomorphisme
de S’ dans &', le probléme est de trouver u € S’ telle que, ayant A € £,

~

Var A(§)a(g) = f(9), (14.7)
cf. . D’ou

ae) = L J©)
V2m A(¢)

Et il “suffit” d’appliquer la transformée de Fourier inverse pour trouver u (mais le “suffit” n’est pas simple...).

dés que VEER, A(€) #0. (14.8)
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109 14.2. Algébres de convolution

—u"+u=f <= Axu=f ou A=—4)+d, (14.9)
et A(§) = A=(62 +1), avec Axu = V2 4G, d'ot ot (€2 + 1)a(€) = f(€), d'ou

~oey 1)
) = oo (14.10)

Et par transformée de Fourier inverse on en déduit u. Le Laplacien A est la dérivée seconde dans R, et cette
égalité est conservée dans R” sous la forme (1 + |€]2)a(E) = F(&).

Nous n’utiliserons pas cette approche ici pour les équations différentielles : on calculera directement I'inverse
A~! de A pour le produit de convolution dans I’algébre D’(R),, et on en déduira u. un

14.2 Algeébres de convolution
14.2.1 Remarque négative : non associativité du produit de convolution

Le produit de convolution n’est pas associatif dans D’(R) : par exemple

(0=) (lgxdy)*Ho # lg* (6 Hy) (=1r). (14.11)
=(1g)’'=0 =(Ho)'=do

Et donc 1y * §( * Hy n’a aucun sens.

Et si I’équation A = u = f, cf. implique bien E % (A#u) = E = f pour tout F, méme si £ A = §p, on
n’a pas u = E = f en général.

Ici D'(R) est trop grand (pour avoir l’associativité) : et on va se restreindre & D'(R) . le sous ensemble des
distributions a support dans Ry (et il va falloir modifier u et f).

14.2.2 Convolution de plusieurs distributions

Soient trois distributions R, S et T de D'(R™). On définit formellement leur produit de convolution par :
(RxS+T, ) = (R ®Sy, T, 0(x+y+2)) (14.12)
Les propriétés du produit tensoriel donne :

Proposition 14.3 Dans D’'(R™), le produit de convolution Ty # ... * T,, de m distributions a un sens si en
particulier n = 1 (dimension 1 en espace) et

toutes les distributions ont leur support limité a gauche. (14.13)
(Les supports sont convolutifs.) Et dans ces cas le produit est associatif :
(R«S)«T =Rx*(S*T). (14.14)

(Autre cas correspondant aux EDP : toutes les distributions, sauf une au plus, ont leur support borné, les
supports étant également convolutifs.)

Preuve. Adapter la démonstration de la proposition un

Remarque 14.4 La proposition ne donne qu'une condition suffisante. Dans R* par exemple, R * S * T a un
sens si toutes les distributions ont leur support dans le demi- espace t > 0 et en outre si toutes, sauf une au plus
ont leur support dans le cone d’ondes d’avenir ¢ > 0, t? > 22 + y2 + 22 un

14.2.3 Rappel : algébre

Uune loi interne + sur un ensemble F est une application + : (f,g) € Ex E — f+ g € E, i.e. une application
telle que si f € E et g € E alors f + g € E (stabilité).

Un groupe (F, +) est un ensemble E muni d’une loi interne + (appelé addition quand un groupe sera complété
par une structure d’anneau) qui
(i) est associative, i.e. (f+g)+h = f+(g+h) pour tout f,g,h € E,
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110 14.2. Algébres de convolution

(ii) admet un élément neutre e € E, i.e. de € F t.q. e+f = f+e = f pour tout f € E (appelé élément nul
quand + est 1’addition),

(iii) tout élément f € E admet un opposé (ou inverse) dans FE, i.e. il existe g € F tel que f+g = g+f = e.
Et cet inverse est alors unique : si h est un autre inverse, alors g = (h+f)+g = h+(f+g) = h.
Et le groupe est commutatif (ou abélien) si f+¢g = g+f pour tout f et g dans E.

Un anneau (E, +,*) est un groupe commutatif (£, +) muni d’une loi interne # : (f,g) e EXxE — fxge E
(appelé un produit) qui
(i) est associative, i.e. (f *g)*h = f = (g=h) pour tout f,g,h € E,
(ii) admet un élément neutre 6, i.e. 3 € E t.q. § * f = f « 6 = f pour tout f € E, appelé élément unité,
(iii) est distributive par rapport & +, i.e. (f + g)*h = f*h + g * h pour tout f,g,h € E.
Et un anneau est commutatif si f % g = g = f pour tout f,g € FE. Et dans un anneau, si l'inverse existe, il est
unique (méme preuve que pour un groupe).

Un corps est un anneau t.q. tout élément # e (élément neutre de +) admet un inverse pour la loi = : Vf € E—{e},
dge Etq. f+g=g=*f=273. Et un corps est commutatif si c’est en particulier un anneau commutatif (noter
qu’on définit parfois un corps comme étant un corps commutatif).

Une loi externe . sur un ensemble F relatif & un corps K est une application . : (A, f) e K x E = A\.f € E, i.e.
une application telle que si A € K et f € E alors \.f € F (stabilité).

Un espace vectoriel (E, +,.) sur un corps K est un groupe commutatif (F, +) muni d’une loi externe “.” telle
que, si on note 1 ’élément unité du corps K :

(i) 1.f = f, pour tout f € E,

(i) A.(f +g9) = A\.f + A.g, pour tout A € K et tous f,g€ F,

(iii) A+ p).f = A\f + p.f, pour tous A\, u € K et tout f € E,

(iv) (Aw).f = A.(p.f), pour tous A\, p € K et tout f € E.
Ces 4 lois impliquent également que, si on note 0 1’élément nul du corps K :

(v) 0.f = 0 pour tout f € E, et

(vi) d.e = e pour tout A € K, ou e est I’élément nul de (F, +), et généralement également noté e = 0.

Une algébre A = (E, +, *,.) sur un corps K est

(i) un anneau (E, +, #),

(i) un espace vectoriel (E, +,.) sur K, et

(iii) A (f#g) =(\f)=g=f=(\g), pour tout Ae K et f,g e E (compatibilité . et =).
Et que cette algébre est commutative si (E, +, %) est un anneau commutatif.

Exemple 14.5 Algébre (R”z, +, X, .) des matrices carrées n * n réelles est une algébre non commutative sur le

corps K = R des réels. .

14.2.4 L’algébre de convolution D'(R).
On sait que (D'(R), +,.) est un espace vectoriel, et que la masse de Dirac §y vérifie : pour tout T € D'(R),
So#T =T#6y=T. (14.15)
On note
D'(R)y = {T € D'(R) : supp(T) < [0, o[} (14.16)

En particulier §p € D'(R),. On vérifie immédiatement, a I’aide de la proposition que (D'(R)4, +,*,.)
est une algébre, dite algébre de convolution. C’est 1’algébre utile pour les équations différentielles et le calcul
symbolique. (Application également a la transformée de Laplace).

Dans la suite, comme A = 5((Jm) + alé(()mil) + .o+ amo16) + amdo € D'(R) 4, on va transformer 1) en :
pour g € D'(R),, trouver v € D'(R) t.q.
Axv=g. (14.17)

Donc, si A est inversible dans I’algébre D'(R), , alors v existe et est unique et vaut v = A~ * g.

Remarque 14.6 A = &'(R™) est 'algébre de convolution des distributions de R™ & support compact : permet
de traiter les équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites. .

Remarque 14.7 Dans R*, on a ’algébre de convolution des distributions & support dans le céne d’avenir ¢ > 0,
t?2 > 22 + 92 + 22 o
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111 14.3. Equations de convolution et solution élémentaire

14.3 Equations de convolution et solution élémentaire

Soit (A, 4, #,.) =" A une algébre de convolution (qui est une algébre commutative d’élément unité d).
Pour les EDO avec CI on prend A = D'(R); (pour les EDP avec CL on prend A = &£'(R)). On veut résoudre :
pour A, g € A, trouver v € A t.q.

Axv=g. (14.18)

Définition 14.8 Si A € A est inversible dans A, son inverse A~! ="°% E est appelé la solution élémentaire de
équation de convolution ((14.18) dans A, ot donc F € A et

AxE =35y, et E"2¢A-1, (14.19)

(On note également E = A*~! pour insister sur le fait que c’est I'inverse relativement & la loi *.) Autrement
dit v = F est solution de ((14.18]) dans le cas g = dy.

Proposition 14.9 Si (14.18) admet une solution élémentaire E € A (si A admet un inverse dans A noté
A=l = E), alors I’équation de convolution (14.18)) admet une unique solution v dans A donnée par :

v=FExg (=A'%g) dans A

Preuve. On suppose donc que A admet une solution élémentaire £ = A~! € A. On multiplie (convolution)

(14.18)) & gauche par E, et on obtient :
Ex(Axv)=FE=g. (14.20)

D’ou, ayant associativité dans une algebre, et avec E * A = §y (définition de F), on obtient v = F = g € A. Et
Punicité de v est donnée par l'unicité de l'inverse dans une algébre. un

Remarque 14.10 Contre-exemple. La recherche de la solution élémentaire est le probléme essentiel de la
résolution. Et il est indispensable de rester dans une algébre de convolution. Sinon : exemple dans R? avec la
distribution A = Ady et 'algébre de convolution £'(R?) pour résoudre I'équation de Poisson :

Au=f — Adog+u = f dans &'(R?). (14.21)
On connait une solution “élémentaire” E = — 1 (ou donc Ady * E = AE = §;), mais il n’y a aucune raison
pour que la solution soit unique (ici E ¢ £'(R)) : si f est & support borné, u = —ﬁ * [ est solution particuliére
et la solution générale est :

1
U= f + distribution harmonique (14.22)
o

une distribution harmonique étant une distribution wuj, solution de —Awy, = 0 (équation de Laplace dont la
solution dépend des conditions aux limites, voir cours éléments finis).

(On rappelle que, dans R?, toute partie réelle d'une fonction C — C dérivable (fonction holomorphe) est
une fonction harmonique.) wa

Remarque 14.11 Il n’existe pas toujours de solution élémentaire. Par exemple si A = ¢ € D(R) alors A= E =

¢ = E est dans C*(R) (régularisée), et donc ne peut pas étre égale a dg : il n’y a pas de solution élémentaire.
Par contre, un théoréme de Malgrange et Ehrenpreis assure que toute équation aux dérivées partielles &

coefficients constants posséde une solution élémentaire (et méme une infinité). nn

14.4 Résolution de 1’équation différentielle dans D'(R),
14.4.1 Calcul d’une solution élémentaire dans D'(R)

Soit la distribution A € D’'(R) donnée en (14.5) : pour ay,...,am € R,
A= 5(()’”) + aldém’l) + oot 10} + amdo, (14.23)

associée a l'opérateur différentiel P, = ;TTZL + alcf;% +...+ am,1% + ayy,, cf. 1} Pour rester dans 1’algébre
D'(R),, au lieu de (14.6) ou f € D'(R), on ne considére que les g € D'(R),, et on cherche v € D'(R); t.q.

Axv=g €D (R),. (14.24)
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112 14.4. Résolution de I’équation différentielle dans D'(R)+

Proposition 14.12 A est inversible dans I’algébre de convolution D’ (R) , et son inverse A~' =1°t¢ E ¢ D/(R),
(solution élémentaire dans I’algébre D'(R), ) est

E = Hyw, (14.25)
ot w e C*(R) est la solution classique de I’équation différentielle homogéne

{ Py(w) =0,

w(0) =0=w(0)=...=w™20), et wm™ (0O =1. (14.26)

(toutes les conditions initiales sont nulles sauf la derniére qui vaut 1). Donc E est la fonction w “tronquée en 07,
ou plus précisément est la distribution réguliére associée a cette fonction tronquée.

Preuve. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz appliqué & (14.26)) donne 'existence et l'unicité de la solution
homogene w € C*(R). Posons alors E = How (de support dans R, ), donc E € D'(R), (on a identifié F et Tk
la distribution réguliére associée). Il s’agit de vérifier que :

A x (How) = 50.

Les dérivées de la fonction Hyw au sens des distributions se calculent séquentiellement, en tenant compte des
conditions initiales (on rappelle que H, = §; et que &y est absorbant : wdy = dyw = w(0)dy dans D'(R)) :

5o *w = (Hyw)" = Hjw + How" = w(0)dy + How' = 0 + How',

56 = w = 8 * (6 * w) = Hyw' + How" = w'(0)dp + How” = 0+ How",

(14.27)
6(()7"_1) W = w(m72)(0)50 + How™ V) =0+ Hyw™ Y,
5(()7”) ww = w™ (05 + How'™ = 8o + How™.
D’ou, avec (14.26)4,
A« (How) = 09 + Ho(P1(w)) = dp + 0. (14.28)
On a bien A« E =6y € D'(R)+ quand F = Hyw. un
14.4.2 Calcul de la solution v € D'(R),
Corollaire 14.13 Pour g € D'(R), la solution v € D'(R) . de (14.24) est donnée par :
v = (How) *g e D'(R),, (14.29)
soit .
Vi>0, o) = J w(t —T1)g(7)dr. (14.30)
7=0

Preuve. On a E# (A*v) = E*g dans D'(R), qui est une algébre, donc * est associative ici, avec E* A = §; et
do*xv=wv;douv=E=g,et (14.25) donne (14.29). D’ou v(t) = ((How) = g)(t) = f Ho(t —1)v(t —71)g(T)dr
TeR

avec Hy(t—7)=0sit—7<0,i.e.si7>t et g(7) =0si7 <0 (car g € D'(R);) d’ou ((14.30). un
Le probléme ([14.24)) se résume ainsi : pour g € D'(R) 4,

trouver v € D'(R) 4 t.q. trouver w solution de ((14.26)
=
Asv=g,

) (14.31)
pour obtenir v = How * g.

Exercice 14.14 Soit g : R — R une fonction L'(R) de support inclus dans R, . A l’aide de la convolution,
résoudre v’ + A\v = g dans D’(R), (résolution de (14.24))).

Réponse. Soit w solution de (14.26)), i.e. : v’ + Aw = 0, w(0) = 1. On a immédiatement w(t) = e~** pour tout ¢ € R.
D’ott pour ¢t > 0 on a v(t) = (How#*g)(t) = §__, Ho(t —7)w(t—7)g(7) dr = Si:o e 2T g(7) dr car g est nul pour 7 < 0,
et Ho(t — ) est nul pour 7 >t et Ho(t —7) = 1 si 7 < t. Donc v(t) = e~ Xi:o e g(r) dr pour t > 0. wn
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113 14.5. Résolution de ’équation différentielle au sens des fonctions

14.4.3 Application : dérivation = inverse de 'intégration dans D'(R), (calcul symbolique)

Opérateur de dérivation P, = %. Distribution associée A = §(. Résolution de (|14.26) :

dw

e 0, w(0)=1: donc w(t)=1r(t). (14.32)
Donc solution élémentaire FE € D'(R). :
E(t) = Ho(t). (14.33)
Dans lalgebre D' (R) 4 :
E=A"1=(5)" = Hy "% fdo eD'R),. (14.34)

Donc, dans D'(R),, l'inverse de la dérivée &) de &y est la primitive Hy = {dp de dy (on a H| = dy).

14.5 Reésolution de I’équation différentielle au sens des fonctions
14.5.1 Equation différentielle satisfaite par v = Hyu

Retour & 'EDO initiale P;(u) = f avec C.I. : pour se placer dans D'(R),, on tronque u en posant
v = Hyu. (14.35)
(En particulier u(t) = v(¢) pour tout ¢ > 0.)

Proposition 14.15 Si u est solution de (14.2) (EDO avec CI), alors v = Hyu est solution de :

m—1
Asv=g, ou g=Hf+ Y e eD(R),, (14.36)
k=0

et ou les e, € R sont donnés par

€0 = Am—1U0 + Am—2U1 + ... + A1 UR—2 + Um—1,

€1 = Qp—2Ug + ...+ A1UMR—3 + Up—2,

(14.37)
€m—2 = A1Up + U1,
€m—1 = Uo,
ie.,
€0 Am—1 QAm—2 . a1 1 Ug
e1 A2 ... ai 1 0 Up
_ : . : : . (14.38)
€m—2 aj 1 s Um—2
em—1 1 0 . 0 Um—1

(Donc les conditions initiales de (14.2)) ont été mises dans le membre de droite g.)

Preuve. On reprend les calculs faits en (14.27) avec les nouvelles conditions initiales w(0), ..., u(™~D(0) :

(ng)' = H()UI + U(O)éo,
(Hou)" = Hou" + 4/ (0)d¢ + u(0)dy,

(14.39)
(Hou)™ = Hou™ + u™ 1 (0)5g + ... + u(0)55" Y.

D’out A x (Hou) = HoP(u) + epdp + ... + em_léém_l) =noté ;o1 les e; son donnés en ([14.38)). o
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114 14.5. Résolution de ’équation différentielle au sens des fonctions

14.5.2 Solution v dans R
Corollaire 14.16 Avec w solution de (14.26)), la solution v de (14.36) est donnée par :

m—1 m—1

v=FE+g=Hyw=+g=How=(Hof + Z ekd(()k)) = How * Hyf + Z eké((]k) * Hyw, (14.40)
k=0 k=0
donc, ayant Hou = v,

t m—1
Vi >0, u(t) = J wt-7)f(r)dr+ Y. exw®(t). (14.41)

=0 k=0
Preuve. On applique (|14.36)), et on applique (14.27) : 5ék) * How = How™® pour k < m—1. .
Exemple 14.17 En particulier, résoudre I'équation différentielle P (u) = f avec u(0) = ... = u(™~1(0) = 0
donne u(t) = Si:o w(t—T) f (1) dr pour tout ¢ > 0 (solution particuliére). in

Exemple 14.18 En particulier, I’équation différentielle homogéne P;(u) = 0 avec conditions initiales u(0), .. .,

u(m=1(0) donnés, a pour solution u(t) = ZZ;_Ol exw®) (t) pour tout t > 0 (solution homogéne avec C.I.). o

Remarque 14.19 Pour ¢ < 0, il faut travailler dans Palgébre D'(R)_, et donc avec la fonction —Hy(—t)u. On
retrouve la méme formule qui est donc valide pour tout ¢ € R. Ou encore on vérifie que est bien la
solution de Cauchy pour tout ¢ € R. Noter cependant que pour un probléme de Cauchy avec C.I. on s’intéresse
a ce qui se passe aprés la C.I. (pas avant), donc pour les ¢ > 0. o

14.5.3 Exemples simples

Exemple 14.20 EDO

d

dit‘ — £, u(0) = up, (14.42)
ot f est une fonction C°(R). On sait que dans D’(R),, I'inverse de la dérivation &), est l'intégration E = Hy (la

solution élémentaire dans D'(R), ), cf. (14.32). D’ou, avec ici eg = ug cf. (14.37),
t
YVt >0, wu(t)= (Ho=Hof)(t)+ eoHo(t), ie. wu(t)= f f(r)dr + ug,
0

et on retrouve le résultat connu. un

Exemple 14.21 EDO, avec A e C :

d
ditL +Au=f, w0)=uo (14.43)

La solution élémentaire dans D'(R); de (8 + Ado) * E = dp est donnée par E = How ou w est solution de
I’équation homogeéne ‘fi—’f + Aw = 0 avec w(0) = 1, donc w(t) = e~ *, et la solution élémentaire dans I'algébre
D'(R); est E(t) = Ho(t)e . On obtient :
¢
Vi>0, wu(t)= (How=Hof)(t)+ew(t) = J e f(1) dr 4 uge M
0

et on retrouve le résultat connu (solution particuliére + solution homogene avec C.1.). un

Exemple 14.22 Cas de 'opérateur différentiel, pour A\ # 0,

d > d d d? d
Pl—(dt—/\> = (= Nol =N =25 — 202 + X (14.44)

Opérateur de convolution associé : A = (6f — Ap) * () — AJg) = 6§ — 2A8 + A%8p. Ici X est racine double du
polynéme associé P(r) = (r — \)2 = r2 — 2\r + \2.
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115 14.5. Résolution de ’équation différentielle au sens des fonctions

Solution homogéne wy, (solution de Pyuy = 0) : combinaison linéaire des solutions indépendantes e et te,
donc uy,(t) = ae + bte*t. Et la solution homogéne qui nous intéresse a pour conditions initiales w(0) = 0 et
w'(0) = 1, et donc :

w(t) = te .
Donc I’équation différentielle :
d 2
<dt - )\> ()= f avec u(0)=1ug,...,u™ 0) = tm_1 (14.45)
a pour solution, sachant w'(t) = (1 +t)e*, ey = ajug + uy et e; = up :
t
Vi>0, u(t)= f (t — 7)) f(r) dr + (a1 + Dug + ug)er + upte™, (14.46)
0

car eqw(t)+ejw'(t) = (a1ug+uy)eM +ug(1+t)er. On retrouve la somme d’une solution particuliére (I'intégrale)
et de la solution homogéne (combinaison linéaire de e et de te*) avec C.L. un

Exemple 14.23 Cas d’un polynoéme qui a une racine multiple d’ordre m — cas de 'opérateur différentiel

P =(%—)\I)o...o(%—)\l) note (;t—A)m (14.47)
(ou la puissance m dénote donc la composition des opérateurs). La solution élémentaire est
tmfl
E=Hyw ou w(t)= (m 1) M, (14.48)

cf. (8.21)). D’ou

vt >0, u(t)= Jt we/\(tiﬂf(ﬂ dr + ”il erw®(t)
’ o (m—1)! = k :

Exemple 14.24 Cas \; # A2 € R (racines distinctes) et a; = — (A1 + A2), as = A\ Ag :

d d d*u du
%—Al)o(a—)\g) = W+a1$+a2u.
Opérateur de convolution associé : A = (§) — A1dg) * (8 — A2dp) = ) + a1d(, + a20p. Polynome associé :
P(r) = (r—A)(r — X2) =12 + a7 + as.
Solution élémentaire £ = How dans D’(R); est donné par Hyw t.q. Py(w) = 0, w(0) = 0 et w’(0) = 1. Donc

Py(u) = (

w(t) = creMt + et avec ¢ + ca = 0 et A\jcp + Aaca = 1, et donc ¢; = /\1i>\2’ b ves vl
At Aot
eMt —¢
wlt) = ——°
Et avec eg = ajug + uy et e; = ug et w'(t) = W on obtient :
t 6)\1(th) _ 6)\2(th)
V>0, wu(t)= J f(T)dr + eqw(t) + exw'(t).
0 A1 — A2
(On retrouve le résultat connu). ua
Exemple 14.25 Suite. Cas particulier A\; = =Xy = iw avec w € R, donc a; = 0 et as = w? :
d . d . du
Py(u) = (% —iw) o (ﬁ +iw) = yel + w?u.

Opérateur de convolution associé : A = (§) — iwdp) * (6 + iwdy) = &) + w?dy. Polynoéme associé : P(r) =
(r —iw)(r +iw) = r? + w? Dol
i t
wity = B g g (14.49)
w

D’ou, pour tout ¢ > 0, u(t) = (t) MJ’(T) dr + eqw(t) + e;w’(t). (On retrouve le résultat connu).

Cette équation est obtenue par transformation de Fourier partielle de 1’équation des ondes (la transformée
de Fourier partielle permet dans ce cas de transformer une équation aux dérivées partielles “en temps et en

espace” en une équation différentielle “en temps”). un
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14.6 Exemple générique
14.6.1 Produit d’inverses de convolution

Lemme 14.26 Si deux distributions B € D'(R); et C € D'(R), sont inversibles dans D'(R),, alors B = C est
inversible dans D'(R) . d’inverse :

(B+C)y'=Cc'«B' (=B 'sC™!). (14.50)

Preuve. En effet, dans ’algébre de convolution, le produit de convolution est associatif et il vient :

(B+C)+ (C'+B™ ) =B+ (C+xC H*B '=Bx§+B'=Bx*B"' =4, (14.51)
d’ou (14.51)) (et le produit de convolution est commutatif quand il a un sens). un
Corollaire 14.27 Si A,B,C e D'(R); et A= B« C, avec B et C inversibles dans D'(R), alors I’équation de

convolution, pour g € D'(R),,
(BxC)xv=) Axv=g (14.52)

a pour solution
v=B"txClxg. (14.53)
Preuve. E = A~! = C~'%B~! = B71%C~! est la solution élémentaire dans D' (R) ;, cf. (14.50)), et v = Exg. o

Exemple 14.28 Soit A = &) +w?8y = (6} +iwdp)* (6 —iwdg) = BxC (avec w # 0). Ona B~ = (§) +iwdy) ™! =
Ho(z)e=™* dans D'(R), et on déduit que la solution élémentaire de A (dans I’algébre D'(R), ) satisfait :

VE>0,  B(t) = (60 +w0) " (t) = (B~ C7Y)(t) "L¢ Hy(t)e™t « Ho(t)e ™!

_ J-t piw(t=T) giwr g _ jiwt Jt 2wt g sin(wt)’ (14.54)
0

0 w

et on retrouve le résultat déja vu. .
14.6.2 Décomposition en facteurs premiers
On généralise 'exemple précédent. Décomposant en facteurs premiers le polynome (dans C) :
P2)=2"4a 2™ 4+t am1ztam = (2 —21)(z— 22) ... (2 — 2m), (14.55)
ol z; € C (les racines comptées autant de fois que leur multiplicité), on déduit
A = (6, — z100) * (65 — 2200) * ... * (8 — 2mJ0)- (14.56)
(Associé & P = (4 —z1) o (4 —2)0...0(4 —2,).) Dou:

E = ((56 — 2150)*_1 * ((5(/) — 2’250)*_1 kL. ok ((56 — Zm(so)*_l (: Ho’u)), (14 57)
noté E(t) = Ho(t)e'! = Ho(t)e®™' « ...« Hy(t)e*' e D'(R),. '

En particulier, notant (6; — 2130)* le produit de convolution (8 — 218¢) *. . . * () — 2190) (k-fois), et (65 — 2150)~*

son inverse, on a :
6 ¢t 6 o (k
(55 — A6o) F (1) "L HoeM « ...« Hoe = Hg(t)e’\tm note H(<§)> (t), (14.58)

of. (821).
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14.7 Calcul symbolique
14.7.1 Notations et résultats

On note symboliquement (présentation algébrique polynomiale) :
1. §p ="°% 1 (unité dans D'(R),),
2. o) ="t 5 (dérivation dans D'(R),),
3. Hy ="oté » (intégration — inverse de la dérivation dans D'(R)),
4

. Hpe #t =m0t _L_"solution élémentaire E = How ot w’ + zw = 0 oit w(0) = 1, donc w(t) = e~ %,

p+z’
5. Ho(t)e ?t (7’::)! =noté (p_fz),c solution élémentaire £ = How oit (4 —2)Fw = 0 ott w(0) = ... = w*~2 =

0et w® =1, cf. (14.58).
D’ou la résolution de I’équation différentielle :
1. On calcule les racines z; du polynéme P(r) = 7™ + a;7™ ! + ... + a,, (calcul algébrique).

2. On note k; la multiplicité de z;, on note d le nombre de racines distinctes, et on décompose la fraction
rationnelle ﬁp) =11 L en éléments simples (rappel générique = voir remarque [14.33)),

=1 (z2—z;)
3. On en déduit w, d’ou F = Hyw,
4. On en déduit u, cf. (14.41) (écriture donnée par un programme comme Maple).

Exemple 14.29 On veut résoudre % + aju = f avec u(0) = ug. Polyndme P(z) = z + a; : racine z = —a.
D’ott w = P(lz) = s ie. w(t) = em®'. Dot pour ¢ > 0, u(t) = Si:o e =7 £(1) dr + uge®t. .

Exemple 14.30 On veut résoudre : % + al% + agu = f, u(0) = ug, u/(0) = uy. Polynome et calcul
des ses racines :
Pp)=p°+ap+az=(p—21)(p— 22).

1- si 21 # 2o, alors (décomposition en éléments simples) :

1 e’
__a .8

(ple)(pfzz) b—2z1 P—=%2

avec a = Zlizz (équation ci-dessus multipliée par p — z; et valeur prise en p = 21) et § = ZziZI (équation
ci-dessus multipliée par p — 2o et valeur prise en p = z5). D’ou
@
w = + b , ie. w(t) = ae™ + Be*!.
b—z D—2
2- si 21 = 22, alors
1
w=—"—"— ie w(t) =t
PEPAE v
Et, pour t > 0, u(t) = Sizow(t —7)f(7)dT + eqw(x) + e3w’(x) OU e1 = ug et ey = uy + ajup. a
Exemple 14.31 On veut résoudre (% — z1) o (& — z1) o (& — 25)u = f pour des C.L u(0) = ug, v/ (0) = uy et

u”(0) = ug, quand 21 # 29. Ici P(2) = (2 — 21)%(z — 22). D’out

o
w = = + b +’Y

(P—2)(pP—-2) p-2zn (@P-2) p—z

ie. w(t) = ae™ + Bte®! + ye™!. (14.59)

Pour trouver v on multiplie par p — zo puis on prend la valeur pour p = 25 : v = ﬁ Pour
trouver 8 on multiplie (14.59) par (p — 21)? puis on prend la valeur pour p = 21 : 3 = 21122.
multiplie @P par p et on fait tendre p vers o0 : o = —y = — 5.

Et, pour t > 0, u(t) = Sé(aezl(t—ﬂ + Bter (t=7) foye22 () (1) dr 4 eqw(t) 4+ eqw! () + eaw” (t)., ol eg =
Ug + aijuy + agug, €1 = U1 + ajug et es = ug. an

Pour trouver o on
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Calcul général :
d
Pz)=(z—2)"(z—2)* ... (2 — za) d=Hz—zj , ou ki+..+kg=m. (14.60)

On décompose ﬁ en éléments simples :

d Cj k; Ci
- Z < P 4+ 31) - Z (cimy (2= 2) 7% + .+ eju(z—2) ) (14.61)

(2 — z;)ks (z — 25)
D’ou :
d th_l
w(t) = )] (CJ,kjezftM +ot cj,lezft> : (14.62)
) !

D’ou u(t) avec ((14.41)).

Exemple 14.32 Voici un autre exemple d’application du calcul symbolique. Soit I’équation a I'inconnue w :

fm cos(z — t)u(t) dt = g(x). (14.63)
0

Oun g’intéresse a x > 0, et 'équation s’écrit dans D’(R), comme ’équation de convolution :
(Hy cos xHou)(z) = Ho(x)g(x).

On a cosx = (e + ™) et Hy(z)e™ = (6 —idg) " dans D'(R), et équation s’écrit :

1
2

1 oy 1 o
5((5()—250) 1+§(5g+uso) Y« Hyu = Hog.

Soit avec la notation symbolique :

1 1 1
- Hou = H,
2(p—i+p—|—z') ou = Hog,
d’ot, puisque 1(— + p—ﬂ) = pzﬂl :
p*+1
Hou = Hog = (p + )Hog = (50 + Ho) H()g.

D’ou la solution : .
Vo > 0, u(x) =g'(z) + f g(t) dt. (14.64)

Ne pas oublier de considérer Hyg et non simplement g puisque qu’on doit travailler dans 1’algébre D'(R),. oa

Remarque 14.33 On rappelle que dans C les éléments simples sont les fractions rationnelles ﬁ Ainsi la
décomposition en éléments simples dans C est pour tout polynéme P de la forme :
1 ail aik an1 Unk

= + ...+ + ...+ + .t
P(z) z-—2z (z — 21)kn 2= 2p (2 — zp)kn’

si les z; sont les racines complexes de multiplicité k; (et z; # z; quand 7 # j). (On appelle résidu les constantes
ai1 € C correspondant aux coefficients L)

Par contre si on cherche les racines réelles, alors les éléments simples sont les W et les % quand
x2 + ax + b n’a pas de racines réelles. Pour le calcul symbolique, on se place toujours dans C, et si le polynéme
est un polynome réelle alors les racines complexes sont 2 & 2 conjuguées. .
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119 14.7. Calcul symbolique

14.7.2 Rappel : décomposition en éléments simple d’une fraction rationnelle

Soit A et B deux polynomes. La division euclidienne de A par B est : recherche des polynomes @ (quotient)

et R (reste) t.q. :
A=BQ+ R, ou deg(R) < deg(B).
Donc

A R R
5= Q+ B ou deg(R) < deg(B).

| =

La décomposition en éléments simple se fait sur la fraction rationnelle F' =

('Dm‘

Soit z; les racines de B, 2 & 2 distinctes de multiplicité m;, au nombre d
k
B(z)=(z—21)"" "z — 2z)™ Hzfz]

La décomposition en éléments simples (dans C) de la fraction rationnelle F' est :

F(z) = gg => (7(201’;) ot T ij’Zj)mj )

k
R(Z)—(( AL gy )+Z(7Cj’l b M )

z—21) (z—z)m/ = SNz - 2z) (2 = 25)™

Donc :

(z—2z1)™ = — - = cl,l(z—zl)mlfl + ...+ cim—1(z—21) + iy

k
: Cj .
I o e o]

2\ (2 — 25) (z = z;)™

Donc avec z = z; on a :

Puis en dérivant (14.70]) en z :

d R(2)
T

Et on continue & dériver en z.

)=c12+ (2 — zl)<>, donne ¢12 avec z = 2.

Exemple 14.34 F(z) = £ ol R(2) = az + b et B(z) = (2 — 21)2(z — 2).

_ az+b _ C1,2 C1,1 C2,1
Donc F(Z) T (2—21)2(2—22) ~ (2— 21)2 + z—21 + z—z2"
az+b

Done #2555 = (2 — 22)((2,?721)2 + 27’21) +co1.
azo+b
(22—21)
=ciptci(z—2)+ (2 —21)

azl +b
—z2

Donc z = z5 donne

az+b
zZ—ZzZ2

Donc z = z; donne

=0C21
2 €21

Puis .
zZ—22

= cy,2. Puis :

d az+b a(z — z) —(az+b) —aze—b

) = = 5 =c171+(z—21)(...>.

dz 7z — 2 (z — 22)? (z — 22)

—aza—b

D’ou z = z; donne ¢;; = EEAEE
C1

(On retrouve : ici on a une racine double : F(2).(z — z1) = azth = ) +e1g+ (2 —21)2

(z—z1)(z—22)
quand z 0w ona0=0+ci1 +co1,dottc11 = —ca1.)
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k (les poles de F') :

(14.65)

(14.66)

(14.67)

(14.68)

(14.69)

(14.70)

(14.71)

(14.72)

(14.73)

et
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15 Transformée de Laplace

Ce paragraphe est une introduction & la transformée de Laplace qui permet de justifier le calcul symbolique
de maniére plus simple a posteriori que la transformée de Fourier.

15.1 Définitions
15.1.1 Cas des fonctions

Soit p =a + if € C ou a = Re(p) e Ret § =1Im(p) € R.
Pour f:teR — f(t) € C, on pose quand cela a un sens :

L@ | roera— | et a (15.1)

et L(f) est appelée transformée de Laplace de la fonction f.
Il est clair que pour une fonction intégrable sur R, (dans L'(R,)), la transformée de Laplace aura un sens
dés que a > 0. De manieére plus générale, on a :

Proposition 15.1 Si f € L}, (R) est telle que pour o = ag € R la fonction |f(t)e~*°!| est intégrable, alors

loc

pour tout p € C tel que Re(p) = «g la transformée de Laplace L(f)(p) est bien définie.

Preuve. On a |f(t)e P! < |f(t)e Re®?| < |f(t)e=?0!| sur R, : la domination par une fonction intégrable
donne bien f(t)e P! e L'(R). o

Définition 15.2 Pour f € L] (R) donné, le plus petit ag vérifiant la propriété précédente est appelé Pabscisse
de sommabilité (ou de convergence absolue) de l'intégrale de Laplace. Et le domaine (demi-plan) {p € C :

Re(p) > ap}, ot g est 'abscisse de sommabilité, est appelé domaine de sommabilité de 'intégrale de Laplace.

Exemple 15.3 Pour f = polynéme non nul, ’abscisse de sommabilité est ag = 0 et le domaine de sommabilité
est le demi-plan de partie réelle strictement positive.

Pour f(t) = et, 'abscisse de sommabilité est ag = 1 et le domaine de sommabilité est le demi-plan de partie
réelle strictement supérieur a 1.

Pour f(t) = e’ abscisse de sommabilité est ap = oo (la transformée de Laplace n’existe pas).

Pour f(t) = et , Pabscisse de sommabilité est g = —0 et le domaine de sommabilité est 'espace C tout
entier.

Dans tous les cas, pour déterminer I’abscisse de sommabilité, plutot que f, on considére en fait les fonctions
tronquées Hy f, puisqu’on ne considére que l'intégrale sur R . .

Proposition 15.4 La transformée de Laplace d’une fonction f est une fonction C* () ou Q est le domaine de
sommabilité. Donc L(f) est une fonction holomorphe dans Q) et donc analytique dans Q2 (développable en série
entiére au voisinage de tout point de ).

Preuve. On applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. un

Exemple 15.5 Pour la fonction de Heaviside Hy = 1g_, son domaine de sommabilité est = R¥ x R c C, et
sa transformée de Laplace est donnée par :

Vp e €, L(Hp)(p) = %, (15.2)

fonction qui est bien analytique dans ). un

15.1.2 Cas des distributions

On note § = §(C) l’espace des fonctions ¢ : t € R — ¢(t) € C telles que || : t € R — |p(t)] € R est a
décroissance rapide : |p| € S.

Et dans ce cas, si T € D'(R), avec de plus e=*!T € &’ (on a donc e~ T € D'(R), et est tempérée) on
pose pour p € C t.q. Re(p) > ap :

L(T)(p) %" (emootT,, e=woolty (15.3)
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121 15.2. Dérivées et translations, exemples

Proposition 15.6 et définition. Si 7' € D'(R); avec de plus e=*'T € §’, alors si a1 > ag on a e~ *'T e &'
et :
L(T)(p) = (e=1'Ty, e~ Pty Vpe C tel que Re(p) > oy (15.4)

Cette quantité est indépendante de oy > ag et on pose :

L(T)(p) et (Ty, e~ P Vpe C tel que Re(p) > ag
note [* (15.5)
= J T(t)e P dt.
t=0

On appelle abscisse de sommabilité (ou de convergence absolue) le plus petit ag tel que e **T € S'. Et le
domaine (demi-plan) {p € C : Re(p) > ap}, ot g est 'abscisse de sommabilité, est le domaine de sommabilité
de l'intégrale de Laplace.

Preuve. Si a; — ag > 0, alors, pour tout ¢ € S, on a e~ (*1=2)ty est CP(R) & décroissance rapide en +00 et
donc, pour T distribution & support dans R :

(e7@0tTy, e~ (mma0)ty) — (em(@a0)te=aoty ) — (e=outTy () (15.6)

toutes les quantités ci-dessus étant bien défini. On en déduit que e~®1'T} € S'. Puis avec p(t) = e~ P~ oi
Re(p) = a3 (le support de T étant dans R ) :

(67T o) — (e T, e - £(1)(p) (1.7

et cette quantité est bien indépendante de a; > ag. .

Et comme pour les fonctions :

Proposition 15.7 Les transformées de Laplace des distributions de D'(R) sont holomorphes, et donc analy-
tiques, dans le domaine de sommabilité.

Preuve. C’est la propriété de dérivation sous le signe (.,.), proposition o

15.2 Dérivées et translations, exemples

On a (généralisation de la transformée de Fourier) :

Proposition 15.8 Si p € C est dans le domaine de sommabilité de T € D'(R) 4, pour l € N et pour a € R :

L(T)(p) =pLT)p) et LTY)(p)=p'L(T)p)
LT (p) = —LAT)(p) et LT)D)(p) = (—1)'LET)(p) (15.8)
L(7aT)(p) = e~ L(T) ()

Et pour A € C si p et p+ X sont dans le domaine de sommabilité de T € D'(R) . :
L(T)(p) = L(eMT)(p) (15.9)

En particulier, on retrouve le fait qu’une dérivation est transformée en expression polynomiale par Laplace.

Preuve. On a, toutes les quantités ayant un sens :

L(T)(p) = (T}, e Pt) = —(Ty, —peP') = p(T}, e~P') puis par récurrence pour [ € N on a la premiére relation.
Puis par dérivation sous le crochet :

L(T) (p) = d%(Tt,e_pt) = (T}, —te Pt) = (—tTy, e P') = —L(tT)(p) puis par récurrence pour [ € N on a la
deuxiéme relation. Puis par un calcul direct :

L(1,T)(p) = (T}, e Pt+a)) = ¢=P¢(T, e~P!). Et quand cela a un sens :

L(etMT)(p) = (Ty, eMe Pty = (Ty, et P=N) = L(T)(p — \) = W L(T). ’a
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122 15.3. Inversion de la Transformée de Laplace

Exemple 15.9 Pour la masse de Dirac :

)

(60)(p) =1 (= (b0, "))
E)p) =p et L6 () =’
C(Ho)(p) = %

L(480)(p) = e~

La primitive Hy de §p apparait donc comme ’inverse de la dérivée & de &y aprés transformation par Laplace :
cela redonnera le calcul symbolique.

Les autres relations donnant L£(tdg)(p) = 0 et 7,L(d0)(p) = 1.

On retrouve les mémes formules que dans le cas de la transformée de Fourier, p jouant le role de €. wn

)

(15.10)

Exemple 15.10 Pour p € C et w € R tel que Re(p) > 0 :

£lEHO(0)e") () = T £(HO) ) = =
. 1
L(Ho(t)e ™) (p) = —
+ w
p ) (15.11)
‘C(HO(t> COS(Wt))(p) = p2 + w2
L(Ho(1)sin(wt)(p) =
Exemple 15.11 Pour la fonction Ho(t)% :
£UHO() o)) = (-1 2 L) () = (<) ) = o (15.12)
Et pour la fonction Ho(t)eML;, dés que Re(p) > Re(\) :
LM ) 0) = mL(H0) 5)0) = = (15.13)

15.3 Inversion de la Transformée de Laplace

Elle est donnée & l'aide de I'inversion de la transformée de Fourier : on a, dans le domaine de sommabilité
de f,i.e,pour a>apetp=a+if:

£+ 8) = [ 0 ) e dt = VERF (o femo0)5) (15.11)
0
Et on a par transformée de Fourier inverse :
_ 1 (@ _
Ho(t)f(t)e " = FF(Hofe ™) (t) = — F(Hyfe™)(B) et 4
Lo v f 7 (15.15)
o | meree e et s
D’ou : T
(Haf)t) = 5] £()a+if)er™ds (15.16)

(donc on ne peut connaitre f que sur Ry puisqu’on ne sait calculer que la fonction tronquée Hy f.) Soit encore,
en intégrant sur la droite imaginaire z = a avec donc dp = 0 + idf :

1 [ :
W0, J0=5 | LU
1T B=—0
note 1 a+1i00 vt (15.17)
= — wr q
sir | W

C’est la formule d’inversion. Il reste & savoir sous quelles conditions cette formule est valide.
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On sait que la transformée de Laplace est une fonction holomorphe. 1l s’agit donc de savoir sous quelles
conditions une fonction holomorphe £(p) est la transformée de Laplace d’une distribution.

Proposition 15.12 Pour qu’une fonction holomorphe p — L(p) soit la transformée de Laplace d’une distribu-
tion de D'(R), il faut et il suffit qu’il existe un demi-plan o > «q (domaine de sommabilité) dans lequel L(p)
soit tempérée.

Preuve. Admis. e

15.4 Transformée de Laplace et convolution

Par Laplace, la convolution est transformée en produit :

Proposition 15.13 Soit S € D'(R),, resp. T € D'(R),, ayant une transformée de Laplace pour p tel que
Re(p) > aq, resp. tel que Re(p) > aa, avec ay, oz € R.
Alors, pour tout p € C tel que Re(p) > max(aq,az), on a :

L(S=T)(p) = L(S)(p)L(T)(p) (15.18)

Preuve. Ce n’est autre que le théoréme de Fubini :
L(S*T)(p) = (S * T)p,e ™) = (S, @ Ty, e PV) = (S, ™) (T, ) (15.19)

On retrouve par exemple :

Corollaire 15.14 SiT € D'(R) a une transformée de Laplace pour p dans le domaine de sommabilité Re(p) >
ag, alors dans le domaine de sommabilité :

L") (p) = p L(T) (15.20)

Preuve. En effet, T() = 5((]” « T, dott L(TW)(p) = E((S(()l))E(T) =p! L(T). ’a
Exemple 15.15 On retrouve :

L(00)(p) = L(Hp)(p) = L(5 * Ho)(p) = L(55)(p) L(Ho)(p) = p% =1 (15.21)

i.e., par Laplace, la dérivée 4 est bien Uinverse de la primitive Hy. un

15.5 Retour sur le calcul symbolique

On applique 'idée que l'intégration est I'opération inverse de la dérivation : pour p € R¥ x R :

LEE) =1 LEE) =p LH)E) =7, LHME) = . (15.22)
Puis grace a la transformée de Laplace d’un produit de convolution :
L(u') = L(6y *u) = L(6y)L(u) = pL(u), (15.23)
on a transformé une primitive en expression polynomiale.
Et avec : - .
ﬁ(fo u(t) dt)(p) = L(Ho  Hou)(p) = L(Ho)(p)£(w)(p) = ZL(u)(p), (15.24)

on a transformé une primitive en expression rationnelle, ceci pour p € R¥ x R.
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Exemple 15.16 Soit & résoudre u” + w?u = f. On se limite & la recherche de u(t) pour t > 0. On applique
alors £ pour obtenir & partir de (6] + w?dg) *u = f :

(P +w?)L(u)(p) = L(f)(p) (15.25)

On retrouve le polynéme caractéristique de ’équation différentielle :

P(p) =p° +w? = (p—iw)(p + iw) (15.26)
d’inverse : ) ) . )
YT 15.27
P(p) 2w p+iw+pfiw) ( )
Et il vient :

1 -1 1
2w ptiw  p—iw

L(u)(p) )L(f)(p) (15.28)

D’ou par transformeée inverse (qui ne donne que u sur R, ) :

(Hou)(t) = i(* Hoe™ 4 Hoc™") w Ho f(t) = S0

« Hof(t) (15.29)

résultat déja vu. Ne pas oublier de considérer Hyf et non simplement f puisque la transformée de Laplace

inverse ne donne que la fonction tronquée Hyf (et non f). =n

16 Reésolution d’équations aux dérivées partielles

16.1 Formules de Stokes et de Green
16.1.1 Domaine régulier, élément de surface et normale extérieure

On notera R® = R""! x R = {# = (2/,7,) € R" ! x R}, ce qui donnera P’écriture générique d’une fonction
¢ :R"1 - R de graphe {(2/,p(2)) : 2’ e R" "1} = R".

Et on notera 2’ = (21,...,2,—1) € R"7!, ainsi que |2/| = /22 + ... + 22_.

Ainsi, une boule B,,_; = R"~! et un intervalle [a,,, b, ] définissent le ‘cylindre’ B,,_; X [an, b,], et une fonction

¢ : Bp_1 = R avec p € C®(B,_1,R) définira une ‘surface’ réguliére (i.e., son graphe {(z',o(z')) : 2’ € B,,_1}
est une ‘surface infiniment lisse’ de R™).

Définition 16.1 On dit que 2 ouvert borné de R™ est une domaine régulier si localement €2 est ’ensemble des
points situés au dessus du graphe d’une fonction C*(R"~1 R), i.e. :

1. © est un ouvert borné connexe de R™. On note 9f) sa frontiére.

2. Pour tout @ = (d’, a,) € 09, il existe un repére orthonormé R, (dit adapté), il existe e > 0 et n > 0, et il
existe une fonction ¢, € C®(R"~1 R) tels que : dans le repére R, on ait @ = (0, ...,0) (origine dans R™)
et :

Qﬂ{(m',xn) 2l < e |xn] <n} ={2) |2 <e, Jza] <n et x> @a(a))} (16.1)

(Q est localement d’un seul coté du graphe de @, .)
On se donne un domaine régulier ) et un point @ = (a’, a,,) € Q. Avec ¢, défini ci-dessus dans un voisinage

V, de @, on définit le vecteur normal unitaire extérieur (ou sortant) & 9Q en T = (a',z,) € V, () 9Q comme
étant le vecteur normal unitaire au graphe de ¢, en & défini par :

dpa(’)
8x1
L 1 1 ( a) '
7i(T) = P Ve ) (@) (16.2)
VI+VealP | 92a@) | T+ [Veu ()P
81'71—1 -1
-1
ou Vi, (2') = (6%“;fl),..., 863‘;“(fi))t est le vecteur gradient de ¢, en =’ = (x1,...,Zp—1), et |V, (2’)| sa norme
dans R"~!. Noter que § étant (localement) au dessus du graphe de ¢,, la derniére composante de 7i(F) est bien
définie par un signe ‘=’ pour avoir la normale extérieure (ou sortante). Pour mémoire :
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125 16.1. Formules de Stokes et de Green

Définition 16.2 On appelle i-éme cosinus directeur de la normale 7(Z) la projection du vecteur normal 7i(Z)
dans la i-éme direction : cos; = (7(%), €;)rn = n;(T).

Puis on définit localement (au voisinage de @) I’élément de surface comme étant la mesure sur R~ définie

au voisinage de @ par :
=/1+ |V, (2|2 dz (16.3)

ot on a noté dz’ = dx;...dx,—1. On montre que cette mesure est indépendante du choix du repére R, (exercice).

Et m n’est autre que la jacobien de la transformation en x, voir cours d’intégration sur des surfaces
Pa(w
paramétrées.

Donc localement, i.e. pour ¢ € D(w) ol w est un ‘petit’ voisinage de @, on a défini do, par :
(dou, ) = [ W VIF W@ da’ = [ wdow.

Puis, & partir des propriétés locales, on passe aux propriétés globales : on recouvre K = Q (compact) par
un nombre fini d’ouverts ‘cylindriques’. Quitte & considérer des unions de tels ouverts, on note ce recouvrement
Qo UUjL, ©25), ot on a noté Qp ouvert d’intersection vide avec 0K et ou ; (0K # & pour 1 < j < m. On
se donne alors une partition de 'unité xg + x1 + ... + X relative a ce recouvrement, et on définit ’élément de
surface au voisinage de ¥ € 0K par :

do = 2 xi(z')dog, (16.4)

On a ainsi une mesure globale sur 02 (on fait la somme finie des mesures locales dans leurs repéres adaptées).
Puis on définit I'intégrale de surface d’une fonction continue f par :

(do, f) = LQ f(Z) do(Z) (16.5)

Enfin, on rappelle que pour une fonction f: R" — R qui est C'(R”,R) on a en € 05 :

13} ¥+ hit) — f(Z 0 13}
6£( 7)< hli% f@+ Z) /(@) 8—51711 + ...+ %nn =Vfi (16.6)

C’est la dérivée de f dans la direction 7. Attention, ici f est une fonction des n variables ‘(2’, x,,)’ et a un sens
dans tout l’espace R™ et non seulement sur la surface 92 (variété d’ordre n — 1). Alors que la surface 92 est
définie (localement) comme une fonction ¢ des n — 1 variables z’.

16.1.2 Formule de Stokes

On note R?} le demi-espace R"~! xR, . On commence par une propriété locale grace aux fonctions a support
compact, et on regarde le cas d’une frontiére ‘plane’.

Lemme 16.3 Si o € D(R"!) et si f € D(R™) alors, notant t = x,, :
pouri=1,...n—1:

o of , Ip(z')
— (', t + () do'dt = f ' o dx’ 16.7
| ] s et PR (16.7)
et pouri=mn:
* 8f A ! / / ! /
J f a—(m,t-ﬁ-gp(m ) dx dt=—f fl@' o(2") dx (16.8)
t=0 Jz'eRn—1 OTn 2/eRn—1

Et ceci est conservé si ¢ et f sont C' a support compact.

Preuve. On applique le théoréme de Fubini en posant g(2/,t) = f(2/,t + ¢(z')) qui est C*® et qui donne :

x Jt)dxy...dx, 1dt =0 16.9
J; OLER" 1 8171 ) g ! ( )

(en intégrant d’abord en z; sur | — o0, [, g étant & support compact.)
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126 16.1. Formules de Stokes et de Green

Eton a: 5 of of 5
g / / / / / (ID /
—(z',t) = —(a',t — ('t — 16.1
(@) = Z (@t + (@) + 5@t @) g ) (16.10)
Il vient donc :
* of ’ * of Oy
— (2!t de'dt = — ——(a',t )= (') d'dt 16.11
|| srwesewnwa——| | Z@irew) e (16.11)
Et ¢ étant indépendant de x,, on a :
* of ’ Oy «©
— (2!t de'dt = — "t ! da’ 16.12
[ | e eanara——| 22|+ ew] do (16.12)
d’ou (16.7) pour i = 1 f étant & support compact. Et méme calcul pour i <n — 1.
Pour i = n, on a directement, ¢ ne dépendant pas de z,, :
8f ’ / / ’ N /
—— (2, t+ p(z")) dz'dt = [f(x,t—s—ap(x))]tfo dx (16.13)
]Ri 3xn Rn—1 -
f étant & support compact, i.e. (16.8). o

On en déduit :

Théoréme 16.4 (Formule de Stokes) Pour un domaine régulier Q@ c R” et f € C1(Q) ou Q est un voisinage
de Q, on a, pouri=1,...,n

J gg‘cf (@) dx = f(@) n; do(Z) (16.14)
% o0

ou 7t = (ny,...,n,) est le vecteur unitaire extérieur a Q.
Et donc, pour tout champ de vecteur X : R® — R" qui est C' dans un voisinage de € :

J div(X) da :J X it do (%) (16.15)
Q 20
(formule de Stokes.)
Xi1(z1,y .oy )
(On rappelle que pour X: (T1, ey Tp) — ; un champ de vecteur C' donné, on a div()?) =
Xn(z1, .oy y)

00X, o0X.
e o )

Preuve. On applique le lemme précédent : on considére le compact régulier K = €, et le recouvrement fini
Qo U 1 ©; de la définition de do. Et on prend une partition de I'unité relative a (" i—o ; avec laquelle on a :

m m
déf
F=2=21 H=
§=0 j=0
Et on applique le lemme précédent a chaque f;, ce qui donne, pour 1 <i<n—1et ¢ € D(R"):

of; Op(a’
J,, ot etnir= [ pen T

Puis on passe de R 4 Q : pour 1 < i < n — 1, on prend pour ¢ la fonction déterminant localement 0f2; on
obtient, pour tout 0 < j < m, grace a (16.2) :

0
6fj(x t+ oz dw—J fi [niA/1+ [Vo|?) da' J finido
R? OF

m of _ 9%t of , on en déduit ([16.14) pour tout 1 <i < n — 1.

Puis comme ;" 5 = o
Le cas i = n est immeédiat avec le lemme précédent et la définition de 7% donnée en (16.2) ainsi que de
I’élément de surface do défini en ((16.3]). D’ou la formule m ) pour tout 1 < i < n.

Et la formule de Stokes (16.15]) s’en déduit puisque :

n
—

de dm—ZJ 8% Z Xinida=J X.ido (16.16)

— Joo o0
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127 16.2. Formule des sauts dans l’espace et formule de Rankine-Hugoniot

16.1.3 Intégration par parties et formule de Green

De la formule (16.14) on déduit immédiatement :

Théoréme 16.5 (Intégration par part1es) S1 f et g sont deux fonctions C' dans un voisinage d’un ouvert
régulier ) de R™, on a, pour tout i = 1,.

0 0
J. f I do = J fgda:-l—f fgn;do (16.17)
6:01 6xl a0
Preuve. C’est la formule (|16.14) appliquée a la fonction fg. un

Et de la formule de Stokes ((16.15) on déduit immédiatement :

Théoréme 16.6 (Formule de Green) Si f et g sont deux fonctions C? dans un voisinage d’un ouvert régulier
Q) de R", on a, pour tout i =1,...,n

dg Of

L(ngngf)dx=J (f 5, — 3,9 do (16.18)

Preuve. On considére le champ de vecteur X = Vg qui donne divX = fAg + Vf.Vg, auquel on applique la
formule de Stokes, et de méme pour le champ de vecteur Y = gV f, et on fait la différence des deux formules
trouvées. .

16.2 Formule des sauts dans ’espace et formule de Rankine-Hugoniot
16.2.1 Formule des sauts dans ’espace

C’est la contrepartie du cas 1-D, paragraphe pour une fonction C' et C° par morceaux sur R™.

Soit Q un ouvert régulier de bord 92, et soit f une fonction définie sur R™ supposée réguliére par morceaux :
on suppose f € CH(Q) et f e CHR™ — Q) avec de plus f prolongeable au bord : d’une part en une fonction
fint € C1(Q) (intérieure), et d’autre part en une autre fonction fe,; € C1(R™ — Q) (extérieure).

On applique alors le résultat du cas 1-D, paragraphe ol maintenant 1’élément de surface orthogonal &
la direction x; a pour mesure ni do :

Proposition 16.7 Pour la fonction f C' par morceaux définie ci-dessus, on a au sens des distributions, pour

tout1=1,....,n
of [ oF
8% N 8301

} + (fewt — fint)nido, au sens de D'(R™) (16.19)

ot {gj } est la dérivée usuelle de f.

Preuve. Soit une fonction ¢ € D(R™), alors f étant £}, (R™) :

of

( Op
83:1» ’

¥ g8 --| sy

? (7)da = — JQ o 1@ %% (7)o (16.20)

81‘1 axz

On applique la formule d’intégration par parties (16.17) sur chaque morceaux (f y est C1) :

0
| 1@ 52w = F@ewios | fuldo@ndo
' 9o o7 o (16.21)
| r@gt@a-—|  L@e@ | fuld) o@) (-ni)do
R"—Q €X; R —Q 05 a0
(7 est la normale extérieure pour €2 et —7 est la normale extérieure pour R™ — €2.) On en déduit :
0 0 . =
(0= | L@0@) 0+ [ (ot = ) )o@ o (16.22)
Oz Qu®n—q) 0T Q
ceci étant vrai pour tout ¢ € D(R™), c’est le résultat annoncé. un
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128 16.3. Equations aux dérivées partielles

Remarque 16.8 La formule des sauts (16.19)) est aussi notée, dans D'(R™) :
of of
@ -1

0
(@) + (f(Z+ 07) — f(Z — 07F))n; do = / (Z) + [f]ni do (16.23)
ou [ f] dénote le saut de f a travers 0. Et si & ¢ 09, alors f est dérivable en ¥, et la dérivée au sens des
distributions est identifiable & la dérivée usuelle : la mesure do & son support dans 9 et si ¢ € D(R™) est nulle
sur 99, on a (do, ) = 0. o

Remarque 16.9 Une fonction d’une seule variable z1, cas traité au paragraphe[£.9.3] se comporte comme le cas
n-D ot 2 est un cylindre d’axe x1, la normale sortante en ‘entrée’ (& gauche) du cylindre valant 7(—1,0, ...,0).
On retrouve alors : (i) o9 = f(£+0)— f(&—0) = — f(£+0R) + f(£—0R) et (ii) n1 do = —100d. Et on retrouve

f = {f’} + 00dp, au sens de D'(R) (16.24)

La formule n-D peut s’en déduire heuristiquement en notant que la dérivée dans la direction 1 ne dépend pas des
autres directions, et en particulier, le taux de variation de f dans la direction 1 ne dépend pas de l'inclinaison
de la surface par rapport sur ’axe 1 (qui dépend des autres directions) mais uniquement de l’aire de la surface

projeté, i.e., de ni do. un

16.2.2 Formule de Rankine-Hugoniot

On considére les variable (¢, ) € Rx R™ = R**1. Un choc (type ‘onde de choc’) est décrit par la discontinuité
d’une fonction u : R**! — R notée u(t, ¥) le long d’une surface > de R™*!. Le probléme est alors de décrire les
lois de conservations sur X, surface supposée réguliére. La normale a la frontiére ¥ est notée 77 = (ng, n1, ..., ny) €
Rn+1‘

Une loi de conservation de u(t, ¥) est décrite par :

ou(t, T) .z o Ou(tD) G0 .

o+ div(fu(t, ) =0 = —2=+ ; 3e; (fi(u(t, ©))) (16.25)

fi(v)
au sens des distributions, la fonction f: R — R” notée f(v) = : étant une fonction qui est C1(R,R™).

fn(v)

On déduit de la formule des sauts que la densité par rapport & do vaut :
[w(z + 07F) — u(z — 07) | no + Z [fi(u(z + 071) — fi(u(z — 0)| n; = 0 (16.26)
i=1

ol avec le notation des sauts :

[u] ng + Z [fl ) u] n; =0 (16.27)

C’est la formule de Rankine-Hugoniot qui permet la description du choc (de la dérivée de la discontinuité de u
au sens des distribution).
16.3 Equations aux dérivées partielles

Pour A € &'(R™), on cherche une solution u € D'(R™) de I’équation :

Asu=f (16.28)

R gl .. .. .
pour f € D'(R™). Dans le cas on A = Z\a\sm Ca 3?50 est une combinaison linéaire de masse de Dirac et de ses
dérivées, I’équation de convolution est ’équation aux dérivées partielles :
b)

olely
Oz

= f (16.29)

lal<m
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129 16.3. Equations aux dérivées partielles

16.3.1 Existence et unicité dans £'(R"™)

Proposition 16.10 On se place dans algébre £'(R™) des distributions a support compact. Si A € £'(R) admet
une solution élémentaire E € D'(R™), alors si f € £'(R ”),

(i) il existe au moins une solution u € D'(R™) de (16.29) a savoir u = F = f € D'(R™),

(i) il existe au plus une solution u € &’ (R”), cest u=FE* f,

(iii) si A est inversible dans I'algébre £'(R™), i.e., s’il existe une solution élémentaire E = A~! dans £'(R"),
alors il existe une unique solution u € £&'(R) donnée par u = A~! x f.

Preuve. Ayant au moins deux des distributions ayant des supports compacts, & savoir A et f, le produit de
convolution est associatif et :
Ax(Exf)=(AxE)xf=0yxf=f (16.30)

d’ott u = E = f est solution. De plus, si on suppose u & support compact, alors le produit de convolution suivant

est associatif et donne :
=(FExA)xu=FEx(Axu)=FE=xf (16.31)

et donc u sl existe est unique. Et si A a un inverse dans I’algébre £'(R"), i.e. si A~! existe, A=! € &'(R") et
A7l s fe &' (R™), alors u = A~! « f est bien solution dans &'(R™). in

16.3.2 Equation de Laplace dans R? : distributions et fonctions harmoniques

Définition 16.11 Une fonction (resp. distribution) u : R™ — R est dite harmonique si elle satisfait ’équation
de Laplace :
Au =0 (16.32)

Les fonctions solutions de cette équation sont appelées fonctions harmoniques, et dans R?, ce sont les parties
réelles de fonctions holomorphes (voir par exemple Rudin [9] chapitre 11).

Proposition 16.12 La fonction ¥ = (x,y,2) € R® — \71“| (22 + 42 + 22)~2 € R est une fonction harmonique
dans R3 — {0}.
Preuve. En effet : ) - )
0+ x 0°= 1 3z 1
Vit 0, Le=-—, Tro_— 4% A-= 16.33
r x r3 x? r3 b r ( )

I.I
Il reste donc & voir ce qui se passe en 0. Noter que E = 4% 1 est une fonction localement intégrable de R?
et définit une distribution réguliére. Par contre, ce n’est pas une distribution & support compact.

Proposition 16.13 Une solution élémentaire E € D'(R?) du Laplacien : Ady * E = AE = & est :

11
E=——- (16.34)

4 r

our=|r] =+/22 +y%+ 22 si ¥ = (x,y, 2) est le rayon vecteur.

Preuve. On note S; la sphére de centre 0 et de rayon €, et on pose :

r=e
fe(r) = (16.35)

r<e

M=

(faire le dessin.) Un calcul direct montre que Af. = 0 dans R® — S, : f. est harmonique dans R3 — S.. Et comme
f= converge presque partout vers L quand € — 0, on en déduit que f. — + dans D'(R?). Et donc :

1 .
A =limAf. (16.36)

(continuité de la dérivée dans D'.)
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130 16.3. Equations aux dérivées partielles

D’autre part, la fonction f. est continue sur S, et la formule des sauts donne au sens des distributions :

—x
0 0 0 —, r>c
Jezy — L9V a4 (n@ v o) — 1@ — 0i))mdo = { V@ = | 3 (16.37)
Ox 0x; Oz; 0
, r<e
On applique la formule des sauts a %(f) et il vient :
O f.(7) > f(7) Ofc v qm  Ofe o .
92 { D2 + [%(r + 0.77) — o (7" —0.7)] nq do.
2 (= (16.38)
{0 f(7) T d
B Ox? T e
D’ou : . )
7.0
Afa =O—7ﬂ73d0'5=—€*2d0'5 (1639)
puisque sur la sphére 77 = 75 D’ot, pour tout ¢ € D(R3) :
1 1 )
(Afe,0) =—= | @(F)do. — —=(0)dne® = —4mw (g, @) (16.40)
e Jg 0 g2
D’ou Al = —476y, et E = —5= 1 est une solution élémentaire. L
16.3.3 Equation de Poisson dans R?
On en déduit :
Proposition 16.14 Si f € £'(R3) alors I’équation de Poisson dans R? :
Au=f (16.41)
admet une solution u dans D'(R?) donnée par :
Befo-—tlyy (16.42)
=Fsf=———x .
b 4 r

Cette solution est C®(R3 — supp(f)) et tend vers 0 a l'infini.

(Il y a d’autres solutions, & savoir « 4+ v o v est harmonique. Par contre on montrera que u = F = f est la
seule solution qui tend vers 0 a linfinie. f € £ représente une distribution de charge en électricité par exemple.)

Preuve. Puisque f € £'(R™), la proposition [16.10| nous dit qu’effectivement F * f est solution.

Maintenant, f étant a support compact, pour 7 fixé, si 7 ¢ supp(f), alors pour tout & € supp(f) ona 7—& # 0
et :

(BN = J@EC-2) = | J@EG-D)di (16.43)
Zesupp(f)

(Ecriture intégrale abusive si f n’est pas une fonction.) Et E % f est bien C* au voisinage de 7 puisque
¥ — E(F — Z) est C* sur un voisinage de supp(f) (dérivation sous le crochet).

Il reste & montrer que u = FE = f tend vers 0 & l'infini : f est une distribution & support compact donc
d’ordre fini (proposition [17.8)). Soit m 'ordre de f. On a, 'existence d’une constante C' > 0 telle que, si K est
un voisinage de suppf et si "¢ K :

(f+B)@) = {fn BF-8)<C  sup  |EOF— ) (16.44)

ZeK, la|<m

Toutes les dérivées de * étant des fractions rationnelles d’ordre %k pour k > 1 tendent vers 0 quand r — c0. Et
on obtient (f * E) — 0 quand r — 0. ua

Corollaire 16.15 Si Q < R? et si u € D'() est harmonique, i.e. Au = 0, alors u est une fonction C* ().
Autrement dit, les seules distributions harmoniques sont les fonctions harmoniques et celles-ci sont C™(£2).
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131 16.3. Equations aux dérivées partielles

Preuve. Il s’agit de montrer qu’en 7€ Q2 donné, u est C®. On se raméne & une distribution & support compact
v = pu ol p € D(Q) vaut 1 dans un voisinage w < £ de 7. Dans ce cas :

v="0p%v = (E*Ad) xv=FEsx(Ady*v)=FE*Av (16.45)

le produit de convolution étant associatif puisque deux des trois distributions sont & support compact. Et d’aprés
la proposition précédente, avec ici f = Awv, si 7 ¢ supp(Av), alors E * Av est C* au voisinage de 7, donc v est
C™ au voisinage de 7.

Mais dans le voisinage w, ¢ étant constante, Av = Aup +2Vu.Veo+ulAp = 0+0+0 = 0. Donc 7 ¢ supp(Av)
et v = uyp est C% en 7. Donc u = v/p est C* au voisinage de 7. un

Il reste & voir qu’une fonction harmonique ne tend pas vers 0 & 'infini.

16.3.4 Principe du maximum et fonctions harmoniques

On vient de voir que les fonctions harmoniques étaient C(R?). On a aussi :

Proposition 16.16 (Propriété de la moyenne.) Soit ) un ouvert de R" et u une fonction harmonique dans ).
Alors si B(ro, R) < Q, ou B(7y, R) est une boule de centre 7y de rayon R de frontiére Sg, on a :

1

u0) = g

f u(F) dogr (16.46)
Sr

Autrement dit, pour u harmonique, la valeur de u en 7y est complétement déterminée par les valeurs de u au
bord SR.

Preuve. On sait que u € C® (), et il s’agit de montrer que :

1
(4mdg, u) = <?dUR>U> (16.47)
On considére la fonction continue gp sur R3 :
1 1
- = = ir=R
gp@®=4{ r R 77 (16.48)
0, sir<R

qui donne (voir le calcul de f. dans la démonstration de la proposition [16.13) :
1
AgR = ?ddR — 47‘(’50 (1649)

On en déduit (/16.47)). e

Corollaire 16.17 (Principe du maximum) Une fonction harmonique non constante dans ) atteint ses maxi-
mum et minimum au bord 9€).

Preuve. Soit uy; = u(7)s) le maximum de u atteint en 7. La fonction v = u — ups vérifie v(7ys) = 0, elle est
harmonique et C®, et si elle n’est pas identiquement nulle on a v(7y;) < 0 dans une boule de centre 75y d’aprés
la propriété de la moyenne. Absurde, donc u = cste = uyy. un

Corollaire 16.18 Si u est une fonction harmonique qui tend vers 0 & I'infini dans R3, alors u = 0 dans R3.

Preuve. Soit ¢ > 0 et R tel que |u(7)| < € pour r > R. Et pour 7 donné, 7 est centre de la boule de rayon
|7o| + R, et I'inégalité de la moyenne donne u() < 4=¢, et ce pour tout ¢ > 0. Donc u(7) = 0. n

Remarque 16.19 Démonstration alternative du principe du maximum. Soit £ un ouvert borné de R"™ sim-
plement connexe de frontiére T, soit u € C?(;R) t.q. Au = 0, soit m = supg.p u(F), soit M = supz.q u(Z).
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Comme € est compact, le sup est atteint dans Q. Supposons M atteint dans Q : on a M > m et il existe Zo € 2
tel que M = u(Zy). Soit d = supyz gegn || — l|r~ le “diameétre” de €2, et soit v :  — R donnée par :

4 o, M=—m,
v(Z) = u(Z) + Wﬂx — To|[Fn- (16.50)
Comme ||Z — Zy||gn < d? et T donne le sup de u on a :
M—m M+m
VZel 7) < - = M,
Te u(Z) <m+ ¥ 5 < (16.51)

U(f()) = u(ﬂ’_fo) = M.

Comme v est continu (car w et la norme le sont), v atteint donc son maximum dans € (pas sur I') en un point
71 € Q. Comme v est C? (car u lest et ||Z— 2¢||? est un polynéme du second ordre en ¥) en le maximum #; on a
dv(#1) = 0 et nécessairement %(fl) < 0 pour tout 7, done Av(#;) < 0. Comme ||Z—Z |3, = Y (z' —xf)?,
on a A(||Z — Zo|[3.) = 2n, et donc :
M — M —
(M —m) _ o n(M—m)
d? d?

Absurde puisque Av(Z;) < 0. Donc m < M est une hypothése absurde.

A’U(fl) = Au(fl) + > 0. (16.52)

16.3.5 Retour a I’équation de Poisson
Corollaire 16.20 Si f € £'(R) alors la seule solution de I'équation de Poisson dans R? :
Au=f (16.53)
qui s’annule a I'infini est : -
u=E*f:fE;*f (16.54)

cette solution étant C*(R3 — supp(f)).

Preuve. Si Au = f alors A(u— E = f) =0, et donc v — E = f est une fonction harmonique. Et si elle s’annule
a l'infini, elle est identiquement nulle d’apreés le corollaire précédent. .

17 * Annexe : topologie de D((2) et ordre d’une distribution

Cette annexe est hors programme, un résultat simple & retenir étant la proposition [I7.10] : une distribution
ayant son support réduit & un point {a} est une combinaison linéaire (somme finie) de dérivées de d,.

17.1 topologie de D(1)
17.1.1 Rappels
On rappelle qu’une fonction est continue sur € si elle est continue en tout point x € ) :

VeeQ, Ve>0, 3In. VYyeQ, |z—yl<m.=|f(z)—-f(yl<e (17.1)

Par exemple, la fonction f(z) = 1 est continue sur ]0, co[.

On rappelle qu’une fonction est uniformément continue sur €2 si :
Ve>0, ., VeeQ, VyeQ, |r—yl<n.=|f(z)-f(y)l<e (17.2)

Par exemple, la fonction f(z) = L n’est pas uniformément continue sur ]0, o[ : il existe € > 0, on prend € = 1
par exemple, tel que pour un 7 quelconque, on peut trouver (il existe) x et y, et on prend y = 2z tels que

|:L’fy|<77et|%f%|=|%\=\%|21:prendrex<navecx<%.

Puis on rappelle que toute fonction continue sur un compact K y est uniformément continue et atteint son

sup et son inf. Et on note alors :
noté

/15,00 = Sgiglf(x)l = pro(f)- (17.3)

On désigne par C™(Q2) I'espace des fonctions définies et m-fois contintiment dérivables dans 'ouvert .
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133 17.1. topologie de D(Q)

17.1.2 Norme sur C"(K)

Soit m € N et K compact < (2. Toute fonction continue étant uniformément continue sur un compact, on
munit C™(K) de la topologie de la convergence uniforme, i.e., on considére la norme sur C™(K) :

prm(f ZPKO Z 179 5,00)- (17.4)

En particulier, pxo = sup,cx |f(%)| = ||f|| est la norme de la convergence uniforme sur C°(K), et C°(K)
muni de cette norme est normé et complet : c’est un espace de Banach (normé et complet). De méme, les
(C™(K), pk,m) sont des espaces de Banach.

Lemme 17.1 Soit K compact, soit € > 0 et soit K. = {x € R" : d(x, K) < €} (voisinage compact de K ). Alors
si p e C°(K.) alors :
el ko0 < Nl + ell Il 0- (17.5)

Preuve. Pour x € K. et 79 € K t.q. 79 € B(z,¢) (toujours possible par définition de K_.), il existe c € [z, 7]
t.q. (théoréme des accroissements finis) :

e(@)| = lp(zo) + (z — 20)#" ()] < llpll 0 + €l||oc-

17.1.3 Topologie et distance sur C*(K)

Soit K compact < Q. L'espace C%(K) = (),,ey C™(K) est muni de la famille de normes (pg,m)men qui lui
confére la structure d’espace métrique complet pour la distance :

a(f.9) = )~ min(L, prem(f — 9), (17.6)

meN 2

mais C*(K) n’est pas un espace normé complet : il n’existe pas de norme qui le rende complet (complet
uniquement pour des distances).

17.1.4 Topologie et distance sur C" (1)

Soit €2 un ouvert de R”. On a Q2 = U K.
K compact <2
OnaC™(2) = C™(K), et dans C™(2) on considére la famille de semi-normes (px,m) k compact =+

K compact <2

On consideére alors (C™ (), (Pk.m) K compact <) 1.6. C™(£2) muni de la famille de semi-normes (px,m) K compact Q-
La convergence d’une suite (¢;);en de C™(2) vers une fonction ¢ € C*(12) s’exprime donc comme : pour tout
K compact < Q, on a (¢;)jen converge vers ¢ dans C"(K) (ou on a implicitement considéré les restrictions

a K), ie. :
VK compact € Q, pg.m(¥; — w)]:g() (17.7)
Plus simplement, si (Kx)ren est une suite croissante exhaustive de compact de Q (telle que Ky < K41
et Jpeny Kk = §2), on considére les py —def DK, m, €t on dispose ainsi d’une famille de normes (P m)ken

dans C™ (). D’ou la distance sur C™ () (comme en (17.6)) :

A(f,9) = Y, g5 (L, pean(S ). (7.8)

keN

Et C™(Q) a ainsi une structure d’espace métrique complet.
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134 17.2. Définition des distributions

17.1.5 Topologie et distance sur C*(0)
On munit C*(Q) de la famille de semi-normes (px,m) K compact <0 La convergence d’une suite (;) de C*(Q)
vers une fonction ¢ € C* () s’exprime donc comme :

VK compact < Q, VmeN, pg,(Y;—¢)—0 (17.9)

Jj—o

Et C*(Q) a ainsi une structure d’espace métrique complet (mais il n’y a pas de norme qui le rende complet),
voir par exemple ’annexe Espaces de Fréchet dans Bony [2] ou voir Zuily [I4] chapitre 1).
Plus simplement pour C*(£2), si (Kj)ren est une suite croissante exhaustive de compact de €2, on considére

les pi,m —def PKy,.m, €t on dispose ainsi sur C*(2) d’une famille de normes (pg.m )i men. Et quitte & prendre
k = m, on pose p,, =9¢f Dim,m, €t on déduit une distance sur C*(€2) comme en 1'

d(f.g) = D] zimmin(l,pm(f—g)) (17.10)

meN

17.1.6 Topologie et distance sur D(Q)
On prend pour topologie sur D(€2) celle induite de C* (), i.e. on considére ’espace topologique (D(Q), (px m ) K compact <52 )
meN
(qui est donc métrisable, cf. (17.10)). Mais ici avec I'avantage :

D)= |J C*(K), (17.11)

K compact <2

car si p € D(Q), alors suppy < Q et donc ¢ € C®(suppy) avec suppy compact dans €.
La convergence dans D(Q2) pour cette topologie s’exprime alors simplement comme : une suite (¢ )nen
de D(Q) converge vers ¢ € D() ssi :

1) supppe K, et VYneN supp(p,)c K,

1K < Q, K compact t.q. { (17.12)

2) Vm e N7 pK,m(SOn - QO) *)000 (dans R)v
of. (T7.9).

17.1.7 Relation avec la topologie sur S

La topologie sur S a été définie a I’aide des semi-normes py, ¢, cf. (10.8). Et donc la topologie de S est plus
restrictive que la topologie de D(R) qui se “contente” des semi-normes Py ,,. Donc si on converge au sens de S,
alors on converge au sens D(R).

17.2 Définition des distributions

La définition [3.5]s’écrit alors aussi (ayant une topologie sur D(£2) et donc des applications continues D(2) —
R et avec D(Q2) donné par (17.11) :

Définition 17.2 On appelle distribution 7" tout élément de £(D(2),R) = D’(Q) ensemble des formes linéaires
continues sur (D(Q), (pr,m) Kc}(\!)mpactcﬂ). Le.:

VK compact € Q, dmgeN, ICx >0 t.q.:

Ve € D) verifiant swp(e) © K, [T.9) < Cpmele)
(Sur tout compact K, 'image T'(¢) € R est bornée par un antécédent.)
Le., toute fonctionnelle T': D(Q?) — R linéaire telle que (continuité en 0) :
@) —— 0. (17.14)

©—0 dans D(Q)
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17.3 Ordre d’une distribution

Définition 17.3 Lorsque m peut étre choisi indépendamment de K, on dit que la distribution est d’ordre fini,
et le plus petit de tels m est appelé I’ordre de la distribution. Sinon la distribution est d’ordre infini. Donc, une
distribution est d’ordre fini ssi :

dmeN, VK compactc Q, dCx >0 t.q.:
Vi € D(?) vérifiant supp(p) = K, [(T, 9)| < Ck pr,m(¥),

et Pordre de la distribution est le plus petit des entiers m satisfaisant ((17.15)).

(17.15)

Exemple 17.4 Une fonction f € L!'(R) définit une distribution Tt d’ordre 0 puisque pour tout compact K et
toute fonction ¢ € D(R) on a §,. f(z) ¢(x) dx < ||f||r pr,o(p)- L

Exemple 17.5 Puisque (do, ¢) = ¢(0) < 1pk o(p), la masse de Dirac définit une distribution d’ordre 0 .
Et la dérivée de la masse de Dirac définit une distribution d’ordre 1.
Et la distribution »;, _ 5 est d’ordre m.

Et la distribution )}, 6](!6) est d’ordre infini.
(Noter que la quantité ), 56“ ne définit pas une distribution : prendre une fonction qui au voisinage de 0

vaut p(x) = e” et pour laquelle (3}, 6(()k), ©) = Dpey 1 = 0. Cest également une conséquence de la proposition
suivante.) o

Proposition 17.6 La somme d’une distribution d’ordre m et d’une distribution d’ordre n est une distribution
d’ordre < max(m,n).
SiT e D'() est d’ordre m alors T est d’ordre < m + 1.

Preuve. Soit S d’ordre m et T d’ordre n, avec m < n. Comme px (@) < pr.n (@) on déduit |(S, )|+ (T, ¢)| <
Cprn(p) (détails & écrire).
Soit T d’ordre k. On a (T, ¢)| = (T, ¢")| < Ck pr.m(¢’) = {T,¢')| < Ck prcm+1(p) (détails a écrire).
Si T = Ty avec f € C' alors Ty est d’ordre 0 et (T)" = T(/ est aussi d’ordre 0 : I'inégalité n’est pas stricte.
Si T = dy, distribution d’ordre 0, alors T' = §(,, distribution d’ordre 1 : I'inégalité est optimale. un

Exemple 17.7 Soit f € CY(R). Soit H, = l[a,c0f la fonction de Heaviside en a. Alors la distribution
(Tym,) ="% (fH,) = f'H, + f(a)d, est une distribution d’ordre 0.

Et (Ttw,)” = (Tym,) + f(a)d,, est une distribution d’ordre 1. oa
17.4 Distribution & support compact

Proposition 17.8 Toute distribution T € £'(2) (a support compact dans ) est d’ordre fini : il existe m € N
tel que pour tout voisinage compact K de suppT’, on a :

0k >0, YeeDQ), |T,9)| < Ckprm(p). (17.16)

Preuve. On a avec ((17.13)) : si K < Q et K compact, il existe Cx > 0 et mg t.q. :
Vo € D(Q) t.q. supp(p) = K, (T, ¢)| < Ckx prcmy () (17.17)

Montrons que mg est indépendant de K (contenant supp(7T)).

[e]
Soit A un voisinage compact de supp7’, et soit A, un voisinage compact de A (donc suppT’ < ;21 cAc A,).
Soit x. € D() t.q. suppyxe € A et x.(z) =1 sur A..
Soit o € D(2). On a ¢ — x- = 0 sur A, voisinage compact de suppT, et donc (T, ¢ — xp) =0, i.e. :

(T, ¢) = (T, xe)-

On a x.p € D(Q) et supp(xep) < A, et donc :

KT, Xe0)| < Cpa,ma(xep)-

Et avec la formule de Leibniz, on a pour a < my4 :
[e3
109) a0 < Y5 CLIXD Mool a0 < Deapaal9),
j=0
()

ou D, , est une constante qui fait intervenir les coefficients binoniaux et les ||xs’’ || pour j < a. Et donc,
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comme De o pa,a(®) < Deapama(p) pour o <my :
ma
(T, o) = T, x0)| < Eema Pa,mal(p), ot Eema = Z De q.
a=0

Et donc :
VoeD(Q), [T,0)| < EcymaPamal(p) (17.18)

Donc si K est un compact quelconque dans €2, on a :
Vi € D(Q) vérifiant supp(p) = K, [(T,9)| < Ee,ma Pam(#), (17.19)

puisque (|17.18)) est vrai sans hypothése sur suppy. Donc T est au plus d’ordre m 4. un

Corollaire 17.9 Soit T € £'(2) et soit m son ordre.
si p € D(Q) est t.q. Vo < m, wfg)ppT =0, alors (T,¢) =0. (17.20)

(Si ¢ et ses dérivées (*) pour o < m sont nulles sur suppT', alors (T, @) = 0.) (Vérification immédiate pour les
masses de Dirac et leurs dérivées.)

Le cas particulier des distributions & support réduit & un point est donné par :
Proposition 17.10 Les distributions ayant leur support réduit 4 un point {a} sont des combinaisons linéaires

(somme finie) de dérivées de §,.

Preuve. Une telle combinaison linéaire s’écrit Z?:o cj&(f ) (somme finie) et & son support réduit a {a}. Réci-
proquement, soit T' € D'(R) avec suppT = {a}. Alors T est d’ordre fini car T est & support compact. Soit m
son ordre.

On considére le développement de Taylor de ¢ & ’ordre m au voisinage de a :

LORD) oof ia)jso%) +r(x) (17.21)

ou r € D(R) s’annule en a ainsi que toutes dérivées jusqu’a ordre m et donc (T, r) = 0 d’aprés le corollaire
précédent. On en déduit que, pour ¢ € D(R) :

(T, ) = i 0 (a)(T, (x;.,a)J> +0, (17.22)
i=0 :
soit :
. j o (z—a)
(T, 0) = D ¢ (69, 0) ot ¢ = (—1)(T, ) (17.23)
=0 !
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