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0 Rappels

Soit E un ensemble et P(E) 'ensemble des sous-ensembles de E (donc A € P(E) ssi A C E).

0.1 Fonctions étagées

Définition 0.1 Soit A C E. On appelle fonction indicatrice de A (ou fonction caractéristique de A) la fonction

14 : E — R définie par :
=1 siz €A,
1 0.1
A(x){() sixz ¢ A (0-1)

(Noter qu’en optimisation la fonction caractéristique de A est la fonction x 4 définie par xa(z) =0siz € A, et
xa(x)=ocosiz g A.)

Définition 0.2 Une fonction f : F — R est étagée (is a simple function) ssi f est une combinaison linéaire de
fonctions indicatrices d’ensembles :

peeeyTb =Ry AT =1,

IneN*, 3(ci)iz1,.m €ER", I(Aiz1.n €EPE)", f=) cila,. (0.2)
=1

(Ici les ensembles A; ne sont pas nécessairement disjoints.)
Exemple 0.3 La fonction 1g : R — R est étagée (prendre n =1, ¢c; =1 et 4 = Q). un
Définition équivalente :

Définition 0.4 Une fonction f : E — R est dite étagée ssi son image Im f est un ensemble fini : il existe n € N*
et (¢i)iz1,..n € R" t.q. Imf = {c1,...,cp }. Donc, notant alors A; = f~1(¢;) = {x € E: f(x) = ¢;}, la fonction
f est étagée ssi :

f = Zci1A7' (: Z Cilffl(ci))- (03)
=1 i=1

Remarque 0.5 Rappel : dans R une fonction en escalier, utilisée pour I'intégrale de Riemann, est une fonction
f combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’intervalles de longueur non nulle :

n
dn € N*, H(Gi, bi, Ci)i:l,...,n c R3" t.q. Vi € [1, n]N, a; < bi, f = Zcil(aiybi)7 (04)
i=1
ou (a;, b;) désigne un intervalle ouvert ou fermé ou semi-ouvert.
La fonction 1g est étagée mais n’est pas en escalier.
Pour I'intégrale de Lebesgue les fonctions en escalier ne sont pas suffisantes : pour f : R — R on aura besoin
des images réciproques f~1(J) out J est un intervalle de R. En particulier, on aura besoin des 1;1(J) (alors que
l'intégrale de Riemann est basée sur les images directes des 14(I) ot I est un intervalle de R). un

Proposition 0.6 Si f : E — R est une fonction & valeurs positives, alors il existe une suite croissante (f, )nen-
de fonctions étagées qui converge simplement vers f :

Ve € E, 1Lm fu(x) = f(2).
Soit : Vx € E,Ve >0, IN € N, Vn > N, |fn(x) — f(2)| < €. Idem pour f de signe quelconque.

Si f est bornée alors la convergence est uniforme (||f — fullco — 0, 011 ||9]|co def sup [g(x)]).
n—oo rcE

Preuve. Cas f >0 :pourn € N* et i = 1,...,n2" on pose :

Bni=f"U in < f(z) < 2%}, Fo = fH([n,00]) = {z: f(z) > n}, (0.5)

et ainsi ( U B,,;) U F,, est une partition de E. Puis on définit les fonctions étagées f, par :

i—1 1 1—
D ={e:

i=1
n2" 1 n2" i1
fo=Y" ’2—n g, +nlp, (=Y ’2—n 1p, , +nlg,). (0.6)
i=1 i=2
Faire un dessin. Il est immédiat que f, < f, que F,, 11 C F,, et que :
pour j = 2i—2,2i—1,2, Z;—l < ‘27;31 Bni1; C By, (0.7)

et donc f,,(z) < fnt1(z) pour tout = € E : la suite (f,,) est croissante majorée par f.
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Soit z € E t.q. f(z) < co. Soit n tel que f(z) < n, puisle i € [1,n2")y t.q. 5L < f(z) <
et :

5w :donc x € By ;

Ful@) = Z;—nl < f@) < 2% (0.8)

Donc |f(z) — fa(z)| < 5. Et si f(z) = 00 on a $,(2) = n —>p—00 00. Donc (f,) converge simplement vers f.
Cas f de signe quelconque : on a f = fi — f_ ou fi et f_ sont les fonctions positives définies par fi =
sup(f,0) et f— = —min(f,0); on construit les suites (f,+) et (fn—) associés, et on pose f, = fn+ — fu—. La
suite (f,) convient.
Cas f bornée > 0. Notons C' = |[|f||c = sup,ep |f(x)|. Alors pour tout n > C on a F,, = (), et donc
fn = ZL . =11p,, pour tout n > C. Donc pour tout # € E on a |f(z) — fu(z)| < 5+ dés que n > C, par
deéfinition des By, ;. D’ot ||f — fulloo —n—00 0. Cas f signe quelconque : démarche précédente. ==

Exercice 0.7 Soit f = 1p : R — R la fonction indicatrice de Q ’ensemble des rationnels. Que valent F), et les
B,, dans la preuve précédente, et que vaut donc f, 7

Reéponse. (La fonction 1g est déja une fonction étagée au sens de la définition [I2])
Pourn>2, F, =0et Bp; =0sauf Bp1 ={z:0<1g(z) < 50} =R—Qet Buony1 = {z:1 < 1g(z) < 2411 — Q.
Donc f, = 1g pour tout n. s

Exercice 0.8 Soit A, B € P(E). Montrer : 14up = 141p ssi A= B.

Réponse. On a 14lp = lanp car la(x)lp(x) =1ssiz € Aet z € B.
Donc 1aup =1alp ssi AUB = AN B.
Et AUB=ANBssiACANBet BCANB,ssi ACBet BCA,ssi A=B. un

0.2 Espace topologique

Soit un ensemble E.

Définition 0.9 Une topologie sur F est un ensemble O C P(FE) (de sous-ensembles de F) tel que :
1. 0 et E sont éléments de O,

2. O est stable par intersection finie, i.e., pour tout n € N* et pour toute famille (finie) (U;)i=1,...n € O™
ona_, U €0,

3. O est stable par union quelconque, i.e., pour toute famille (U;);c; ou I est un ensemble quelconque on a
Uier Ui € O.

Les éléments U de O sont appelé les ouverts de E (ou les ensembles ouverts dans E).

Le couple (E, Q) est appelé espace topologique.

Exemple 0.10 Topologie O usuelle de R : celle engendrée par les intervalles ouverts |a, b pour a < b. Elle

est appelée topologie borélienne, ou topologie usuelle. Et par exemple U; =] — %, 1[ donne (;2, U; = [0,1] qui
n’est pas ouvert : d’ou 2. dans la définition ==

Exemple 0.11 Topologie usuelle de R? : celle engendrée par les rectangles ouverts |a, b[x]c, d[ pour a < b et
¢ < d (les pavés ouverts). Elle est également appelée topologie borélienne, ou topologie usuelle. Idem dans R™

A laide des pavés ouverts. un

Exemple 0.12 Pour tout ensemble £, O = {0, E} est une topologie appelée la topologie grossiére. On Pexclura

de notre étude. an

Exemple 0.13 Pour tout ensemble E;, O = P(E) est une topologie appelée la topologie discréte. Utilisée pour
la mesure de Dirac, la mesure de comptage, les probabilités discrétes... un

Définition 0.14 Si (E,Og) et (Z,0z) sont deux espaces topologiques, une application f : E — Z est dite
continue ssi I'image réciproque de tout ouvert de Z est un ouvert de E, i.e. ssi VV € Oz on a f~1(V) € Og.

Définition 0.15 Soit I un ensemble, soit (A;);c; une famille de sous-ensembles de E, et soit F'=|J; A; C E.
La topologie engendrée par la famille (A;);cr est la plus petite des topologies sur I’ensemble F' pour laquelle les
A; sont ouverts (i.e. intersection de toutes les topologies pour lesquelles les A; sont ouverts).



Exercice 0.16 Soit (A;);cr une famille de sous-ensembles de E contenant (), et soit OF la topologie engendrée
par (A;)ier dans F' = J; A;. Montrer que U € O ssi U est une union quelconque d’intersection finie de A;.

Réponse. Soit G = {B C E:3In €N, J(ix)k=1,..n € I", B=)\,_, Ai, } 'ensemble constitué de toutes les intersections
finies de A;, et soit H = {Z C E : 3J ensemble , Vj € J, 3B; € G, Z = |J,.; B;} 'ensemble constitué des unions
quelconques d’éléments de G.

Il s’agit de montrer que O = H.

D :soit Z € Hjdone Z =, Bj ot B = Nil, Ai, pour tout j. Donc B; € Op pour tout j (intersection finie),
donc Z € Op (union quelconque). Donc H C Op.

C : montrons que H est une topologie : si c’est le cas, comme elle contient F', elle contient la plus petite des topologies
engendrées, donc H D OF.

JjEJ

On a @ € H par hypothése. Comme F = J; Ai, on a F € H. Il est immédiat que H est stable par union quelconque
puisqu’une union quelconque d’union quelconques est encore une union quelconque. Il reste & montrer que H est stable

par intersection finie. Solent Z = |J Ba et Y = Ugej, Cp deux éléments quelconques de H, les B, et les Cs

aeJy
étant des intersections finies de A;. Comme 'union et 'intersection sont distributives 'une par rapport a l'autre, on a
ZNY = (Uaes, Ba) NWUpges, C8) = Ua,gyes, xs, (Ba(1Cs) qui est bien une union quelconque d’intersections finies.

Pour un nombre fini d’intersection, on fait une récurrence immeédiate. un

Exercice 0.17 Og étant la topologie (usuelle) engendrée par les intervalles ouverts de R, on déduit de l'exercice
précédent que tout ouvert est une union quelconque d’intervalles ouverts. En effet, une intersection finie d’inter-
valles est un intervalle : soit X =l]ay, b1[N]az, b2. Si a1 < az, on a soit by < ag et alors X = 0, soit as < by < by
et alors X =Jag, b1, soit be < by et alors X =]ay, b1[. Et idem si a2 < a;. Et récurrence immédiate. un

Exercice 0.18 Og étant la topologie (usuelle) engendrée par les intervalles ouverts de R, on a mieux : montrer :
si U € Og (un ouvert), alors U est une union dénombrable (unique) d’intervalles ouverts disjoints.

Réponse. Soit x € U. Comme U est ouvert et les intervalles ouverts formant une base de voisinage, il existe un intervalle
ouvert inclus dans U contenant z. Notons ]ag, bz le plus grand intervalle ouvert dans U contenant x, ol ag, by € R. D’olt
U = U,cplaz, bs[ (en particulier si U est connexe alors U est constitué d’un seul intervalle). Et dans chaque Jas, ba,
d¢z € Q t.q. ¢z €]az, bz[, avec immeédiatement Iy, = I,. Donc U = queU I;,. Comme Q est dénombrable, 'union est

au plus dénombrable. Et par construction les ouverts sont disjoints. Et 'unicité d’une telle union est immédiate. un

Exercice 0.19 Malheureusement le résultat précédent ne tient pas dans R? (et plus généralement dans R™
pour n > 2) au sens : les pavés ouverts |ai, bi[x]asz, bo[ de R? engendrent la topologie usuelle de R?, mais un
ouvert de R? n’est pas une union dénombrable de pavés ouverts (non dégénérés) disjoints. Le montrer pour le
cercle unité. (Puis voir ’exercice suivant.)

Réponse. Soit D = {Z : ||Z||> < 1}. Supposons qu’il existe une union Jy. P constituée de pavés ouverts disjoints non
dégénérés telle que J. Pi = D. Notons Py =|x1, x2[x]y1,y2[, avec (xa—x1)(y2—y1) # 0 car P non dégénéré. Et on a
(z1,8342) ¢ P (car Py est ouvert et (z1, £25¥2) est sur son bord, dessin), avec (21, £14¥2) € D (strictement convexe),

et D = Uy« Pi, donc 3k € N*, k > 1, (z1, 2322) € P,. Avec Pi N Py # 0 (union disjointe) donc (z1, 24¥2) sur le bord

de Py, donc non dans Py, (ouvert). Absurde. un

Exercice 0.20 Définition : Soit (F; = [ai, bi])ier une famille d’intervalles fermés t.q. a; < b; pour tout i. Cette
famille est dite presque disjointe ssi les intervalles ouverts ]a;, b;[ sont deux & deux disjoints.

Montrer que si U € Og (i.e. U est un ouvert), alors il existe une famille dénombrable (F; = [a;, b;])ien~
presque disjointe d’intervalles fermés t.q. U = | F;. Et cette propriété est conservée dans R™ ot les F; sont
des pavés.

1EN*

Réponse. On pave R™ par les pavés cubiques [a1,a1+¢] X ... X [an, an+q] ol les a; sont des multiples de 27 et ¢ =27
L]

(pavés de volume 27™)™). (Voir par exemple Rudin [I7] p. 48.) un

1 Ensembles, tribus et mesures

1.1 Tribus, espaces et ensembles mesurables, tribu borélienne

Soit £ un ensemble. Pour A C E, on note A = E — A le complémentaire de A dans FE.

Définition 1.1 Etant donné un ensemble E, une tribu (ou o-algébre) est un ensemble A C P(E) de parties
de F tel que :

1. § et E sont éléments de A,
2. A est stable par complémentation, i.e., si A € A, alors A® € A.

3. A est stable par union et intersection dénombrable, i.e. si (A;)ien- € AN, alors Mien- 4i € A et
UiEN* A»L G A,
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Remarque 1.2 Dans la définition précédente, il y a des redondances : une définition “minimale” équivalente est
(i) E € A, (ii) stabilité par complémentation, (iii) stabilité par union dénombrable. En effet (ii) et (i) impliquent
“=0¢c Aet (i) et (iii) impliquent ({J;cp- 4i)¢ = Nien- AY € A.

Définition 1.3 Un ensemble F muni d’une tribu A constitue un espace mesurable noté (E,.A) (espace sur
lequel on va pouvoir construire des mesures).
Et les ensembles A € A sont appelés les ensembles mesurables de E.

Exemple 1.4 Pour E ensemble quelconque, A = {(}, E} est une tribu appelée tribu grossiére un

Exemple 1.5 Pour E ensemble quelconque, A = P(FE) est une tribu appelée tribu discréte (elle contient tous
les singletons {x} pour = € E). un

Exemple 1.6 Soit E un ensemble quelconque contenant au moins deux éléments. Soit A C E. Alors A =
{0, A, A® E} est une tribu (importante en probabilités). wn

Exercice 1.7 Montrer que si A, B € A, alors B— A e A.
Réponse. B— A= B[ A€. ==

Proposition 1.8 Une intersection quelconque de tribus de E est une tribu de E.
Preuve. Un élément de l'intersection appartient & toutes les tribus et donc vérifie 1., 2., 3. un

Définition 1.9 Soit F' = (A;);er une famille de sous-ensembles de E, ou I est un ensemble quelconque (dénom-
brable ou non). L’intersection de toutes les tribus contenant (4;);cs est appelée tribu engendrée par la famille
(A;)ier, souvent notée o(F) (o-algébre engendrée par la famille F).

Voir plus loin remarque pour sa construction.

Définition 1.10 Si (E, Q) est un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu o(O) engendrée par
les ouverts de F (c’est la plus petite tribu contenant la topologie O, ou encore, c’est 'intersection de toutes les
tribus qui contiennent la topologie O).

Les éléments de la tribu borélienne sont appelés les boréliens.

Exemple 1.11 Cas particulier du langage : la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les intervalles
ouverts. Donc dans R, 'usage du mot tribu borélienne indique que R a été préalablement muni de sa topologie
usuelle, celle engendrée par les intervalles ouverts.

On vérifie immédiatement que les intervalles ouverts, fermés, semi-fermés, bornés ou non, sont dans la tribu
borélienne (en particulier, les ensembles A réduit & un point, A = {z} = [z, z], sont dans la tribu borélienne). On
notera Ag la tribu borélienne. Et on voit que c¢’est également, par exemple, la tribu engendrée par les intervalles
] — o0, b[ pour b € R.

(La tribu borélienne est strictement incluse dans P(E), voir remarque [[L391) un

Proposition 1.12 (Tribu par restriction.) Soit (E, Ag) un ensemble mesurable, soit F C E, et soit Ap =
{ANF:Ae Ag}. Alors Ap est une tribu sur F, et (F, Ar) est un ensemble mesurable.

Preuve. 1-Ona A =0 € Ag, donc DNF =0 € Ap. 2- Soit B € Ap, donc B = ANF avec A € Ag.
On a AY € Ag (tribu), donc F — B = F — (ANF) = F N A® € Ap : le complémentaire de B dans F
appartient & Ap. 3- Soit (B;)y+ une famille dans Ap. Donc B; = A; N F pour tout i ou 4; € Ag, donc
UL, Bi=U;_ (AN F)= (U, A) NF € Ap (distributivité). -

Remarque 1.13 La construction d’une tribu engendrée o(Z) par une famille Z = (A;);c; de sous-ensembles
de F n’est pas aussi simple que celle de la construction d’une topologie engendrée par cette méme famille,
cf. exercice Cette construction peut étre faite par “récurrence transfinie” (ou “induction transfinie” ou
“construction transfinie”).

Exemple pour la tribu borélienne de R on a Z = O 'ensemble des ouverts. Les étapes sont :

0- si Z est une famille d’ensembles, on note Z, ’ensemble des unions dénombrables et Zs 'ensemble des
intersections dénombrables.

1- Soit Zg = {A CR: A€ O ou A® € O} '’ensemble des ouverts et des fermés (“= O [J(O)C™).

2- Soit Z1 = (Zp)s U(Z0)s et par récurrence Z,11 = (Zn)o U(Zn)s-

3- On montre que o(Z) = J,—; Zpn, i.e. que tout élément de la tribu appartient & un Z, (quitte & prendre
n suffisamment grand) : le sens D est immédiat. Le sens C est moins immédiat : il s’agit de montrer que
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T = UZO=1 Z, est bien une tribu : il est immeédiat que toute autre tribu contenant O doit contenir Z.,. Tout
d’abord il est non vide car contient Zg O O.

La stabilité par passage au complémentaire : si A € Z, alors il existe n € N tel que A € Z,,. Montrons que
A% € Z, (donc € Z,) : c’est vrai pour n = 0 par construction de Z,. Supposons que ce soit vrai pour n—1 (i.e.
si B€ Z, 1 alors B € Z,_1).Si A€ Z, alors A est de la forme A = (UnBi)U(Ny Cy) ot les B;, Cj € Z,,_1,
done A% = (Uy B)° NN G5)° = (Nw BOINUx €) € (M BEYUUS ) € (Znmt)s UZau-)o = Zo,
on a bien A€ € Z,,.

La stabilité par union dénombrable : soit (A;);cn une famille dénombrable dans Z.,. Notons «; € N tel que
A; € Zo,. On a alors ;2o Ai € U2y Za, C Zoo. o

1.2 Mesure, espace mesuré

Soit (E,.A) un ensemble mesurable.

Définition 1.14 Une mesure positive (ou plus simplement une mesure) sur la tribu A est une application
positive

u:{A - R, = 0,00, 1)

A — p(A),

non nulle telle que :
L. pu(0) =0,

2. p est o-additive (propriété d’additivité dénombrable), i.e., pour toute famille dénombrable (A;);en-
d’ensembles mesurables 2 & 2 disjoints on a pu(J;en- Ai) = 2 goq 1(Ai) -

o0
si (Aj)ien- € AV et si, Vi, j € N*, A;()4; =0, alors u( | 4i) =D p(A). (1.2)
1€N* i=1

3. E est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure finie, ie., E = |J2, A; avec pu(A;) < co pour
tout 7 € N*.

Et p(A) est appelée la mesure de ’ensemble mesurable A € A.

Définition 1.15 Un espace mesurable (F,.4) muni d’une mesure pu est noté (E, A, u), et est appelé espace
mesuré.

Cas particulier : si u(E) = 1, alors u est appelée mesure de probabilité, et (E,.A, u) est appelé espace
probabilisé.

Exercice 1.16 Montrer que si A, Ay € A sont disjoints alors u(A; U As) = (A1) + u(Asz). En déduire que 2.
implique 1. (donc 1. est redondant dans la définition [[14).

Réponse. On prend A3 = Ay = ... = () dans 2.
Puis soit A1 € A t.q. u(A1) < oo. Un tel A; existe car une mesure vérifie 3.. Et Ax = 0 € A. Et A; et 0 sont disjoints
(A1N0 =10). Dot (A1) = p(A1U0) = p(A1) + p(0), d’oi u(0) = 0.

Exercice 1.17 Montrer que si A, B € Aet A C B, alors p1(A) < pu(B).
Réponse. B= A|J(B — A) avec A(\(B—A) =0. un

Exemple 1.18 Pour £ = R muni de sa tribu borélienne, la mesure usuelle g, dite mesure de Lebesgue, est
définie par, pour tout a,b € Rt.q. a <b:

we([a,b]) =b—a (la longueur de [a, b]). (1.3)

En particulier pe([a,a]) =0 = pe({a}) pour tout a : on dit que p, est une mesure “diffuse” (ou sans atome). py
définie a I'aide de ([I.3) est-elle une mesure sur Tg ?

Le point 3. de la définition [LT4] est immeédiat : R =, c,[n — 1, n].

Pour le point 1., nécessairement (@) = 0 (compatible avec ) C {a}). On doit avoir pe([a,b]) = pe({a}) +
we(Ja, b)) pour tout a < b, donc pe(]a,b]) = b—a. Idem pe(]a, b[) = b —a pour tout @ < b. Donc u est défini sur
la topologie usuelle de R (définie sur tous les ouverts).

On admet que pe(A) est alors bien défini sur tout ensemble mesurable A € Ag. Le point 2. de la définition [[.14]
est égalemnt admis. Voir par exemple Muthukumar [10], Rudin [I7], Villani [I8]... (Le § 86 donne une idée de
la démonstration a ’aide de la mesure extérieure).

Ainsi l'espace (R, A, uu¢) est un espace mesuré. un
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Exemple 1.19 Sur la tribu A = {0}, E'}, la fonction u définie par (@) = 0 et u(E) =1 est une mesure.

En revanche, toujours sur A = {), E'}, la fonction définie par u(#) = 0 et u(E) = co n’est pas une mesure
(le point 3. n’est pas satisfait). un
Exemple 1.20 (Mesure de Dirac y = §,) Soit E un ensemble muni de sa tribu discréte A = P(E), et soit un
point z € E. Pour A € A on pose :

=1 siz €A, )
5. (A) { _0 sizdA, ie. d:(A) = 14(x), (1.4)

ot 14 est la fonction indicatrice de A, cf. [@I). On vérifie que p = J, est bien une mesure : le point 3. est donné
par 6,(F) = 6,({z}) = 1. Le point 2. est donné par : si (A;)y+ est une famille d’ensembles mesurables 2 & 2
disjoints, alors un au plus des A; contient x.

Comme 6,({z}) = 1, la mesure §, n’est pas une mesure “diffuse” (la mesure d’un singleton n’est pas néces-

sairement nulle), contrairement & la mesure de Lebesgue. wn

Exemple 1.21 (Mesure de comptage) On prend E = (z;);en+ un ensemble dénombrable et A = P(E) (tribu
discréte). On pose :

oo o0
p=> 0u, ie.  VAE€A p(A)=> la(w). (1.5)
i=1 i=1
1(A) compte le nombre de points z; dans A. On vérifie que c’est une mesure. un

Exemple 1.22 (Mesure atomique) On prend E un ensemble quelconque et A = P(E). On se donne une suite
(x;)ien+ de points de F, et une suite ()\;);en+ de réels, et on pose

o0 o0
p=Y N, de.  VAEA p(A) = Nla(z). (1.6)
i=1 i=1
On vérifie que c’est une mesure. En particulier §, est une mesure atomique. un

Exemple 1.23 (Mesure de Stieljes) On prend E = R, A la tribu borélienne et F' : R — R une fonction réelle
croissante. On pose, pour tout a,b € Rsia <b:
déf
pr(la,b]) = F(b+) — Fa—), (L.7)

F(b+) = limp>0,n—0 F(b + h) et F(a—) = limp>0,n—0 F(a — h). Faire un dessin. Et F étant croissante, on a
F(b+) = infy~p F(x) et Fla—) = sup,, F(z) qui existent toujours.

F est appelée primitive de up (définie & une constante pres).

Cas particulier F' est continue : pp([a, b)) =3 F(b) — F(a).

Et en particulier lorsque F(z) = x, alors pup est la mesure de Lebesgue. un

Exercice 1.24 Vérifiez que pour une mesure de Stieljes donnée et b > a on a :

ur(la, b)) = F(b—) — F(a—),
pr(la, b)) = F(b+) — F(a+),
pr(la, b)) = F(b—) — F(a+), (1.8)

(
(
pr({a}) = Fla+) — Fla—) "2¢ [F](a) (saut de F en a).
Réponse. Par définition pr({a}) = pr([a,a]) = F(a+) — F(a—), i.e. (L)4.

Et [a,b] = {a}]a,b], union disjointe, donne pr([a,b]) = pr({a}) + pr(la,b]), soit F(b+) — F(a—) = F(a+) —

F(a—) + pr(la,b)). D’ot (L8)2. Idem pour les autres cas.
Autre démonstration. Pour tout h > 0 tel que b—h > a :

pr([a,b=h]) = F((b=h)+) = F(a—) — F(b—) = F(a—),

h—0

car F((b—h)+) < F(b—) pour tout h>0, et F((b—h)+) > F(b— ¢) pour tout ¢ dés que h < €. De méme pour les autres
cas. ==

Exemple 1.25 Mesure de probabilité : c’est le cas de la mesure de Stieljes ou F (croissante) est continue &
droite et est telle que F(—o0) = 0 et F(co) = 1. En particulier on a :

pur (] = 00, t]) = F(t). (1.9)

Et F est appelée fonction de répartition de la probabilité pu.
Exemple : F' = 1|, o[ est la fonction de répartition de la probabilité J. sur R, et F' est une primitive de d.,
voir cours de distributions. un
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1.3 Propriété essentielle : une mesure est monotone

Définition 1.26 Soit (A, )1<n<co € P(E)Y une suite de sous-ensembles de E.
La suite (Ay)1<n<co €8t croissante ssi A,41 DA, pour tout n.
La suite (Ay)1<n<oco est décroissante ssi A, +1CAy, pour tout n.
(A, )N+ est monotone ssi (A, )y~ est croissante ou décroissante.

Si (A,,)n~ est croissante, on note U A, note Jim A,.

n—oo
neN*
Si (A deé . A noté .. A
i (A, )n- est décroissante, on note n = lim A,.
N n— o0
neN*

Proposition 1.27 Si (E, A, 1) est un espace mesuré, si (A,)nen+ est une suite croissante d’ensembles mesu-
rables alors p(limy, oo An) = limy, 00 (Ay) -
(Ap)nen~ croissante = p(lim A,) = lm u(A,). (1.10)
n— oo n— oo
On dit que p est croissante.

Meéme résultat si la suite (A,,) est décroissante a condition de supposer de plus que u(A;) < oo : on dit que
w est décroissante.

Preuve. Notons A = UneN* A, =% lim, . A,. On a A € A par définition d’une tribu. On pose By = A;
et B,+1 = Any1—A, pour tout n>1 (les B,, sont les “couches successives de I'oignon A”).

A, = Uy <p<m Bn (trivial), et les B, sont 2 & 2 disjoints (trivial), d’out u(Ay,) = > i, p(By) car p est une
mesure. Et, par définition de Y 7 ;, on a > 7, u(By) = limy,e (D004 w(By)) = lim,_o u(Ay,), la limite
existant dans R car (u(Ay)) est une suite croissante, cf. exercice [[LT7

Et ona A =, cnv An = Upen+ Bn (immeédiat). D’ot, les B, étant 2 & 2 disjoints et p étant une mesure,
pw(A) =500 w(By), dou pu(A) = lim, e u(A,) comme annonce.

Dans le cas (A, )y~ décroissante, démonstration similaire. N.B. : hypothése (A1) < oo est nécessaire :
prendre A, = {n,n+1,...} = N* — [1,n—1]y, on a bien (A,)n~ décroissante, mais A, —>, 00 0, donc

pw(lim, o Ay,) = 0, alors que pu(A,) = oo pour tout n. ==

Remarque 1.28 On considére (R, .Ar) Iespace borélien réel usuel, et u, la mesure de Lebesgue sur R. Alors
si A € Ar (est mesurable), on a pe(A) = inf{u,(U): U € O, U D A}.

Pour le voir, on définit 4 : Ax — Ry par p(A) = inf{u,(U) : U € O, U D A}. On montre que x est bien
une mesure, et qu’elle est égale & uy sur les intervalles ouverts. un
1.4 Ensembles p-négligeables, ensemble de Cantor
1.4.1 Ensembles py-négligeables

Soit (E, A, 1) un ensemble mesuré.
Définition 1.29 Si A € A est tel que u(A) = 0, on dit que A est p-négligeable.

Exemple 1.30 Pour la mesure de Dirac d,, si € A, alors 0,(A4) = 0 et A est d,-négligeable. Et si x € A, alors
0:(A) =1 et A n’est pas négligeable. wn

Exemple 1.31 Pour la mesure de Lebesgue uy, tout ensemble dénombrable est négligeable. Et un ouvert non

vide n’est jamais négligeable (il contient un intervalle ouvert non vide). un
1.4.2 Ensemble de Cantor
Pour la mesure de Lebesgue py, il existe des ensembles négligeables qui sont non dénombrables.

Exemple 1.32 Ensemble de Cantor : il est construit comme limite de la suite de fermés emboités dont les
premiers termes sont :

Ay =[0,1]

A=D1 UIE (111)
1 21 27 8

A2=1[0,¢] U[§7 3) U[§7 gl U[§7 1]

(On enléve 1 au centre de chaque intervalle restant. Faire un dessin.)
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La suite (A,) est décroissante. L’ensemble Ao, = lim, o0 Ay = ﬂn y An est mesurable borélien comme
intersection dénombrable de fermés. Et il est immédiat que pe(A,) = % Lo (An 1) = ( )™ et donc qu’a la limite
pe(As) =0, i.e. Ay est pg-négligeable.

Et A, est non dénombrable : A,, contient les bords de A, pour tout n, et sachant que Ay a 2 bords et
A, 11 a deux fois plus de bords que A,,, on déduit que A,, a 2"*! bords. D’oi1 A, contient au moins 2V éléments

(puissance du continu voir annexe [A]) et est donc non dénombrable. wn

Remarque 1.33 A, est compact comme intersection dénombrable (), .y A, de compacts (chaque A, est par
construction fermé et borné). Et A, n’a pas d’intérieur (il ne contient aucun ouvert, ou encore son complémen-
taire est partout dense) : s’il contenait un ouvert, il contiendrait un intervalle ouvert Jx—e, x4+ pour x € R et
un € > 0. Or par construction A, contient des intervalles disjoints de largeur - 3w~ Donc quel que soit € > 0 en

choisissant n t.q. L%n < e, A, ne contient pas de tel intervalle, et Ao, C A,,. ==

Remarque 1.34 L’ensemble de Cantor permet de définir une fonction f continue croissante sur [0, 1] telle que
f(0) =0 et f(1) =1 dérivable presque partout, i.e. dérivable en tout point de [0,1] — A avec A négligeable, et
telle que f'(x) = 0 presque partout, i.e. pour tout = € [0,1] — A, ou A est négligeable.

C’est la fonction définie qui sur [%, 2] vaut 3 (intervalle manquant de A;), qui sur [§, 2] et [£, 3] vaut
respectivement, % et % (cf intervalles manquant de As)... Et f est bien constante au voisinage de chaque point
de [0,1] — A. Faire un dessin.

Pour la mesure de Lebesgue, f est donc dérivable “partout ot on la voit”, car un ensemble A négligeable (=
de mesure nulle) est un ensemble “invisible” pour I'instrument de mesure “la mesure de Lebesgue”. Et partout
ou on la voit on a f/(z) = 0 (on dira plus loin que f' = 0 preque partout), mais f n’est pas constante (bien
que f soit continue). En particulier f(z) # fo t)dt : donc f n’est pas la primitive de sa dérivée (1a ou elle
existe), bien que fo (t) dt soit bien définie au sens de l'intégrale de Lebesgue (voir plus loin).

Cette fonction de Cantor est un exemple de fonction qui est continue mais qui n’est pas absolument continue,
i.e. telle que f n’est pas l'intégrale de sa dérivée : f(x) 0) # fo t) dt. Attention, ici la dérivée n’est définie

que presque partout, et la notation de I'intégrale est celle de Lebesgue (1 1ntegrale de Riemann est insuffisante). '

Exercice 1.35 On a vu que ’ensemble de Cantor est un ensemble non dénombrable d’intérieur vide et de
mesure nulle. Construire un ensemble B non dénombrable d’intérieur vide et de mesure non nulle.

Réponse. On reprend le procédé de Cantor en partant de By = [0, 1], mais au lieu supprimer un intervalle de largeur

3 au milieu, on supprime un intervalle de largeur 1—c1 ot 1 €]0,1[. On obtient ensemble B = [0, ] U [1-%,1]
avec pe(B1) = c¢1 et By contient deux intervalles de longueur 3 &L donc pe(B1) = c1. Puis on continue en supprlmant un
intervalle de largeur 1—cz,0f c2 €]0, 1], pour obtenir By = [0, 5 54 01] U[F — 23, %] U... avec donc pe(Bz2) = cica, et By

ne contient que des intervalles de longueur ...

On a construit un ensemble By, tel que juy(Bn) = cica...cn et By ne contient que des intervalles de longueur <52,

A la limite on obtient I’ensemble Beo tel que p¢(Boo) = cica.. . Soit ¢ €]0, 1[. Choisissons les ¢; €]0, 1] tels que
we(Bos) = ¢ (en particulier tous les B, vérifient /,Le(Bn) ) Donc [[2, ¢ = ¢ donc >72 In(c;) = In(c), donc
%, 1&((0;)) =1=73 7, 5. On choisit les ¢; t.q. 111((0;)) = 5, soit ¢; = ¢27. Comme Boo a le méme nombre de points que

I’ensemble de Cantor, cet ensemble est non dénombrable. Et comme pour ’ensemble de Cantor, B n’a pas d’intérieur

puisque B, ne contient que des intervalles de largeur 5" < 2%, (pour Cantor on a ¢, = % pour tout n). Donc B = B
L]

convient. =

1.5 Tribu étendue A,

Il est pratique mathématiquement de considérer une tribu “étendue”

Définition 1.36 Soit B € P(E). S’il existe A € A p-négligeable (u(A4) = 0) t.q. B C A, alors B est également
dit p-négligeable (bien que non mesurable a priori), et on note p(B) = 0.

Un ensemble B € P(E) est dit p-mesurable ’il est égal u-presque-partout & un ensemble A mesurable
(A€ A),ie. si A(\(E — B) et B[\(E — A) sont u-négligeables (faire un dessin), i.e. si :

WA\(E = B)) =0 = u(B(\(E - 4)), (112)
Définition 1.37 On définit la mesure d’un ensemble B p-mesurable par u(B) = pu(A) si A € Aetsi B=A
U-presque-partout.

Et si B est u-négligeable, on dit que u est portée par £ — B.

Proposition 1.38 Les ensembles pi-mesurables engendrent une nouvelle tribu A, (qui contient A).

Preuve. On le vérifie facilement. Exercice. an

10
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Remarque 1.39 En général, A, & P(F), ie. il existe en général des sous-ensembles de E qui sont non pu-
mesurables.

Exemple dans R muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue puy :

(i) On considére la relation d’équivalence : xRy ssi y — x € Q (réflexive, symétrique, transitive : immédiat).
Pour z € R, on note & = {z + q : ¢ € Q} la classe d’équivalence de z.

(ii) L’axiome du choix permet de former un sous-ensemble A de R en choisissant un et un seul point dans
chaque classe d’équivalence. Montrons que A n’est pas jg-mesurable.

(iii) Montrons que |J,cq(¢+4) ={g+A:q € Q} —=not¢ P est une partition dénombrable de R.

(iii); L’union vaut R : soit z € R, soit z, le représentant de = dans A, et soit ¢ = z — 2, € Q : on a
r=q+z, € q+ A, donc z € P, donc P D R, donc P =R.

(iii)2 L’union est une partition : si € (g1 + A) N (g2 + A), alors = ¢1 + a1 = ¢2 + a2 o ¢1,92 € Q et
ai,az € A. Donc as — a; = g2 — q1 € Q, donc a;Ras, donc a; = as par construction de A, donc g2 = ¢1. Donc
si g1 # qo alors (q1 + A)N (@ + A) = 0.

(iv) Supposons que A est un borélien. Donc ¢ + A est un borélien, et donc 'union dénombrable P =
Ugeq(q+A) est un borélien.

On a [0, 1[= [0, 1[NR = [0, 1[NP = [0, 11U, c0(a+4)) = Uyeq ([0 LIN(a+4)). Et on a U,([0, 1[N(a+A4))
est une union disjointe de [0,1[ : si z € [0,1](¢+A) et x € [0,1])(s+A) on a nécessairement x est a la fois
dans r + A et dans s + A, et on a déja vu que cela implique ¢ = s. Donc :

L= (0,10 = D pe (10,11 Va+4)) = D e (01— gl 4)

qeQ q€Q
= ) {ZW([—H’CJ—H’C[HA)H > ue{U([—q+k,1—q+k[ﬂA)},
q€[0,1[NQ keZ q€el0,1[NQ  kEZ

car 'union “ J,.,” est disjointe (puisque si k1 # kp alors [—q + k1,1 — ¢ + ki[[—q + k2,1 — ¢ + k2[= (). Et
donc (distributivité de N) :

1= > wl(UFa+ki-a+k) VA = Y w®A) = 3 ().
g€[0,1[NQ kEZ g€[0,1[NQ g€[0,1[NQ

(v) Absurde : on ne peut n’y avoir us(A) = 0, ni avoir ug(A) # 0 : donc A n’est pas mesurable. un

Remarque 1.40 Dans les applications “ingénieur” des mathématiques appliquées, les sous-ensembles de R
seront tous mesurables pour la mesure de Lebesgue : on ne sait pas exhiber explicitement un ensemble qui n’est

pas mesurable (méme si on sait qu’il en existe grace a axiome du choix, cf. remarque précédente). un

1.6 Notion de p-presque partout (u-p.p.)

Rappel. Soit E' un ensemble. Soit Z une affirmation (une assertion) sur E. Soit :
V={zcE:Z(x)vrai} et F={zcE:Z(x)faux} (doncV = F°). (1.13)
On dit que Z est vraie sur F, ssi Z est vraie partout, i.e. ssi elle est vraie en tous les points de E, et on note :

“Zvral” <= V=F < {x€ FE:Z(x) vrai}

— F=0. (1.14)

Définition 1.41 Z est dite vraie pu-p.p. (u-presque-partout) ssi ' € M, i.e. ssi F' est y-mesurable et -
négligeable :
“Z vrai u-p.p. <= p(F) =0, (1.15)

a comparer avec (LLI4)). On dit également “Z p-p.p. vrai’.
Interprétation de (I.I5]) : la mesure u “ne voit pas” ’ensemble des points ou c’est faux. Donc Z est “vraie
pour p”.

Exercice 1.42 Soit pe la mesure de Lebesgue sur R. Montrer que pe(N) = 0 et 1(Q) = 0. En déduire que la
propriété “tous les réels sont irrationnels” est une propriété vraie pg-p.p..

Réponse. On a N C R ot N = |, {7} est une union dénombrable d’ensembles (les singletons) deux a deux disjoints,
donc pe(N) =3 me({n}) = >0 =0 car py est une mesure.

On a Q C R et Q dénombrable : il existe une bijection f : N — Q. Donc pe(Q) = pe(f(N)) = pe(U,,en{f(n)}) =
Y onen He({f(n)}) =0, car union dénombrable de singletons distincts 2 & 2. wn

L’ensemble F' n’est pas toujours facile & caractériser. On utilise souvent :

11
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Proposition 1.43
“Z vrai p-p.p.” < FA€ A, p(A) =0, t.q.Vx € E— A on a “Z(x) vrai”, (1.16)

i.e. “vrai sur E a un ensemble négligeable prés”, a comparer avec (I.14). (Un tel A contient F'.)

Preuve. F¢ = {x € E: Z(z) vrai}) est mesurable car complémentaire d'un ensemble mesurable.

= : supposons (Z vrai u—p.p.), ie. w(F) =0, cf. (CI5). On a, Vo € FC, Z(x) vrai. Donc il existe bien un
A€ Ay, asavoir A=F, t.q. u(A) =0 et, Vo € A®, Z(z) vrai.

< : supposons le membre de droite de (ILI6) : il existe A € A, t.q. u(A) = 0 et, Vo € A®, Z(x) vrai. Donc

A® cV =F¢Y donc F C A, donc pu(F) < u(A) =0, donc p(F) = 0 (une mesure est positive). v
Rappel :
“Z est faux” & négation de “Z est vrai” <= Jr € E, Z(x) faux < F #10), (1.17)
cf. (LI4).
Définition 1.44 Notation :
“Z est faux p-p.p.” def négation de “Z est vrai pu-p.p.” < u(F) #0, (1.18)

cf. (LI5). On dit également “Z p-p.p. faux” (donc Z est faux sur un ensemble qu’on voit).
Proposition 1.45 Z est faux u-p.p. ssi il existe un ensemble non négligeable sur lequel A est faux :
“Z est faux p-p.p.” < JA € At.q. u(A) #0et, Vo € A, “Z(x) faux”. (1.19)

Interprétation : “Z est faux u-p.p.” ssi la mesure p “voit” un ensemble A sur lequel A est faux (ce n’est pas
nécessairement F' tout entier).

Preuve. = : supposons “Z est faux pu-p.p.”. Donc p(F) # 0, cf. (ILI5). Donc il existe A, a savoir A = F, t.q.
w(A) #0et Ve € A= F on a“Z(x) faux”.

< : supposons le membre de droite de (I.I9). On a A t.q. u(A) > 0 et Vo € A, “Z(x) faux”, donc A C F,
donc p(A) < p(F), donc pu(F) > 0, et on utilise (TI15). oa

Remarque 1.46 On note M, 'ensemble des ensembles p-négligeables :

Mo ¥ (A e A, u(A) =0} (1.20)

Donc si A € Mo alors A est un ensemble qu’on “ne voit pas” quand on le regarde avec la mesure .
On a, par négation de (LI6) :

“Z est faux p-p.p.” <= VA€ My, Ix € E— A, “Z(x) faux”. (1.21)

Ce résultat sera peu utilisé. un

1.7 Fonctions égales yu-p.p.

Soit f et g : E — R deux fonctions py-mesurables. On a, cf. définition (LI5)), toujours avec Mo ={A € A, :
u(4) = 0} :
(f=gupp.) = p{zeE: f(z)#g(x)}) =0

i (1.22)
<— JA e My t.q.Vz e A%, f(z) = g(z),

et on dit alors que f = g p-p.p., ou encore f = g & un ensemble p-négligeable prés. A comparer avec (1’égalité
“partout”) : (f =g) ssi (Vo € E, f(z) =g(x)), i.e. :

(f=9) = reB:j@ o) =0
<= Ve E, f(z)=g(x).

Exemple 1.47 Pour f = 1j33 et g = 1)z 3. On a f = g partout sauf pour z € {2,3}. On a u,({2,3}) = 0,
donc f = g pe-p.p.- On a §2({2,3}) = 1 # 0, donc f # g d2-p.p. : on le vérifie avec (I.I9) : pour A = {2} on a
02(A) # 0 et pour tout & € A (donc ici pour z =2) on a f(z) =1 # 0 = g(x). Idem pour d3. Et pour ¢, quand
a¢{2,3},ona f=gd,p.p.

Et 19 =0 f-p.p.. un

(1.23)

12
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Exemple 1.48 Et (LI9) donne :

(f#gmpp.) = ul{ze B f@) #g@)}) #0
<— JA¢ Mo t.q.Vz € A, f(x)# g(x),

(1.24)

i.e. “la mesure p voit un ensemble A (on a u(A) # 0) sur lequel f # g”. A comparer avec la négation de (L23) :

(r#9) <= b, f(x) # g(a). (1.25)
Exemple pour f = 1[a3) et g = 1jg 3 avec u = 03 + d3 : ici Mo = {A CR:2,3 ¢ A}. Et il existe A ¢ Mo, par
exemple A = {2}, t.q. f(x) # g(x) pour tout = € A (i.e. pour z = 2). oa

Exercice 1.49 Vérifier que la négation de (22) est :

(£ #9ppp.) = VA€M, Fv € A°, f(x) # g(x). (1.26)
Appliquer & Pexemple f = 133 et g = 1)p 31 avec g = da.

Réponse. Le contraire de (Elz € Z t.q. “Propriété”) est : (Vz € Z on a “Propriété fausse”)

Le contraire de la propriété : (Vm € A% on a f(z) = g(m)) est : (Em € AC, f(x) # g(m)) D’ou (T26).

Exemple pour f = 12 3 et g = 1y 3 avec = J2 : la propriété (VA € Mo) s’écrit dans ce cas : (VA CRtqg.2¢ A).
Donc pour A € Mg on a2 € A%, et f(2) # g(2). ==

Exemple 1.50 Convergence u-p.p.. Rappel : une suite (f,,)n= de fonctions converge simplement vers une fonc-
tion f ssi elle converge “en tout point” :

(fn — f simplement) — Ve ek, folz) — flx). (1.27)
n—oo n—oo
Une suite (f,,) de fonctions converge p-p.p. (converge “presque partout”) vers une fonction f ssi :

(o> Fupp) = wle€E : fule) 4 f2)} =0
— 3JAe My, t.q.Vze AY, f,(z) — f(x),

n—o0

(1.28)

i.e. ssi 'ensemble {z € E: f,(x) /4 f(x)} est p-négligeable.
En particulier, si la suite converge simplement alors la suite converge p-p.p.. La réciproque est fausse :

exemple : f, = 1[(),%] zon a fp—n—oo 0 pie-p.p., alors que fn(o) =1—n 01 #0. L

1.8 Fonctions nulles p-p.p. (fonctions p-négligeables)

On introduit la relation d’équivalence des fonctions égales p-presque partout : si f et g sont mesurables, on
pose :

fRg <<= f=gppp. (1.29)

i.e., les deux fonctions f et g sont égales & un ensemble de mesure nulle prés :
JAeA,, pA)=0, VzeeE—-A, f(z)=g(2), (1.30)
voir (L22)). Ou encore (en notant h = f — g) :
f=g9g+h ou 3AcA,, pA)=0, VeeE—-A, h(z)=0. (1.31)

On vérifie immédiatement que R est bien une relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive) dans Fpy.
Et la classe d’équivalence d’une fonction f mesurable est I’ensemble :

classe(f) ={g € Fum : gRf} note f.

En particulier, la classe des fonctions nulles presque partout, dite “ensemble des fonctions négligeables” (pour
la mesure p), est : _
N =classe(0) =0={f € Fu: f=0 ppp.}. (1.32)

Donc : .
fRgy <= f—geO. (1.33)

13



1

Remarque 1.51 Interprétation : f et g sont p-p.p. égales ssi I'instrument de mesure g ne peut pas les diffé-
rencier. un

Exemple 1.52 Pour la mesure de Lebesgue la fonction 1g est nulle pp-p.p. :ona lg € N = 0, i.e. i@ =0,
i.e. 1gR0. Ainsi pour la mesure de Lebesgue on a p¢(1lg) = 1(0), et Pinstrument de mesure p, ne fait pas la
différence entre 1g et la fonction nulle. De méme si on remplace Q par un ensemble fini ou dénombrable, ou par

I’ensemble de Cantor par exemple. ==
Exercice 1.53 Montrer que f “non nulle” p-p.p. ssi :
iB ¢ My, Vzx e B, f(:C) #0, (1.34)

i.e. f est non nulle sur tout un ensemble vu par la mesure .

Réponse. f nulle p.p. : 34 € My, Vo € A®, f(z) = 0. Négation :
VAe Mo, 3JzeA°, f(z)#0. (1.35)

Supposons (L34). Soit B t.q. (L34). Montrons (L35). Soit A € Mo, donc 1- soit AN B = § auquel cas B C A et c’est
trivial, 2- soit AN B # 0 auquel cas A° N B # (), car A N B = () implique B C A, donc u(B) = 0, absurde : il existe
donc 2 € A° N B t.q. f(x) #0.

Supposons ([L35). Montrons (I34)). Soit N = {z : f(z) # 0} ('ensemble des non-zéros de f). Montrons que p(N) # 0,
et on prendra alors B = N. Sinon u(N) = 0, donc f est nulle p.p.. C’est la négation de (IL.33]) : absurde. Donc p(N) # 0. u'n

2 Fonction A-mesurable

2.1 Définition

On se donne un espace mesurable (E, Ag). Pour le moment on ne dispose pas de mesure.

On cherche a savoir quand une fonction f : F — R est “mesurable” (ou “intégrable relativement & une
mesure 1”) : il va falloir que f ait un sens sur les ensembles mesurables A C Ag. On pourra alors, pour A € Ag
et aprés introduction d’une mesure p, définir [ 4 J dp, en commencant par définir / aladp —def 1(A), puis en
approchant f par des fonctions étagées.

Définition 2.1 Soit R muni de sa tribu borélienne Ag. Soit f : £ — R.

1- f est dite Ag-mesurable ssi f~1(] — o0, a]) € Ag pour tout a € R.

1’- f est dite Ag-mesurable ssi f~1(] — o0, a]) € Ag pour tout a € R.

2- Ou de maniére équivalente ssi pour tout intervalle I de R on a f~1(I) € Ag.

3- Ou de maniére équivalente ssi pour tout U ouvert de R on a f~1(U) € Ag (I'ensemble f~1(U) appartient
aAg).

4- Ou de maniére équivalente ssi pour tout borélien I de R on a f~(I) € Ag.

Lorsque le choix de la tribu Ag est implicite, on dit simplement que f est mesurable au lieu de A g-mesurable.

Et si f: E — R alors, notant Dy = {x € E : |f(z)| < oo} = f~1(R), la fonction f est .Ap-mesurable ssi
Dy € Ag (est mesurable) et fp, (la restriction de f & Dy) est Ap-mesurable, ot on a muni Dy de la tribu Ag
restreinte & Dy (voir proposition [[.12).

Exercice 2.2 Montrer que les différentes définitions 1-, 1’-, 2-, 3-, 4- de la définition 2.1l sont effectivement
toutes équivalentes.

Réponse. 1- & 17 : pour tout a € R on a ]| — oo, af et | — 00, a] dans la tribu borélienne de R (ce sont des intervalles) et

{a} =] — o0,a] N [a, co| également (intersection de deux boréliens. Supposons 1-. Alors comme | — 00, a[=] — 00, a] — {a}
ona f7!(] —o0,a]) = f71(] — o0,a]) — f~'({a}) dans la tribu borélienne, cf. exercice L7}
Supposons 1’- : alors | — 00, a] =] — o0, a[N{a} union disjointe donc f~'(] — 00, a]) = f~1(] — 00,a]) U f~'({a}) dans

la tribu borélienne par stabilité d’une tribu.

4- = 3- = 2- = 1- : immédiat.

1- = 2- : si I = [a,}] intervalle, alors I =] — 00,b]—] — o0, a[, donc f~(I) = (] — 00,b]) — '] — 00, a[€ Ap,
cf. exercice [[L7

2- = 3- : les boules ouvertes, ici les intervalles, forment une base de I’ensemble des ouverts, donc un ouvert U est de
la forme U = | J,_, I; ot les I; sont des intervalles et J est au plus dénombrable. Donc f~(U) C Uics fHIL) € Ag par

icJ
stabilité d’une tribu.
3- = 4- : idem. an
On notera : y
note
Fu(E,Ap) = Fu (2.1)

P’ensemble des fonctions mesurables, la derniére notation s’il n’y a pas d’ambiguité.
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15 2.2. Fonctions continues : mesurables

Définition 2.3 De maniére plus générale, si (E, Ag) est une espace mesurable, et si (F,Op) est un espace
topologique, alors f : E — F est Ag-mesurable ssi f~1(U) € Ag pour tout U € Op.

Remarque 2.4 Le nom Ag-mesurable peut préter a confusion : il n’y a pas besoin de mesure pour définir
une fonction mesurable : mais f étant mesurable, on va pouvoir la mesurer, i.e. définir une mesure sur I’espace
mesurable (E, Ag) puis définir une mesure de f. La démarche est la méme que lors de la définition des espaces
mesurables et des espaces mesurés. un

Exemple 2.5 Si A € Ag, alors 14 la fonction indicatrice de A est Ag-mesurable.

En effet,ona 1,'({0}) = A, 1;'{1}) = E—Aet 1" ({y}) =0siy ¢ {0,1}, dotr : on a donc 1, (] — 00, a])
égal soit 4 (), & A, &4 E — A ou & E, et comme par hypothése A € A on a bien 121(] —00,a]) € A.

Les fonctions indicatrices 14, pour les A € Ag, sont les fonctions de base qui serviront & construire les

fonctions étagées puis les fonctions intégrables. un
Exercice 2.6 Soit F un ensemble de plus de trois éléments, soit A C E t.q. A # 0 et A # E, et soit

T(A) = {0, A, A° E} la tribu engendrée par A. Montrer que les seules fonctions f : E — R qui sont 7 (A)-
mesurables sont les fonctions f = als + 81 4¢ pour «, 8 € R.

Réponse. =. f = 0 vérifie f (] — 0o,a]) =0 sia<0et =Fsia>0,donc f =0 est T(A)-mesurable.

Soit f = ala + Bl,c avec a < B, alors f~!(] —oo,a]) =0sia<a,=Asiac]a,f, et =Esib>p. Donc f est
T (A)-mesurable. Calculs similaires si o = 8 ou a > 3.

<. Soit f T(A)-mesurable. Supposons qu'il existe c, 8 € R avec o < 8 t.q. f(A) =]a, B[. Notons f~*(Ja, 8]) = AUB
avec B C A°. On doit avoir AUB € T(A). Onn’apas AUB = 0 car A # (. On n’a pas AUB = A® car A # 0.
Supposons AU B = E i.e. B = A®. Par définition de «, 8 on a f_l(]“Tw,B[) C A, donc f n’est pas T (A)-mesurable.
Contraire a Phypothése. II reste le cas AUB = A ie. B = 0 auquel cas f~'(Ja, 8]) = A4, et ffl(]aTH;,B[) C A, donc
f non T (A)-mesurable. Donc I’hypothése a < 8 t.q. f(A) =]a, B[ n’est pas possible. Méme démarche pour a < 3 et
f(A) = [a, 8] ou intervalle semi-ouvert : impossible.

Donc il reste le cas a = § et f(A) = {a}, donc f = ala + glp avec g fonction et B C A°. Comme A et A jouent
le méme role (poser f(A°) =]a, B[) on en déduit que f = hla + 81 4¢ avec h fonction et 3 € R. Donc f = ala + Blp. wa

Remarque 2.7 Dans le langage des probabilités, étant donné un espace mesurable (E, Ag) : une fonction
mesurable est appelée variable aléatoire.

Une variable aléatoire est donc une fonction X : E — R telle que : pour tout I intervalle de R, X ~1(I) est
mesurable (i.e. X 1(I) € Ag).

Si de plus on se donne une mesure g définie sur (E, Ag) telle que u(E) = 1 (une mesure de probabilité) qui
fait de (E, A, 1) un espace probabilisé, on peut alors calculer le pourcentage des points € E tels que X (x)
appartienne & un intervalle donné I C R.

L’ensemble de tels x est donnée par X '(I) = {x € E : X(z) € I} ="% [X € I], et la mesure de cet
ensemble est u(X (1)) ="°% (X € I]) appelée probabilité de “trouver X dans I”, i.e. u([X € I]) est le
“pourcentage” (relatif & la mesure p) de points z € E dont I'image X (z) est dans I. un

2.2 Fonctions continues : mesurables

Proposition 2.8 “Toute fonction continue est mesurable”. Cela signifie précisément : si (E,Og) et (F,Op)
sont deux espaces topologiques et si f : E — F est une fonction continue, alors f est mesurable lorsque E est
muni de sa tribu borélienne o(OF).

Preuve. Pour tout ouvert U de F, f étant continue, I'ensemble f~1(U) est un ouvert de E, donc est dans la
tribu de E. Donc toute fonction continue est mesurable. un

Exercice 2.9 Montrer que la tribu borélienne Ag de R est stable par translation, i.e. si r € R et si A € Ag
alors r+ A € Ag.

Réponse. Soit r € R. Soit f : ¢ € R —» y = . —r € R la translation de r : c’est une fonction continue (I'image réciproque
d’un ouvert est un ouvert : Pouvert translaté), donc mesurable (proposition précédente). Donc si A est un borélien alors
f71(A) est un borélien. Donc f~'(A) ={r € R: Iy € At.q. 2 =y +7} =7+ A est un borélien. un

Proposition 2.10 Soit (E, Ag) un espace mesurable et soient (F,Op) et (G, Og) deux espaces topologiques.
Si f: E — F est mesurable et si g : F — G est continue, alors go f : E — G est mesurable.

Preuve. Ona (go /)1 (C)={x € E: g(f(z) e C} ={x € E: f(z) € g1 (C)} = f~1(g7}(C)) pour tout
sous-ensemble C' C G. Soit W un ouvert de G. Alors V = g~}(W) est ouvert dans F car g est continue. donc
(go f)~t(W) = f~ (g7 (W)) = f~1(V) est mesurable car f est mesurable. -
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16 2.3. Stabilité de l’ensemble des fonctions mesurables

Corollaire 2.11 Soit (E, Ag) un espace mesurable et on considére (R, Or) 'espace topologique réel usuel.
Soient u,v : E — R deux fonctions mesurables réelles, et soit ® : R x R — R une fonction continue. Alors la
fonction h : E x E — R définie par :

h(z) = @(u(x),v(z)) (2.2)

est mesurable. En particulier, la somme u + v et le produit uv de deux fonctions mesurables u et v est une
fonction mesurable.

Preuve. Soit f : E — R? définie par f(z) = (u(z),v(z)). Montrons que f est mesurable. Soit I =]a, b[, J =|c,d|
et le rectangle R = I x J. Alors f~'(R) = w='(I) N v™1(J) est mesurable comme intersection d’ensembles
mesurables. Et tout ouvert V' C R? est réunion dénombrable V = [J:2| R; de rectangles de type R = I x J.
Comme f~Y(V) = f~Y (U2, Ri) = Uj=; ' (Ri), on a bien f~(V) mesurable. Et ® continue donne h = ® o f
mesurable, cf. proposition

Puis la fonction somme ®(z,y) = S(x,y) = z+y et la fonction produit ®(x,y) = P(x,y) = zy sont continues
sur R? : si xg,yo € R sont fixés, si h, k € R, alors

|S($O+h, y()+k) — S(l‘(), y())| = |h*k| —h,k—0 0 (1mméd1at), et

|P(zo+h, yot+k) — P(xo,y0)| < max(|hl,|k|,|hk])(|zol+|yo]) —h,k—0 0 (immeédiat). wn

2.3 Stabilité de ’ensemble des fonctions mesurables

Corollaire 2.12 L’ensemble des fonctions réelles Ap-mesurables est un espace vectoriel, sous-espace vectoriel
de ’ensemble des fonctions E — R. De plus, cet ensemble est stable par :

* sup et inf : sup(f, 9)(x) = sup(f (), g(x)).

* passage aux limites simples de suites de fonctions : sup(f,), inf(f,,), iminf(f,) et limsup(f,) (voir plus
loin (5.16) et (5.23) pour le rappel de la définition de liminf et lim sup).

Preuve. Si f est mesurable et A € R, comme gy : 4 € R — ga(u) = Ap est continue, gy o f = Af est mesurable.

Si f,g9: E — R sont mesurables, comme ® = +: (x,y) € E x E — x +y € R est continue, h : x — h(z) =
O(f(x),g9(x)) = f(x) + g(x) est mesurable.

Si f et g sont mesurable, soit h = inf(f,g), i.e. h(z) = min(f(z),g(z)) € R pour tout = € E. Alors
h=1(]—o0,al) ={z: f(z),g9(z) < a} = f~1(]—o00,al) (N g (]—oc, a]) intersection de deux ensembles mesurables,
donc est mesurable. Idem pour sup(f, g) = —inf(—f, —g).

Soit, (f,)n une suite de fonctions réelles mesurables sur E et soit g = inf(f,). On a g(z) = infy(fn(z)) € R,
donc g71(] —oc,a]) = {z : g(z) <a} ={z :Vn €N, f,(z) <a}={z:VneN, z e f1(] - o0,a])} =
Ny [ t(] = 00, a[) intersection dénombrable d’ensembles mesurables. Donc g = inf(f,,) est mesurable. De méme
sup(f,) est mesurable.

Et lim inf(f,) =4 sup,cy(gx), ot on a posé gy = inf,>(fn) pour k € N. Comme les gy sont mesurables (cf.
ci-dessus), on a sup,cy(gx) est mesurable (cf. ci-dessus), donc liminf(f,,) est mesurable. De méme lim sup(f,)

est mesurable. -~

3 Intégration de fonctions positives
3.1 Mesure de fonctions étagées
On se donne un ensemble mesuré (E, Ag, ;). On commence par remarquer que :
Proposition 3.1 Sin € N*, si ¢1,...,¢, € R et Ay,..., A, € Ag (mesurables), alors la fonction étagée f =

Yo cila, est mesurable.

Preuve. Une somme finie de fonctions mesurables est mesurable, cf. corollaire 212 (I’ensemble des fonctions

mesurables est un espace vectoriel). wn

La mesure n’a été jusqu’ici définie que pour les ensembles. Pour mesurer les fonctions on va se ramener 4 la
mesure des ensembles 4 laide de :

Définition 3.2 Pour A € Ag (ensemble mesurable) et 14 : E — R sa fonction indicatrice, on définit la mesure
f(14) de la fonction mesurable 14 par :

A0 )" [ [ [ aue), (3.1)
E A €A
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17 3.2. Intégrale de fonctions A-mesurables positives

Notation. Pour alléger les notations, on notera abusivement i = pu :

noté

Ala) "2 u(a) (% pa). (3.2)

bien que p soit définie sur les ensembles alors que [ est définie sur les fonctions (mais il n’y a pas d’ambiguité
dans 'utilisation).

Définition 3.3 Soit n € N*, ¢y, ...,¢, € R, Ay, ..., A, € Ap (tous mesurables) et la fonction étagée :

n
f = Z CilA,”
i=1

qui est donc mesurable. La mesure de f est définie dans R par :
n
deéf
w(f) = Z ZCz/lAdM ch/ du

/fdnote/ F(@) du(a).

En particulier pour la mesure de Lebesgue jis, on note pug(f) = [, f dx (au lieu de [, f dpu).

Exercice 3.4 Montrer : si A € A est négligeable et si f est une fonction étagée alors pu(1laf) = 0.

Réponse. La fonction 14 f est mesurable comme produit de fonctions mesurables et est étagée puisque = " | cila, na-
Et p(laf) =20 cp(AiNA) =20 ¢ci0=0car 0 < u(A:;NA) < p(A) =0. un

Exercice 3.5 Soit E = [0,1] muni de la tribu borélienne Ap = E N Ag, cf proposition [[LT2] et de la mesure
borélienne . Soit B € Ag(mesurable) t.q. B=0 (intérieur vide), B non dénombrable, et 0 < pp(B) < 1, cf.
exercice

1- Rappeler ce qu est une fonction intégrable au sens de Riemann.

2- Rappeler que si A= () (intérieur vide), alors son complémentaire A® est dense dans E.

3- Montrer que la fonction 15 n’est pas intégrable au sens de Riemann (n’est égale presque partout & aucune
fonction Riemann-intégrable).

Réponse. 1- Rappel : f intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] veut dire : f est bornée sur [0, 1] et f peut étre encadrée
par deux fonctions f,, et far en escalier, fr, < f < far, avec pe(far — fm) aussi petit que souhaité (voir remarque [L5]).
Donc pour tout € > 0, 3n € N, 3I(2;)i=1,....n-1 € R" ! avec 290 = 0 et 2, = 1 et x;_1 < x; pour tout i (donne une
partition de [0, 1]), t.q. si on pose m; = mingejy, 0,0 f(2) et M; = max,ejp, 2,0 f(2) puis fm = >, mily, | 2,1 €t
fra =30 Mils, oy alors e(far—fm) <€ ot pre(far—fm) = S0y (Mi—ma)(zi—zi-1) =" [1(far(2)— fm(2)) dax

Et on note alors p(f) = [ f dz la valeur limite de 'encadrement obtenu par “raffinement” de la partition : on part
d’un découpage P, = J'_, [n,i—1, Zn,s) donné et le découpage raffiné Poy1 = U7 [Zns1,i-1, Tnt1,s) est t.q. Vi =0, ..., 7,
37 =0,..,n4+1 t.q. Tnt1,j; = Tn,, €t o0 suppose que supizl’wn(xnyifxn,i,l) — 0 quand » — 0 (la taille des mailles tend
vers 0).

2- Soit A C [0,1] un ensemble d’intérieur vide. Montrons A dense dans E, i.e. Yz € [0,1]. Ve > 0, Iy € A€ t.q.
y € B(z,e). Sinon 3z € [0,1], e > 0 t.q. B(z,e)NAS =0, donc B(zx,e) C A, donc A n’est pas d’intérieur vide. Absurde.

3- f = 1p pe-p.p- sur [0, 1] équivaut & : f(z) = 1p(z) pour tout z € A° = [0,1] — A ot u¢(A) = 0. Donc en particulier
f(z) = 0 pour tout x € BN A°. Et BN A° # ) : sinon BN A = (§ et donc pe(BY U A°) = 11(B) + pe(A°), avec
pe(AC) = 1—pe(A) = 1 (car A est négligeable) et avec ju(B°) = 1—pe(B) > 0 (par hypothese). Donc e (BCUAS) > 1:
absurde puisque p(E) = 1. Donc il existe un z € B N A°. Donc mingepo,q) f(z) < 0.

Ce qu’on vient de faire sur [0, 1] peut étre fait sur chaque intervalle |x;_1,z;[ : donc pour tout découpage [0,1] =
Ui [@io1, @] ot 21 < @i pour tout ¢ = 1,...,n, on a minj,, , .,[f(x) = m; <0 pour tout i. Donc p(fm) < 0 pour
toute fonction en escalier minimisant f au sens de Riemann. De méme ue(far) > 1. Ce pour toute partition de [0,1] :
donc f n’est Riemann intégrable : il n’existe pas de fonction intégrable au sens de Riemann presque partout égale a la

fonction 15. an

3.2 Intégrale de fonctions .A-mesurables positives

On g’intéresse d’abord aux fonctions positives (il n’y aura pas d’ambiguité de type “co — oo =7”) & valeurs
dans Ry =Ry (Joo.

Théoréme 3.6 et définition Une fonction A-mesurable positive f : E — R, est limite simple d’une suite
croissante (f,)n+ de fonctions étagées positives définies sur des ensembles mesurables. On définit sa mesure par
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18 3.2. Intégrale de fonctions A-mesurables positives

(dans Ry) :
p() € sup p(fa) "E lim p(fa), (3.4)

et on note également :

wh) = [ Fan® sup [ fodn v [ g (3.5)

neN*

et ce nombre est indépendant de la suite croissante ( f,,) choisie qui converge vers f. D’ou la définition alternative :

u(f) = sup 1(9)- (3.6)

g mesurable étagée, 0<g<f

Et lapplication p ainsi prolongée (aux fonctions A-mesurables positives) est :
— semi-linéaire, i.e., u(f + g) = p(f) + p(g), et pour tout A > 0, p(Af) = Au(f),
— monotone, i.e., si f < g alors u(f) < u(g),
— continue croissante, i.e., pour toute suite croissante (f,)n+ de fonctions positives, on a :

p(lim (fn)) = lm (u(fn)) € Ry, (3.7)
soit p(sup(fy)) = sup(u(fs)) (on passe a la limite sous le signe u =" [ pour les suites croissantes de
fonctions positives).

Preuve. On prend la suite (f,)n+ définie en (06). Comme [ est mesurable, les F,, et B,; sont mesurables,
et donc les fonctions étagées f,, sont mesurables. Comme (f,)n+ est croissante, la suite (u(f,))n est croissante
dans R, donc le sup,,cy p1(fn) existe dans R, et donc (B4) a un sens.

Soit (gn)n+ une autre suite croissante de fonctions positives mesurables étagées qui converge simplement
vers f. Chaque g, est de type g, = > i d;1p, (somme finie) o les d; > 0, ou les D; = f~'({d;}) sont
mesurables et disjoints 2 a 2, cf. [@3), et ot g, < f.

Pour n fixé, soit un entier N, t.q. N > 1+ max;=1,...m, (d;).

Ui\ml (5%, N;N [ est une partition de [0, N|. Donc, Vi € [1,my]n, Jk; € [1, N2V — 1]+ t.q. d; € 4—’“2';1, 2’%[
Donc D; = f~'({d;}) C Bnu,, cf. @H). Donc g, < fn,. Donc u(gn) < p(fn,). Donc sup,, ey (gn) <

supyen H(fN,)-
De méme en inversant les roles des f,, et g,. D’ot le sup est indépendant de la suite choisie.

Le reste s’en déduit. an

Pour f mesurable et A € A (donc pour 14 mesurable), le produit 14 f est mesurable, voir proposition Z12]

et on note alors :
paf) = [ s (= [ 1afdn)

Exercice 3.7 Montrer que si A € A est négligeable, alors pour toute fonction f mesurable positive de mesure
finie (i.e. u(f) < oo) ona p(laf)=0.

Réponse. La fonction 14 f est mesurable comme produit de fonctions mesurables, cf. corollaire 2111 Puis on applique
lexercice B4l Soit (f,) une suite croissante de fonctions étagées telles que f, — f. On a alors 1af, — 1af puisque si
x€FE—Aonabien0— Oetsiz € Aonabien f,(x) — f(x). Et si (fn)n- est positive croissante, alors il est immeédiat

que (1afn)n+ est positive croissante. Et le théoréme donne u(laf) =limu(lafn) =1im0 = 0, cf. exercice B4l  um
Et le théoréme donne :

Proposition 3.8 (Relation de Chasles.) Si f est une fonction positive mesurable sur E, et si A € A, alors :
p(f) =paf) +pe-af).

Preuve. En effet, f = 14f + 1g_af et on approche séparément 14f sur Aet 1g_af sur E — A par une suite
de fonctions étagées croissante. ==

Exercice 3.9 Montrer : pour f : E — R mesurable (positive), si u(f) =0 alors f =0 u-p.p..
(Ou encore : si f > 0 p-p.p. alors p(f) > 0.)

Réponse. Soit A, = {z € E: f(z) > 2} = f7'(]2,00[) : An est une suite croissante. Par définition de A, on a
114, < fla, < f (vrai pour z € A, et pour z € E — A,). Dot Lu(A,) < pu(f) = 0. Do pu(An) = 0. D’ot, la suite
(An) étant croissante, 0 = lim, 00 t(An) = p(limp 0 An), cf. proposition [LZ7 Et comme lim, 0o An = Uy 4An = {z €
E: f(z) > 0}, on a obtenu pu({z € E : f(z) > 0}) =0, donc f <0 p-p.p., et comme f >0,ona f =0 u-p.p... un
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19 3.8. * Support d’une fonction

Exercice 3.10 Soit f: E — R. Montrer : si pour tout A € 4 on a fA fdp =0 alors f =0 p-p.p.

Réponse. Soit fy = sup(0, f) la partie positive de f et A= f"'(]0,00[). Alors 1af = fy et 0= [, fdp= [, 1afdu=
S f+ dp, dou f1 =0 p-p.p., cf. exercice B Idem pour f— = —(inf(0, f)) (fonction positive). Puis f = f — f-. un

Définition 3.11 Une fonction mesurable positive f : E — R, est intégrable ssi p(f) € R, i.e. ssi u(f) < oo.

Exercice 3.12 Montrer : toute fonction intégrable positive f : E — R, est finie presque partout, i.e. : si
f: E — Ry est mesurable (positive) et p-intégrable (u(f) < oo) alors :

p({f = oo}) =0, (3.8)

ou u({f = oco}) =4 u({x : f(z) = c0}). Autrement ditl, Vo € E— A, ona f(z) < oo, o u(Ad) = 0, avec
A= f1({o0}). (Bxemple £z € [~1,1] > f(z) = (j2]) * € By

Réponse. Soit n > 0 et A, = f7'([n,00]) = {z : f(x) > n}. Les A, forment une suite décroissante avec lim, oo A, =
{z: f(z) =0} ={f =00}, et avec A1 = {z:1 < f(x)} qui vérifie u(A:) = fmGAl dp < szAl fdp < [, fdu < oo (car
f est positive).

Et ona0< 14, <2 f (trivialement vraisiz € A, et si z € AS). Donc 0 < fAn du < Lu(f), avec pu(f) < oo, donc
limy, 00 (An) =0, donc p(limp—oe An) = 0, cf. [LI0), soit u({f = co}) =0.

(Et si f 20, on pose f = fi — f- avec f+ =sup(0, f) >0 et f— =sup(0,—f) >0.) =

Exercice 3.13 1- Soit n € N*, soit zg, ...,z, € R t.q. ;1 < x; pour tout ¢ = 1,...n. Soit A1, ..., A\, € R4. Soit
f =010 Ail{e, 1,2 (fonction en escalier positive). Montrer : pour z € [a,b] on a (avec d, est la mesure de
Dirac en z) :

2(f) = f(z) = 0.(1Bf), (3.9)
pour tout intervalle ouvert B contenant x (“aussi petit soit-il”). Et que cela reste vraie pour des fonctions en
escalier de signe quelconque.

2- Montrer : si f : [a,b] — R* est continue en x €]a, b[, alors on a ([3.9). (Pour définir la mesure de Dirac
0, (f) d’une fonction f on a besoin qu’elle soit définie partout, et pour les fonctions définies presque partout on
définit d,(f) uniquement pour les fonctions continues en z.)

Réponse. 1- Soit A C [a,b], A mesurable. On a §,(A) = 1a(z), cf. (Ld). Donc §,(1a) = la(z), cf. B32). Donc
3o(f) = 0231 g Nillay_y i) = Doro Mi0z(l[z;_,z;;) (une mesure est semi-linéaire, cf. proposition B.6), donc §.(f) =
Z?:o Ail[zq,_l,zi[(x) = f(fC)

Et pour B intervalle ouvert contenant x on a 1gf en escalier, d’ou (B3.9]).

Puis pour f de signe quelconque, on a f 4 clg > 0 pour c t.q. ¢ = max(1l,—> . \) > 0. Avec f(z) + clg(z) =
(f+cle)(x) =0:(f + clg) = 0z(f) + cdx(1) = 6=(f) + ¢. D’out f(x) = 62(f). Idem avec 1pf.

2- Soit f continue en x : Ve > 0, In. > 0, t.q. y € [a,b] et |y — x| < n. = |f(y) — f(2)] < e.

Soit & > 0 et un 7. associé, soit Be = [x—n., z+n:]N]a, b], soit m. = infyep, f(y) et M: =sup,cp_f(y) : on a donc
me < f(y) < M. pour tout y € Be, soit m:1p, < 1p.f < Mc1p.. Donc 6z(melp,) < dz(1p. f) < dz(M:1p,).

Quitte & considérer f + c ou ¢ = f(z) + 1, on peut considérer f positive en x et prendre 7. suffisamment petit pour
que f soit positive dans B-.

Avec B3) on a donc m. < 6-(f) < M., ce pour tout €. Comme me —.—0 f(z) et Mc —>-—0 f(x), on en déduit

Puis f est de signe quelconque, on pose f = fy — f— ou fy =sup(0, f) et f— = —(inf(0, f)), avec f+ > 0et f—- >0
auxquelles on applique le résultat précédent. un

3.3 * Support d’une fonction

On se restreint aux ensembles E qui sont des espaces topologiques métriques : on suppose qu’il existe une
fonction distance d : E x E — R, i.e. une fonction d telle que :

d(x,y) > 0 pour tout x,y € E (positivité),

d(z,y) = 0 = x =y (séparation),

d(z,y) = d(y, ) pour tout z,y € E (symétrie),

d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) pour tout z,y,z € E (inégalité triangulaire).
On dispose alors de la topologie sur E engendrée par les boules ouvertes B(x,e) = {y € E : d(z,y) < €}, pour
tout x € F et tout € > 0.

3.3.1 Support d’une fonction définie partout

Définition 3.14 Soit f: E — R et soit z € E. On dit que f est nulle dans un voisinage ouvert de x ssi :
Je=¢e:>0, fiB(we =0, (3.10)

ie.:

Je=e,>0, Vye€B(z,e), f(y)=0. (3.11)
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20 3.8. * Support d’une fonction

Notation. Pour f: E — R, on note :

Qo(f)={x € E : f=0 dans un voisinage ouvert de z}

3.12
={z€F :3e, >0, Vy € B(z,e5), f(y) =0}. (3.12)
Exemple 3.15 Pour f = 1931 : R = R on a Qo(f) =] — o0, 0[U]1, oo[ (ouvert).
Pour f:R — R donnée par f(z) =z on a Qo(f) = 0.
Pour f =1p: R — Ron a Q(f) =0 (la fonction 1g n’est nulle dans aucun ouvert). un

Proposition 3.16 Qq(f) est un ouvert. C’est le plus grand ouvert contenu dans Zy = {x € E : f(z) = 0}
(Pensemble des zéros de f).

Preuve. Soit 2 € Q(f), donc Je > 0 t.q. B(x,e) C Qo(f). Donc Qo(f) est ouvert.
Soit U un ouvert t.q. U C Zy. Donc pour y € U il existe € > 0 t.q. B(y,e) C U, donc B(y,e) C Zy, donc
TES Q()(f), cf. (m) Donc U C Q()(f) =

Définition 3.17 Si f: E — R, le support de f est le fermé :

deéf
suppo (f) = R = Qo(f). (3.13)
Exemple 3.18 suppg(1j,1) = [0, 1]. Et suppy(lg) = R. un

Proposition 3.19 Si f: E — R, alors le support de f est le fermé :

suppy(f) = {z € E': f(x) # 0},
={z € E:Ve>0, 3y € B(x,e), f(y) # 0},

(3.14)

adhérence de I'ensemble des points ot f est non nulle.
Preuve. Cest la négation de (3:12). un

Remarque 3.20 Soit f: R — R donnée par f(z) =z. On a Qo(f) = 0 et suppy(f) =R (bien que f(0) =0) :
pour le support de f, ce qui est important n’est pas I’annulation de f en un point, mais le fait qu’elle varie en
ce point (si f n’est pas identiquement nulle dans un voisinage ouvert de z, alors il est aussi intéressant d’étudier
les variations de f en x qu’en les autres points). un

3.3.2 Support d’une fonction définie presque partout

Si f est définie uniquement presque partout, la définition du support est moins directe.
On munit E de sa tribu borélienne Ap = 0(Op) engendrée par les boules ouvertes B(x, ¢), et d’une mesure p
sur (E, Ag).

Définition 3.21 Soit f : F — R mesurable et soit x € R. On dit que f est nulle u-p.p. dans un voisinage
(ouvert) de x ssi :
Je=¢:>0, fiBa,e) =0 p-p.p-, (3.15)

ie.:
Je=¢e,>0, 3. € At.q. p(Ae) =0, t.q.Vy € B(z,e) — A, f(y) =0, (3.16)

a comparer avec ([B.1T]).

Notation. Soit :
Q(f)y={x € E : f=0 pp.p. dans un voisinage de =}

={w€E : 3e. >0,V prpp. y € Blw,es), f(y) = 01 (3.17)

A comparer avec (B.12).

Exemple 3.22 La fonction 1g vérifie Q(f) = R relativement a la mesure de Lebesgue : ¢’est une fonction nulle

presque partout. ]

Proposition 3.23 Q(f) est un ouvert.
C’est le plus grand ouvert contenu dans Z = {x : f(z) =0 p-p.p.}.
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21 3.4. * Supremum essentiel et ||.||oo

Preuve. C’est un ouvert car une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
Soit U un ouvert t.q. U C Z. Donc pour y € U il existe € > 0 t.q. B(y,e) C U, donc B(y,e) C Z, donc

y € Qf), cf. BID). Donc U C Q(f). wa

Définition 3.24 On appelle support de la fonction f mesurable le fermé :
supp(f) = E —Q(f). (3.18)
(Fermé car complémentaire d’un ouvert.)
Donc x € supp(f) ssi (contraire de (310)) :
Ve > 0, VA, p-négligeable, 3y € B(x,e) — A. : f(y) #0. (3.19)

Proposition 3.25 Si f = g u-p.p. (i.e. f et g mesurables sont dans la méme classe d’équivalence), alors
supp(f) = supp(g).

Preuve. Il s’agit de montrer que Q(f) = Q(g) quand f = g p.p..

Soit x € Q(f) : e > 0, JA, mesurable avec u(A;) =0, Vy € B(z,e) — A, f(y) = 0. Comme f = g p.p., AB-
mesurable avec u(B;) = 0t.q. Yy € B(x,e) — Be, f(y) = g(y). D’ou Vy € B(z,e) — (B: U Ae), 9(y) = 0. Comme
w(A:UB:) =0,0n ag=0p.p. dans B(z,e). D'ou z € Q(g). De méme si on part de g. Dot Q(f) = Q(g). o=

Exemple 3.26 supp(1_1[) = [-1,1]. Et supp(lg) = @ (fonction nulle p.p.). Comparer avec I'exemple 318 =

Exercice 3.27 Montrer que pour f € Fjs, on a suppf = suppf+ Jsuppf—. (Voir 1)) pour les définitions.)

Réponse. On a fi = supp(f,0). Soit « € supp(f+). Avec BI9) : Ve, VA., Ty, f+(y) # 0, on a donc f(y) # 0, donc
x € supp(f). Idem pour z € supp(f-). D’ou supp(f+) Usupp(f-) C supp(f).
Réciproquement. Soit z € supp(f) : Ve, VA., Ty, f(y) # 0, donc soit f(y) > 0, soit f(y) < 0, donc = € supp(f+) ou

€ supp(f-). an

3.4 * Supremum essentiel et ||.||

Une fonction F': E — R est bornée ssi 3¢ > 0, Vo € E, |f(x)| < c. Et pour les fonctions bornées on définit :
|| f]loo = sup | f(z)]. (3.20)
zeE

Probléme : ne considérer que les fonctions définies partout est trop restrictif.
Définition 3.28 Soit f : E — mesurable. Pour h > 0 (“hauteur”) on note :
Fp={z € E:[f(x)] > h} "L {|f] > h}. (3.21)
On dit que f est essentiellement bornée pour la mesure p ssi :
3h >0, wp(Fn) =0, (3.22)
autrement dit, ssi il existe h assez grand tel la mesure p “ne voit plus” Fj.
On note B, '’ensemble des fonctions essentiellement bornées pour la mesure .
B, ={f:E — R, f mesurable t.q. (322)}. (3.23)

Définition 3.29 Pour f € B, (essentiellement bornée) on note :

[|f|looc = min{h >0 t.q. 322)} noté supess,cg|f ()] (3.24)

Exemple 3.30 Mesure de Lebesgue. Soit n € N* et f,, la fonction donnée par f,(x) = 0 pour tout = # 0 et
frn(0) = n. On a supess(|f|) = ||fulleoc = 0 pour tout n. En effet, pour tout h > 0 on a {|f| > h} = {0}, et
we({0}) = 0 (le singleton est négligeable pour la mesure de Lebesgue).

Ici la fonction f, est vue par 'appareil de mesure iy, comme étant la fonction nulle. un

Lemme 3.31 ||f||lcc =0 ssi f =0 u-p.p..
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Preuve. On note f; = sup(f,0) (partie positive de f) et f_ = sup(—f,0) (partie positive de —f, i.e. partie
négative de f au signe prés), done f= fi — f_ et |f| = f+ + f-.

Si f =0 p-p.p. alors f =0 p-p.p. et f- =0 p-p.p., donc |f| = 0 p-p.p., donc p({|f| > 0}) = 0, donc
£l = 0, cf. @20).

Réciproque. Si || f||oo = 0 alors u({|f| > 0}) =0, donc |f| = 0 u-p.p., cf. exercice 39}, donc f1 =0 p-p.p. et

f— =0 p-p.p., donc f =0 pu-p.p.. un
Proposition 3.32 B, est un espace vectoriel, et ||.||oc est une semi-norme sur B,,.

Preuve. B, est un sous-espace vectoriel de Pensemble des fonctions mesurables (immédiat).
Sif,g € B, et AeR,alors 1- ||f]lec > 0 (immédiat), 2- [|Af]loc = |Al]|f||ec (immeédiat), 3- ||f + glloc <

£l + 11glloc (immédiat).

4 Espaces L' et L!

4.1 Fonction py-mesurable

On considére un espace mesuré (E, A, u) et la tribu généralisée A, cf § et proposition [[3§ (et voir

exercice [£.2)).

Définition 4.1 Une fonction réelle f : E — R est dite y-mesurable si elle est A,-mesurable.
Donc f est mesurable ssi f~!(I) C A, pour tout I intervalle de R, cf. définition 211

Exercice 4.2 Montrer que toute fonction p-mesurable est u-p.p. égale a une fonction A-mesurable.
N.B. : actuellement, toutes les fonctions physiques sont A-mesurables. un

4.2 Fonctions p-intégrables et espace L'(E, A, )
4.2.1 Fonctions a valeurs réelles

Pour f fonction réelle on considére les fonctions positives :

fr=sup(f,0) et f_=sup(—f,0) = —inf(f,0). (4.1)

(Faire un dessin.) f4 et f_ sont bien des fonctions positives, et on a :

f=Fe—f- et |fl=fr+/- (4.2)

Définition 4.3 f est dite u-intégrable ssi :
1. f et f_ sont y-mesurables (i.e. f est y-mesurable), et :

2. pu(f4) < ocet pu(f-) < oo.

Comme f4 >0et f— >0,0na u(|f]) = pw(fy) + p(f-) (semi-linéarité), et donc f est p-intégrable ssi f est
p-mesurable et :

p(fl) < o0 ie. si /E |f]du < oc. (4.3)

Remarque 4.4 “u-intégrable” est la généralisation de “absolument intégrable” définie pour 'intégrable de Rie-
mann. En particulier, 'intégrale de Lebesgue ne traite pas du cas des fonctions “semi-convergentes” de I'intégrale
de Riemann, cf. intégrales impropres. un

Exemple 4.5 La fonction donnée par f(t) = e 'lg, définie sur R est intégrable sur R pour la mesure de
Lebesgue.

: ) _ oo (=)ni?
Pas la fonction donnée par f(t) = >  ~, “—
non nulle sur |1, 00|, est seulement semi-convergente au sens de Riemann.

De méme pour f(t) = Y07 (=1)"*!(n+1)1;_1_ 1| (non nulle sur 0, 1). -

n=1 n+ion

1jpnt1[ Puisque [; f(¢)dt =307 | L = oco. Cette fonction,

n=1n

Définition 4.6 Pour f p-intégrable on note :

n() Cu(f) —nf) (em), (4.4)

la mesure de f (valeur finie).
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23 4.2. Fonctions p-intégrables et espace L1(E, A, )

Dans la suite on sous-entendra systématiquement “u-mesurable” (cf. 1. de la définition E3)) : si f1 n’est pas
p-mesurable, considérer p(f4) n’a aucun sens.

Notation. L’espace des fonctions p-intégrables est noté £1(E, A, p) :
LYE, A, p) = {f t.a. p(|f]) < o0}
iy
" p v [ Ufldn < o)

(Donc sous-entendu “I’ensemble des fonctions f u-mesurables” telles que.)

Proposition 4.7 L1(E, A, ;1) est un espace vectoriel, et si f,g € L! et A € R, alors u(f + A\g) = u(f) + Mu(g)-

Preuve. f = fy — f_ et g = gy — g— donne f+ Ag = (f+ + Ag+) — A(f— + Ag—) et on a la semi-linéariteé,
Cf. thm I.I

Remarque 4.8 Pour la mesure de comptage =Y, 0y, les fonctions intégrables sont exactement les séries
absolument convergentes : on a

p(f)=">_ fn),

et f est u-intégrable si et seulement si :

p( ) =D 1f(n)] < oo

Proposition 4.9 (Relation de Chasles.) Si f est une fonction p-intégrable sur E, et si A € A, alors :

p(f) =plaf) +p(lp-af).

FEtsi f =0 sur A, alors u(1af) = 0.
Preuve. Ce résultat est vrai pour fy et f_ d’aprés la proposition B8 D’ou le résultat par définition de p(f). o

Proposition 4.10
— u est une mesure positive sur L(E, A, ) :si f € LY et f >0 alors u(f) > 0.
S f € £1(E) alors |u(f)] < (1)), soit :

[ rau < [ isldn (4.6)

— Inégalité de la moyenne : si f € LY (E) et si g € L2(E) (i.e. g est mesurable et bornée u-p.p. sur E),
alors fg € L1(E) et |u(fg)| < (supycp l9(x)]) u(lf]), soit :

| [E fgdul < llglloe [E \Fldp, (4.7)

)l __noté

ot [|glloc = supess, ¢ plg(x super [9(2)]

Preuve. Exercice. an

Remarque 4.11 On retrouve l'intégrale de Riemann ff f(x) dx définie pour les fonctions continues par mor-
ceaux sur un intervalle compact [a,b] (une telle fonction est absolument convergente) en définissant, si a < b,
avec ici E =la, b :
b def
/ f(z)dx = (z) dr = p(1fq,) f)-
a [a,b]
Et poura < bon a:

/b fla)dr ¥ — @)= ()

la,b
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24 4.3. Critére d’intégrabilité par domination

4.2.2 Fonctions a valeurs complexes

Soit une fonction complexe f : E — C, de parties réelles et imaginaires f1 et fo : E — R :

I =h+if.
Son module |f| est la fonction |f|:xz € E — |f|(z) € R donnée par :
#1@) Elf @) = VA@? + @) (4.8)
La fonction conjuguée f de f est définie par f:z € F — f(:c) € R donnée par :
F@) € @) = fil@) —ifa(@), (4.9)

et en particulier | f|2(z) =9 (|f](2))? = |f(2)|? = f(z)f(z) pour z € E.

Définition 4.12 La fonction complexe f = f; +ifs est dite u-intégrable ssi :

1. f1 et fa sont p-mesurables (f est u-mesurable), et
2. p(|f1) < oo et pu(]fa]) < oo

En particulier u(|f|) = pu(v/f# + f2) quand f est p-intégrable.

Définition 4.13 Et on pose alors :
déf .
w(f) = ulh) +ip(f2), (4.10)

valeur complexe (non réelle : on sort du cadre des “mesures positives”).

Donc f est dite u-intégrable si f est p-mesurable et :

[ 11du < .

Et les résultats précédents, donnés pour les fonctions a valeurs réelles, sont conservés (quand ils ont un sens).

4.3 Critére d’intégrabilité par domination
Un corollaire du théoréme donne immédiatement, :

Corollaire 4.14 (Intégrabilité par domination.) Si f : E — R (ou C) est p-mesurable et s’il existe g €
LY(E;Ry) (fonction a valeurs réelles positives qui est p-intégrable) telle que |f| < g u-p.p. alors f est u-
intégrable.

En effet si f est mesurable alors |f| est mesurable positive de mesure pu(]f]), et |f| est bornée par g donc
(] f]) < p(g) (avec la monotonie pour les fonctions positives, théoréme B6) avec p(g) < oo car g intégrable et
donc | f] est intégrable, et donc f est intégrable.

Exemple 4.15 Montrer : f: 2 € Ry — f(z) = sin(z)e™ " est da-intégrable sur R,. oa

4.4 Reste d’une intégrale

Pour simplifier ’écriture, on se place dans le cas F = R, i.e. d’une fonction f : R — R, et dans le cas p =
mesure de Lebesgue ou dans le cas 1 = ), 6, mesure de comptage sur Z.

Proposition 4.16 Si f € £L'(R), donc [ |f(x)| du(x) < oo, alors :
Ve >0, 34X, >0, / |f(z)|du(z) < e. (4.11)
R—[—X.,X.]

Et fR_[_XE_XE] |f(x)| du(zx) est appelé le reste de 'intégrale.
(Ainsi [, |f(z)| du(x) est approché a e-prés par fj(;(a |f (z)] du(z).)

Preuve. Comme [p|f(z)]du(z) < oo et [f| >0, on a [; [f(z)|du(z) < co. Soit F(x = [Z, [f@®)]du(t).
Comme une mesure est positive et que |f| est positive la fonction F' est positive croissante sur R+, et donc bornée
par Foo = limy o fOY |f(@)|dp(z) = [J7|f(2)| dp(z) < oo. Done Ve > 0, 3Yz > 0 t.q. Foo — F(Yz) < £/2, par

définition de la limite.
Idem du c6té —oo en considérant G(x) = [,__|f(t)[ du(t) pour z < 0. Donc 3Z. < 0t.q. Goo — G(Zc) < g/2.
Et X. = max(Y;, —Z.) convient. ==
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25 4.5. Fonctions négligeables et semi-norme sur L1(E, A, u)

4.5 Fonctions négligeables et semi-norme sur L(E, A, ;1)

On reprend la relation d’équivalent R, cf. (Z9), en la restreignant a £'(E, A, 1) =" £1. En particulier

(cf. (L32) restreint & L) :

{ pour fe L', f={geL':g=[ppp},

L . ] - . L ) (4.12)
N=0={fel':f=0pup.p.} = {fonctions £! nulles p-p.p.}.

Proposition 4.17 AN est un sous-espace vectoriel de L.
Toute classe d’équivalence est un espace affine dans L', 4 savoir : si F' est une classe d’équivalence, si f € F,
donc F = f, alors : _
f=r+N. (4.13)

Preuve. N sous-espace vectoriel de £! : si f,g € N soient Af, A, € A tels que u(Ay) = 0, u(A4y) = 0 et
f(z) = 0 pour tout + € E — Ay, g(x) = 0 pour tout z € E — Ay. Alors B = Ay|J Ay veérifie u(B) = 0 et
(f 4+ Ag)(z) = 0 pour tout z € £ — B et A € R. Donc f 4 \g e N.

Puis soit f € f si g € f alors, par définition de la classe d’équivalence, g — f € A espace vectoriel, donc
gef+N,donc fC f+N.Et f +N C f (immédiat), donc f = f + A (espace affine). wa

Proposition 4.18 Si f € N alors u(f) = 0 (la réciproque est trivialement fausse : prendre f impaire avec la
mesure de Lebesque sur [—1,1]).

Si f,g € L' vérifient f = g p-p.p. alors p(f) = p(g) et u(|f]) = n(lgl).

Preuve. Soit f € N : il existe A € A tel que u(A) = 0 et f(x) = 0 pour tout z € E — A, ie. lg_af =0
(application nulle). D’ou p(1g_af) = pu(0) = 0. Et comme A est négligeable on a (14 f) = 0 (exercice B7). Et

comme p(f) = p(laf) +p(lp—af) (proposition B8), on a u(f) =0+0=0.
Soit f,g € L' t.q. f = g p.p.. Donc A € At.q. u(A) =0et f =gsur E— A. Donc |f| = |g| sur E — A.
Donc f—g e Net [f|—|g] € N. Dot u(f —g) =0 et p(|f] —[g]) = 0.

Définition 4.19 On définit la fonction ||.||z: : £! — R par :

e % D) = / \Fldu (4.14)

Proposition 4.20 Une fonction mesurable f est p-négligeable ssi ||f||z1 =0 :

feN <<= |fllc=0. (4.15)

Preuve. = : donné par la proposition .18
Réciproque < : voir exercice B9 en remplagant f par |f]|, et |f| =0 p.p. donne f =0 p.p.. un

Remarque 4.21 Siaulieu de [ |f|du = 0 on suppose seulement [ fdu =0, onn’apas f =0 pu-p.p. en general
(prendre f impaire avec la mesure de Lebesgue) ; un

Proposition 4.22 La fonction ||.||z1 : £! — R définie sur L par :

fller = ullfl) = / \fldu (4.16)

est une semi-norme sur L.

Preuve. Pour f et g dans £1 et A réel on a: u(|f-+g]) < u(|f1)+u(lgl) car |f+| < |f|+1gl, et w(AF]) = Nu(lf])
car |\f| = |A||f| et p semi-linéaire. oa

.||z n’est pas une norme si N # {0}, puisque || f||z1 = 0 équivaut & f € N (proposition précédente [L20).
Par exemple, avec la mesure de Lebesgue, pe(1g) = 0 bien que 1g # 0.
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26 4.6. Espace L'(E, A, p)

4.6 Espace L'(E, A, )

On considére 'espace quotient, relativement & la relation d’équivalence (T.29) :
LYE, A n) = LY(E, A, 1u)/R = {les classes d’équivalence f pour f e LYE, A, w}, (4.17)
espace qui est également noté :
LYE,Ap) = LYE, A /N ={f+N, fe L' (E A} (4.18)

Si aucune confusion n’est possible (i.e. F, A et u sont précisés par le contexte), on note simplement L' =
LY(E, A, i). Donc L' est ’ensemble des ensembles définis par :

L'={Fc'tq. 3feLlt, F=f} (4.19)

On notera f les éléments de L' (sous entendu : pour décrire une classe d’équivalence on prend un de ses
représentants f, et on note f = f + N la classe de f).

Proposition 4.23 (L', +,.) est un espace vectoriel, ot + et . sont les opérations induites par celles de L.
P

L. . . 1 ¢ . /_/.\\ ¢ A . . 1
Preuve. Par définition de + et . induites par £, on a f+¢g = f+g et A\f = Af . Ainsi (L',+,.) a une
structure d’espace vectoriel : vérification facile. ==

On munit L' de la semi-norme induite par celle de £! : pour f e€L':

deéf deéf

sifef Iflle = lflle (% wlfD)). (4.20)
Proposition 4.24 ||f||;: est indépendante du choix de f dans f.

Et ||.||z+ donnée par (Z.20) est une norme sur L'.

Preuve. Soit F' € L! et soit f,g € F : il s’agit de montrer que ||g||z1 = ||f||z1. Comme F = f + N, il
existe h € N t.q. g = f+h, i.e. t.q. f = g p.p.. Soit A = {z: f(z) # g(z)} € A: comme f =g p.p., on a
w(A) =0et 1g_af = 1g_ag, donc p(|1g_af|) = p(|1g—agl). Avec |f| = |1g_af| + [1af] (immédiat), donc
p(fD) = p(lg—af])+ullaf|) (semi-linéarité), donc u(|f]) = u(|1g—af|) car u(]1af]) = 0 (cf. exercice BT avec
la relation immédiate |14 f| = 14| f|). De méme u(|g|) = u(|1g_ag|). Donc u(|f]) = u(|g|). Ainsi ||.|[z1 : L' - R
est bien une fonction.

|[]|z: est une semi-norme sur L' : vérification facile car ||.||z: est une semi-norme sur £.

Et si||f||z: = 0 on a ||f||z2 = 0 pour f € f, soit f € N' =0, donc f = 0 ’élément nul de L'. Donc .||
est une norme. wn

Théoréme 4.25 (Théoréme de Fischer—Riesz) L’espace vectoriel L' muni de la norme ||.||1 est complet : c’est
donc un espace de Banach.

Preuve. Voir paragraphe un

Remarque 4.26 On parle abusivement d’une fonction f € L' alors qu'un élément de L! n’est pas une fonction
mais un ensemble (une classe) de fonctions. Cet abus permet de parler de la norme de la ‘fonction’ f € L', alors
qu’on devrait parler de la norme d’une fonction de la classe, cette norme étant indépendante du représentant
choisi dans la classe. Et on notera abusivement :

16 £é
1A1lee "S5 1A e " 1 (4.21)

4.7 Approximation d’une fonction £!(R) par une fonction étagée

Proposition 4.27 Soit f € L}(R). Alors pour tout € > 0, il existe g fonction en escalier telle que :

If —gller <e, (4.22)

soit donc ||f — g||1 < &, noté ||f — g||pr < e.

Preuve. C’est vrai pour f et pour f_, cf. (34)), donc pour f = fy — f_. a
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4.8 Convergence dans C°(R) [ L'(R)

Cas de la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.28 Si (f,)n+ est une suite de fonctions dans C°(R)(L'(R) qui converge vers g dans
(C°(R),||.]|so) et qui converge vers h dans (L'(R),||.||z:), alors h = g p.p. (en particulier h est continue

D-p-)-

Cet énoncé s’écrit sans abus de vocabulaire :

Si (fn)n+ est une suite de fonctions dans C°(R) (| L (R) qui converge dans (C°(R),||.||), €t on note g =
lim f,, dans C°, et telle que la suite des classes (f,)n+ converge dans (L'(R),||.|[z1), et on note h = lim f,
dans L, alors h = g, et on peut prendre g comme représentant continu dans h.

[[frn = 9lloc = Sup [fn(2) = g(2)] — O,

Preuve. Hypothéses : oll on a noté h un repré-

n—o0

fo = Bllzs = [l — Blles =/R|fn(x)— h(w)|dz —s 0,

sentant dans h (soit h € h).
Donc pour tout K = [—7,r] compact, 7 > 0, comme g € L'(K;R) (car continue), on a :

19 = Hlz: 0 = ll = hllexo = /K l9(@) = hlz)l dz < /K lg(z) = fo(z)|dz + /K |fn(z) — h(z)| dx
< llg = fullsol KT + 1A = fallcr — 0.

Donc g = h € LY(K;R), soit g = h p.p. dans [—r,7]. Vrai pour tout r > 0, donc vrai dans R. wn

4.9 Espace L .(R)

Définition 4.29 L’espace des fonctions localement intégrables sur R est I’ensemble des fonctions mesurables
qui sont intégrables sur tout compact mesurable de R :

Li,.(R)={f:R—R:VK CR, K compact = fx €L (K)}. (4.23)

Exemple 4.30 Mesure de Lebesgue : f € L] (R) ssi pour tout a < b on a fb |f(z)|dz < oo.
En particulier tout fonction f € £1(R) est dans £ _(R) : on a L(R) C £1%OC( R).

loc

La fonction 1g est dans £{ (R) mais n’est pas dans £'(R) : donc £L'(R) € £} _(R). -
On reprend la relation d’équivalence R cette fois-ci restreinte & £i (R).

Proposition 4.31 L} (R) est un s.e.v. de Fps (ensemble des fonctions mesurables).
Preuve. Exercice. wn

Définition 4.32 L}

loc

(R) = £,

loc

(R)/N est I'ensemble des classes de fonctions £} (R).

5 Théorémes de convergence

Ces théorémes permettent d’inverser signe [ et lim (passage & la limite sous le signe [), sous certaines
conditions, en particulier sous la condition (assez faible) de domination :

TL—}OO n—oo

Jge L', YneN', |f,<g = lim( fn dp = /hm fn)du
E

Comme [, fdu = [, _, fdu quand A est p-négligeable, les théorémes suivants seront valides sous I’hypo-
thése (fy,) converge p-p.p. vers f = lim f,,, voir (.28).

Rappel : pour I'intégrale de Riemann, le passage & la limite sous le signe [ est en général démontré sous
Ihypothése (trés forte) de convergence uniforme ||f — fn|loo —n—000-

27



28 5.1. Théoréme de Beppo—Lévi (ou de convergence monotone)

5.1 Théoréme de Beppo—Lévi (ou de convergence monotone)

Ce théoréme est a la base de toutes les démonstrations des théoréemes de Lebesgue qui suivent.
Ici les fonctions considérées sont des fonctions £ — R mesurables, ott R est muni de sa tribu borélienne et
E = (E, A, ) (voir exercice B.12).

Rappel : une suite (f,,) de fonctions de F dans R est croissante ssi pour tout n € Non a f,, < f,41 (le graphe
de f,+1 est au dessus du graphe de f,,), i.e. : Ve € E,Vn € N, f,(2) < foy1().

Théoréme 5.1 Beppo—Lévi (théoréme de de convergence monotone).
Soit (f.)n une suite croissante de fonctions réelles mesurables et positives. On pose, pour x € E :

f(z) def sup fn(x) noté li_>m falz) €10,00]. (5.1)
N n o
La fonction f = 1i_>m fn : E — R, ainsi définie est mesurable et positive, et, dans [0, 00] :
n (oo}
p(f) = lim (p(fn))  de. p(lim fo) = lim (u(fn)), (5.2)

i.e. on peut donc inverser les signes p et lim dans le cas d’une suite croissante de fonctions positives. Avec la
notation intégrale on a :

lim ( /E fndp) = /E (lim fn)dp, (5.3)

n—oo

i.e. on peut passer a la limite sous le signe [ (cas d’une suite croissante de fonctions positives).

Preuve. (Corollaire de (L10) et de ([B.6]).) Avec le corollaire 212 on a f mesurable.

Soit o, = p(fr) pour n € N. La suite (o, )y est positive croissante dans [0, oo] car une mesure est monotone,
cf. proposition B8l Donc (av, ) est convergente dans R, . Soit o = lim,, v, € R

Comme f, < f pour tout n, on a u(f) > u(fn) = o, pour tout n, donc u(f) > a.

Montrons p(f) < a. Soit g > 0 une fonction étageée telle que 0 < g < f. Montrons que u(g) < «, ce qui
donnera u(f) < a, cf. (36). Pour ce, on pose, pour une constante ¢ €]0, 1], et pour n € N* :

Een={z € E: fulz) 2 cg(z)}, donc pu(lg,, fn) = p(cle,,9), (5.4)
car fn > cg > 0 sur E., et une mesure est monotone, cf. théoréme Donc, pour tout n € N* :
o> oy =p(fn) =p(efn) = p(le. . fn) = plcle, ,9) = cp(lE, ,.9)- (5.5)

Il reste & montrer que i(1g, ,g) —n—oo 11(g), car alors a > ¢ u(g) pour tout ¢ €]0, 1[, donc o > pu(g), vrai pour
toute fonction étagée g < f, donc a > u(f), cf. (B6).
Comme f,11 > f,, pour tout n (la suite (f,)n~ est croissante), la suite (E, ,)nen+ €st croissante (immédiat).
Et on a :
(Een)nen+ croissante, avec U E.,=lim E,, =F, (5.6)
n—oo
neN*
car, pour z € E, on a (f,)n~ croissante et f,(z) —n 00 f(x) dong, pour ¢ < 1, fn(x) > ¢ f(z) dés que n est
assez grand, donc x € E.,, dés que n est assez grand. Donc :

(1. 9 — 9, (5.7)

car, avec (B.6), (1, ,g)n+ est une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge vers g = lgg =
lim,oo(1E, ,gn) : en effet, si « € E alors il existe N, € N* t.q. « € E, n,, cf. (&6), donc z € E, ,, pour tout
n > N, donc g(x) = 1g, , g(x) pour tout n > N,.

Et, avec (5.3)), (II0) donne :

Jim p(Eep) = p(E),  donc p(lg,,9) — p(leg) = u(9), (5.8)
Donc (B3) donne, Ve €]0,1[, o > cu(g), donc o > u(g), donc a > p(f), cf. B.6). un

Remarque 5.2 Contre-exemple avec la mesure de Lebesgue py = dx : soit f, = nlyp 1. On a f, > 0 pour
tout n et f, — f =0 p.p., avec immédiatement : '
n—oo

/an(m) dr =1 et /Rf(m) dr = 0. (5.9)

Donc, [ (lim f,)(z) de # lim( [, fo(x) dz). Mais ici la suite (f,) n’est pas croissante : pour z = 3(& + =),
on a fp(x) =1 >0 = fuy1(z). Faire un dessin. L’hypothése suite croissante (associée a suite positive) est

primordiale. un
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29 5.1. Théoréme de Beppo—Lévi (ou de convergence monotone)

Corollaire 5.3 Sous les hypothéses du théoréme précédent, la fonction positive f = supy(fn) est intégrable si
et seulement si la suite (1u(fr,))n est bornée supérieurement. Et on a alors :

u(f):s§p(u(fn)) ie. s§p([E fndu) :/E(sgpfn) dp (dans R).
Preuve. Immédiat. un

Corollaire 5.4 Soit f € L'(E;R,) (une fonction intégrable positive). L’intégrale de f est la borne supérieure
des intégrales des fonctions étagées g qui sont < f :

[Efdu= sup /gdu- (5.10)

g étagée, g<f JE

Et si f est bornée, I'intégrale de f est la borne inférieure des intégrales des fonctions étagées g qui sont > f.

Preuve. Soit G = {g > 0 étagée t.q. ¢ < f p-p.p.}. Une mesure étant monotone, si g < f on a u(g) < p(f),

done sup,cq (u(g)) < p(f).
Soit s = supgcq(p(g)). Supposons que s < pu(f). Par définition de s, si n € N*, il existe h, € G t.q.

5— % < u(hy) < s. On dispose ainsi d’une suite (h, )n«. Quitte a remplacer h,, par la fonction max(hy, ..., hy), on
peut supposer la suite (h,,) croissante. Le théoréme de Beppo-Lévi donne : h = supy. h,, vérifie u(h) < s < p(f).
Donc p(f —h) > 0. Donc f — h # 0, avec f > h (car hy,, € G pour tout n), donc il existe A € Ag, u(A) #0, et
il existe n > 0 t.q. pour tout z € A on a f(z) — h(x) > 7, cf. exercice B9 Soit alors k,, = hy, +nla : c’est une
fonction qui est dans G (étagee t.q. k,, < f), ce pour tout n, qui vérifie p(k,) = p(hn) +nu(4) > s — L +nu(A)
pour tout n, donc p(k,) > s pour n assez grand : absurde par définition de s. Donc s < pu(f) est absurde. Donc

s = pu(f).

Corollaire 5.5 Soit (g,)n une suite de fonctions réelles mesurables et positives. Alors :

Zgn :Z (gn))- (5.11)

n=1

Preuve. On pose f, = > ,_; gk- On a (fn)n- suite croissante de fonctions positives. (5.2) donne :

n

u(,,}gr;okzgk) = 7}Lngo(u(kzgk)), donc = T}Lngo(kz 1(gr))- (5.12)
=1 = =1

D’Ofl (m I.I

Exemple 5.6 Avec u = up la mesure de Lebesgue, et si les g, sont des fonctions positives :

o0

/;gn ) dpe(x ”;(/Egn(:v)due(x)), (5.13)
puisque / Jim. ng ) dpie(z Z( /E gn(@) dpie(x)).

Avec p = 2121 ; (mesure de comptage), et si b;; > 0 pour tout 4, j € N*, alors :

Z(Zbij) = Z(Z bij)- (5.14)

=1 j=1 j=1 =1
N* N R+ (o) oo (o) (o) .
En effet, on pose b; : { i S by(i) = by }, et on a ;51(; bj) = ;(; 0:(b5)). un
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30 5.2. Lemme de Fatou

5.2 Lemme de Fatou
5.2.1 Rappel : liminf

Soit (A )y une suite de réels. Soit la suite (p, )y« de réels définie par :

i, = Igr>1f Ak (= inf{ A, Ant1, Ant2, - })- (5.15)
Proposition 5.7 La suite (i1, )+ est croissante dans R, donc convergente dans R.

Preuve. u, = inf Ay = min()\,, M) < inf Mg = ppga- un
k>n >n+1

inf
E>n+1 £>
Définition 5.8 La limite inférieure de la suite (A, )N+ est le réel :

.. def .
liminf(\,) = lm (un) = sup (ki)

(5.16)
= lim (inf Ay) = sup (inf Ag).

n—oo k>n neNx k>n

Exercice 5.9 Soit (A, )n+ une suite qui a deux valeurs d’adhérences (distinctes) a1 et ag, au sens :

Ve >0, 3N, € N*, Vn > N, on a |\, —a1| <eou |\, —as| <e.

1- Montrer qu’il existe deux sous-suites (ay)ren+ et (Bk)ken t.q. (ag)n+ converge vers a; et (Sx)n+ converge
vers ag et t.q. (Ap)nr = (ag)n+ U (Br)ns-

2- Montrer que liminf()\,,) est la plus petite des valeurs d’adhérences.

Réponse. Quitte & renuméroter a1 et az, supposons a1 < az.

1- Soit € > 0, avec ¢ < #25%L. (Faire un dessin de la fonction X : n = A(n) = A\n).

Et on prend N. € N* t.q. Vn > N, soit |\, — a1| < ¢, soit [A, — az| < e.

On note Eo = [1, Ne]n, E1 = {n > N: : |An —a1]| < e}, B2 = {n > N: : |[A\p, —a2| < e}. Donc N* = Eq U E1 U E»
partition. Les ensembles E; et E3 sont infinis (sinon il n’y a qu’une valeur d’adhérence) On note E1 = (ix)ken+ avec
i:k € N* = i(k) =ir € N” fonction croissante stricte, et Fo = (ji)ren+ avec j : k € N* — j(k) = jr € N* fonction
croissante stricte (possible car N est ordonné).

On pose (Gk)ren = (Aig Jken+ et (Br)ren = (Nj,, )ken+. On vérifie immeédiatement que (& )n= converge vers ap et
que (B )N+ converge vers az (écrire la définition de la convergence).

Et on note (ag)ren+ la suite définie par ax = Ax pour tout k € Eo, et an_+r = & pour tout k € N* (la suite
(ar)ren+ a laquelle on a ajouté Ai,...,An.)). On a (An)nx = (a)n U (Bk)n+ et les suites (ax) et Bi) conviennent.

2- On note, cf. (BI8), pn = infr>n Ak Donc, pour n > N, comme 35 > i pour tout k, on a u, = infrep, ok, avec
|tn — a1] < e. Vrai pour tout e, donc limp— oo tin = a1. an

Exemple 5.10 La suite (\,) définie par Ag,11 = 1 et Aoy, = Q%L (faire un dessin) vérifie liminf(A,) =0: ala
limite, I'inf de la suite est 0. un

Définition 5.11 De méme :

. def . . .
h;r;s;p(AM = nherlg(ztzlg Ak) = nléll\f;(zlzlg Ak) = nlean*(l/n), (5.17)

ol Uy = SUPy>,, Ak (et donc (v, )y+ est une suite décroissante).

Exercice 5.12 Montrer que dans R :

liminf(A,) < limsup(A,). (5.18)

n—00 n—00

Réponse. On veut : supneN(inkan Ak) < infpen(supgs., Ae)-
Soit, Vn € N, inf>pn Ax < inf,en(sup,s,, Ae). -
Soit, Vn,m € N, infr>, Ax < sup,s,, e
Si n > m alors infr>n A < An < SUPps,, Ao < SUPps,, Ao 2 OK.
Sin <m alors infy>n Ak < infr>m A < A < supys.,, Ae : OK. an

Exercice 5.13 Montrer : — liminf(\,) = limsup(—\,,).

Reéponse. Rappel. Soit (an)nen+. On a — ing(an) = sup(—an) (faire un dessin), car si a = infren+(an) alors I(an,)
ne neJ
sous-suite extraite t.q. an, —r—o0 @, avec a < a, pour tout n, donc —a > —a, pour tout n avec —an, —Fr—oco —a,
donc —a = sup, ¢ ;(—an).
Donc — lim inf(\,) der sup (inf (Ag)) =+ inf (— égf Ak)) =+ ian (4 sup(—Ax)). ]
>n neN*

neN* k>n neN* k>n
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31 5.2. Lemme de Fatou

Exercice 5.14 Montrer que (\,,) est convergente ssi :

liminf A\, = lim A, = limsup A,. (5.19)

n—oo n—oo n—oo

Réponse. Soit Aoc = limp—y00 An. On a: Ve >0, AN > 0, Vn > Ne, [An — M| < e
Soit pn = infr>n(Ax). Donc Vn > N, |un — Asc| < e. Donc la suite croissante (u,)n+ converge vers A. Donc

liminf, oo Ay, = limp 00 Ap. Idem pour lim sup. an

Exercice 5.15 Si ¢ € R (une constante), montrer que :

liminf(A, + ¢) = liminf(A\,) + c. (5.20)
n—oo n—oo
Réponse. sup, cy(infr>n(Ax + ¢)) = sup,en((infr>n Ax) + ¢) = sup,,en(infe>n Ax) + c. wn

Exercice 5.16 Si (u,) est convergente, montrer que :

liminf(A, + pn) = liminf(A,) + lim (u,). (5.21)
n—o0

n—oo n—oo

Réponse. Pour € > 0 soit ne t.q., Vk > ne, oo — € < ik < oo + €.
Donc pour £k > nona A\ + ploo — € < A + e < Ak + floo + €.
Donc lnszn()\k) =+ Moo — € S mkan()\k =+ Mk) S lnszn(Ak) =+ Moo + €. L L]

Exercice 5.17 Montrer que :

liminf(A,) + liminf(u,) < lminf(A, + pn). (5.22)
n—oo

n—oo n—oo
Donner un exemple ou il n’y a pas égalité.

Réponse. On a infy>, (A + pr) > infi>n(Ax) + infr>n(uk). En effet, il s’agit de montrer que pour tout £ > n on a
M + pre > info>n(Ae) 4+ info>p (pe) @ trivial. D’ou le résultat en prenant le sup sur n.

Exemple de non égalité : Xop, = 0 et Aany1 = 1 et pon = 1 et pong1 = 0 ici Ay 4+ g = 1 et liminfp o (An) =
liminf, o0 (i) = 0.

Ou encore pn, = —Ap avec A2y, = 0 et A2py1 = 1 pour tout n : ici A\p, + pn = 0, done liminf,,— o0 (Ar, + pin) = 0, alors
que liminf, o0 (An) = 0 et liminf, oo (pn) = —1. an

5.2.2 Lemme de Fatou
Soit (fn)n+ une suite de fonctions. Soit x fixé. Appliquons la définition 16 & la suite (A )y« = (fn(2))n :

liminf f,(z) % sup (inf fi(x)) = lim (inf fi(2)). (5.23)

n—00 neN* n—oo k>n

Autrement dit, si on définit les fonctions g, par :

Ve e E, gn(z)= 1?>1f fr(x), donc (gn)n+ est croissante, (5.24)
et ona: )
Vee B, liminf(fu(2) & sup (g.(x)) = lim (gu()). (5.25)
n— o0 nEN* n— oo

Exemple 5.18 Sur lintervalle [0,2] muni de la mesure de Lebesgue, soit (f,)n- la suite définie par fa,, =
Lo = f2, et fomi1 = 120 = f1 (faire un dessin). Ici g,(x) = 0 pour tout z et tout n (immédiat), et donc
sup,, gn. = 0 = liminf(f,). un
Lemme 5.19 (de Pierre Fatou.) Si (f,) est une suite de fonctions positives et mesurables, alors f =
liminf,,~(f.) est mesurable positive, et :

p(liminf £,) < liminf(u(f.)). (5.26)

n—o0 n—o0

On n’a pas égalité en général (par exemple on peut avoir liminf,,_, f, = 0 alors que u(f,) =1 pour tout n).
Avec la notation intégrale :

/ (lim inf f,,)dp < liminf(/ frndp), (5.27)
E n—oo E

n—oo

et il n’y a pas inversion des signes [ et liminf, uniquement une minoration dans un sens.
De méme p(limsup f,,) > limsup(u(f,)).
n—oo n—oo
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32 5.3. Convergence en moyenne pour la mesure j

Preuve. On utilise (24) et (B2H). On a g, = infy>, fi est mesurable, cf. corollaire 212

On pose g = sup g, = sup (inf fi). Il s’agit de montrer p(g) < sup (inf p(fx)).
neN* neN* k>n neNx k>n

Pour tout £k > n on a : g, < fi, donc p(gn) < wp(frx). Donc u(g,) < ér>1f w(fx). Donc sup u(gn) <
>n neN~

sup (inf 1(fi))-
TIGN* an
Et le théoréme de convergence monotone donne supy. p(gn) = p(supy- gn) = p(g), car les g, sont positives
et (gn)n- est croissante. Donc p(g) < sup (inf u(fx)).
neN* k>n

Exemple d’inégalité stricte : soit les f,, de ’exemple[5.18 On aliminf,, o (f,) = 0. Donc f02 (liminf, oo frn)dz =

0.Eton a f02 fndx = 1 pour tout n. Donc lim infn—>oo(f02 fndz) =1.
Puis, pour limsup, on a limsup,,_, . (fn) = — liminf, o (—fr), et (B28) donne le résultat. un

5.3 Convergence en moyenne pour la mesure p
5.3.1 Convergence en moyenne

Soit (F, A, 1) un espace mesuré.

On considére l'espace L'(E, A, p) =" £ des fonctions f : E — R ou C qui sont p-intégrables, i.e.
u(Uf1) = 1 fl]er < oc. Et on notera ||fler =% ||

Comme [|.||; est une semi-norme dans £!, on considérera les fonctions de £! presque partout.

Ou encore, cf. remarque 26, on considérera 'espace L' = L£L'/N avec ||.||p1 ="°% ||.||1, ott maintenant
[|.||[z1 est une norme dans L', norme qui fait de L' un espace topologique séparé¢ (topologie engendrée par les
boules ouvertes B(f,e) = {g € L' : ||g — f||1 < €} pour tout f € L' et tout € > 0).

Définition 5.20 La topologie induite par la norme ||.||; sur L' (topologie engendrée par les boules B(f,¢)) est
appelée topologie de la convergence en moyenne.

Les convergences dans (£, ||.||1) et dans (L!,]].||1) sont appelées convergences en moyenne (relativement a
la mesure p).

Donc : une suite (f,)n € (L'I)N* (suite de fonctions u-intégrables) converge en moyenne pour la mesure p
vers une fonction f € £! (fonction p-intégrable) ssi :

p5 =10 0 i lfu=flb =20, e [ 1fa=fldn 0. (5.28)

(Ne pas oublier les valeurs absolues! C’est la convergence au sens de la norme ||.||1.)

Remarque 5.21 On parle abusivement de fonction f € L', au sens oti, de la classe de fonctions f, on choisit
(arbitrairement) une fonction dans £!. Ce tant que cet abus de notation ne pose pas de problémes (autres que
des problémes techniques dans les démonstrations). un

Proposition 5.22 Soit (f,,) une suite de fonctions de L1, et soit f € L, avec f, — f en moyenne, cf. (5.28).
n—oo
On a:

Wlf = Fa) = 0 = uf) = u(f) et pllfal) > p(lf]): (5.29)
Soit avec la notation intégrale :
[ir=slan—0 = [ e [ gan e [inlde s [ i G20
E n—oo E n—oo E E n—oo E

Preuve. On a |u(fn) — p(f)] = [u(fn — f)| < u(|fn— f|) = 0 d’ott la premiere affirmation, et on a “||a] — [b]| <
) —

la — b pour tous réels a et b, d'ott |t ful) — (171 = (1 fl = 11 < (|1 ful = 1£1) < L — F1) = O doi
la deuxiéme affirmation. e

Remarque 5.23 Par contre, la réciproque est fausse : p(|fn|) njoou(|f|) # pw(lfn=1) njOOO. Prendre p =

dx, fn = 1j0,1) (suite constante) et f = 1j; o) pour lesquelles on a u(| f,|) = (| f]) = 1 mais u(|fn — f]) =2 # 0.
Faire un dessin. un

Sous I’hypothése supplémentaire de convergence presque partout on a quand méme :
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33 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

Proposition 5.24

; {(z’) ullfal) = (f)). et

} alors  u(|fn — f]) — O. (5.31)
(i3) (fn) converge u-p.p. vers f, oo

Preuve. Appliquons le lemme de Fatou .19 : on considére la suite de fonctions positives et intégrables g, =
| 141 fnl—|f— fnl qui converge pu-p.p. vers la fonction |f|+]|f|—0 = 2|f|. Comme ici liminf(g,,) = lim(g,,) = 2|f],
le lemme de Fatou, cf. (5.26)), indique alors que :

plf1) < Tminf (u(|f| + [fol = 1f = fal)) = (] f] + [fa])) = Tminf(u((f = fo]))-

Dot 0 < —liminf(u(|f — ful)) < 0 et donc liminf(u(|f — fn])) = 0.

De méme avec hy, = [f — fu| = (If| +|fn]) = =2|f] : on-a —p(2|f]) = limsup(u(|f = ful = (If|+1fa])), don
limsup(p(|f — fn])) = 0. D’ou im(u(|f — fa])) = 0, cf. exercice BI4 un

Remarque 5.25 En revanche, on n’a rien si on suppose seulement p(fy,) —n—oo 14(f) (au lieu du (i)) méme si
fn converge presque partout vers f : prendre la mesure de Lebesgue sur |0, 1], la suite de fonctions définie par

fulz) = n(l]()}[ — 1]%;[) qui vérifie fo fn(x)dx =0 et qui p.p. converge vers 0, alors que u(|f,|) = 2. Faire un
dessin.
Ou encore, sur R, prendre la fonction qui vaut %(1[07,4 — 1[=n,0))- Faire un dessin. un

5.3.2 Convergence en moyenne vs convergence p-presque partout

Remarque 5.26 Attention : la convergence p.p. n’implique pas la convergence en moyenne :

fn — f ausens p.p =~ fn — f en moyenne (au sens de L1).
n—oo n—oo

Prendre f, =nljg 1 :
1- on a f, tend simplement vers la fonction nulle f = 0, avec ||f||1 = 0, alors que
- ||fnll1 = 1 pour tout n, et donc que ||fn, — fll1 = ||fn]] =1 # 0. D’ailleurs la suite (f,,) ne converge pas
dans £!, sa “limite” generahsee étant la masse de Dirac (qui n’est pas une fonction). un

Remarque 5.27 Attention : la convergence en moyenne n’implique pas la convergence p.p. :

fn — f ausens de L' = fn — f au sens p.p.
n—oo n—oo
. . _ N _ jn jTL + 1 N N 2 .
Voir Bouyssel [3] p. 132 pour le contre-exemple : f, = 14, ou 4,, = [2]0 s TR [ et ou, & n donné, j, et ky,
sont les (seuls) entiers tels que 0 < j,, < 2k» et j,, + 2F» =n. un

Exercice 5.28 Complément de la remarque précédente. On a quand méme le résultat suivant. Soit (fy,)nen-
une suite qui converge vers f au sens L' (de la moyenne). Montrer qu’il existe une sous suite extraite (f,, )ren-
qui converge p.p. vers f.

Réponse. La convergence en moyenne implique : il existe une sous-suite (fn, )ren< t.q. pu(|f—Ffarl) < 27% Don

S ([ f=Fnil) < o00. Donc p(X, |f—farl) < oo, cf. exercice B8] donc F = 3, |f—fn.| € L', avec F(z) =

> i [f(x)—fny, ()| pour presque tout z. Donc F(x) < co pour presque tout z, cf. exercice BI21 Donc, pour presque

tout x, le terme général de la série F'(z) =Y, |f—fn,|(x) tend vers 0, soit |f— fn, |(x) o 0 pour presque tout . wm
— 00

5.4 Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)
C’est un théoréme fondamental de la théorie de I'intégration.

5.4.1 Le théoréme

Cadre : soit (£, A, 1) un espace mesuré, et LYE, A, ) ="°% £ I'ensemble des fonctions f : F — R qui
sont y-mesurables de mesure ||f||; =9¢f 1u(]f]) < oc.
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34 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

Motivation : soit (fy,)n+ une suite de fonctions réelles (ou complexes). Soient les intégrales :

Fn:/fndﬂ eR.
E

Question : la suite (F,,)n+ converge-t-elle dans R 7 Et si oui, a-t-on :

lim Fn:/(lim fa)dp 7
E

n—o0 n—oo

En d’autres termes, peut-on passer & la limite sous le signe [ :

i (f foi) = [ Clim s (5:32)

C’est faux en général : voir (53)). C’est vrai sous les hypothéses de convergence p.p. et domination :

Théoréme 5.29 Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée). On suppose :

1. la suite (f,)n+ converge p.p. vers une fonction f (i.e., a x fixé, la suite (f,(x))y converge vers f(z), ce
pour p-presque tout x), et

2. domination L' :
Jhe ', YneN*, |f. <h p-pp., (5.33)

(domination indépendante de n par une fonction h intégrable) i.e. il existe h € L'(E) t.q. pour tout
n € N* et pour p-presque tout x € E on a |f,(x)| < h(x).

Alors la fonction f est intégrable et de plus :

lim (p(fn)) = p(f), (5.34)

n—oo

soit lim (u(fn)) = p( lim (f,)), et avec la notation intégrale :
n—oo n—oo

din (o) = [l g0) e 639

Preuve. On a |f,| < h p.p. pour tout n avec h intégrable, donc f, est intégrable (critére d’intégration par
domination).

Et fn — f p.p., donc |f| < h p.p. avec h intégrable, donc f est intégrable (critére d’intégration par
domination).

Puis pour presque tout z € E on a lim,_, fu(z) = f(z) = liminf, , fn(z) (les liminf et lim sont
égales pour les suites convergentes). On applique le lemme de Fatou (pour lequel on a besoin de fonctions
positives) : on a |f,| < h, donc —f, < h et f, < h, ce pour tout n et p.p., soit h+ f, > het h— f, > 0.

Donc (526)) donne :

w(f+h) < 1ini>infu(fn +h), dou p(f)<liminf u(f,),

n—oo
et p(h—f) <liminfpu(h— fy), dou p(f) > liminf u(fn).
n—o00 n—o0
D’ou p(f) = liminf, oo p(frn) = lmy oo p(fn)- ==

Remarque 5.30 Si la fonction dominante h existe, elle est nécessairement supérieure & g = supy |fn|- En
particulier si ¢ = supy|f.| n'est pas intégrable (cas u(g) = o0), on ne peut pas appliquer le théoréme de
convergence dominée (de Lebesgue). Exemple : voir remarque B2 ot g > 5 (exercice).

On peut également noter que la suite (f,) de la remarque 5.2 n’est pas une suite de Cauchy dans £!,
le vérifier avec ||fn, — fan||1, et donc ne saurait converger au sens de (dans) £!. Cette suite est uniquement
simplement convergente (converge ponctuelle).

(La suite (f,) de cet exemple est convergente au sens des distributions vers la mesure de Dirac en 0 (qui
n’est pas une fonction), voir cours de distribution.) wn
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35 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

5.4.2 Exemples

Exercice 5.31 Montrer 1- directement, puis 2- en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

1
1

/ nre "dr=—(1—-e")—e " — 0. (5.36)
n

0 n—oo

Puis démontrer que fol nzFe™"" dr — 00 0 pour tout k > 1.
Reéponse. 1- Par intégration par parties : fol zne " dr = — fol —e " dx 4 [—ze "]},

2- Soit frn(x) = nxe "". Cette fonction est continue sur le compact [0, 1] donc est intégrable.

21- Pour = € R fixé la suite des réels (f(z))nen converge vers 0, et donc la suite (f,) converge simplement presque
partout sur R4 vers la fonction nulle.

22- fl,(z) = (n—n’z)e ™", et fn atteint son maximum sur [0,1] en z = < avec f,(1) = e~ '. Donc fn(z) < e ' pour
tout n. Soit h la fonction constante h = 6_11[071]. Cette fonction est intégrable sur [0, 1], elle majore la suite f,. On peut
appliquer le théoréme : lim,— oo fol fu(z)de = fol limy o0 (fn(x)) dz = fol 0dz = 0.

k ! sur [0,1] pour k > 1, le calcul direct par
L]

Méme démarche pour fo na®e™"® dz puisque nzFe ™ < nze " < e~

intégration par parties étant plus long (récurrence). -

Exercice 5.32 Montrer 1- directement, puis 2- en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

o0
/ nxe " dx — 0. (5.37)
1 n—oo
Réponse. 1- Par intégration par parties : ffo nre "dr = [nxe:m]‘fo — floonejf de = —04+e "+ [6:7:]‘1’0 =

—-n

e "+ e;—" —n—o0 0.

2- Soit f(n,z) = nxe "*.

21- Pour z = zo € [1,00][ fixé, la suite f,(n) = f(n,z0) = nxoe "*° tend vers 0 quand n — oo car y — ye Y
converge vers 0 quand y — co. Donc f,, converge simplement vers la fonction nulle sur [1, ool

fn(z) — _n ez
frt1(z) ntl- >

22- Montrons que la suite (fn)n>1 est décroissante sur [1, 00[, i.e. fn(x) > fayi(x) sur [1,00[. On a

avec hg > % pour n > 1 et e® > e' > 2 pour x € [1, 00[, donc ffi(lazl:) >1pourn>1etz € [l,o00], cqfd.
Donc 0 < f,, < f1 sur [1,00[ avec f1 € £L'(]1, 00]).
Donc (théoréme de convergence dominée de Lebesgue) [ nze™ ™" doz —rn oo = [, 0d. un

Exercice 5.33 Démarche générique — Montrer en appliquant le théoréme de convergence dominée que :

n—oo

/ nre " dx — 0. (5.38)
0

. 1 . ) . P
Réponse. On a [° = [/ + [, ce qui permet de séparer le comportement sur un borné et le comportement en I'infini,
comportements traités dans les exercices précédents. un

Exemple 5.34 En revanche :

1 77L(L'2 —n
/ nre 2 de=1—-e2 — 1 (5.39)
0

n—oo

alors que, & z fixé, f,(x) =nze”2  — 0 (convergence p.p. vers 0 de la suite (f,)). Mais cette suite f,, n’est
n—oo

pas dominée par une fonction intégrable : sinon on pourrait appliquer le théoréme de convergence dominée et
on aurait 1 = 0.
. s . . o 1 . 1 o
Remarque : on vérifiera par exemple que f, est maximum pour z, = Tn et vaut en ce point fn(ﬁ) =/n,
L]

soit f(x) = % pour z = \/Lﬁ Or % n’est pas intégrable au voisinage de 0. un

—nx

dx.

Exemple 5.35 Calculer lim ¢

n=2 J10,00] \/E

e

Réponse. Soit f(n,z) = %, pour n > 1et x > 0.
1- Pour zo > 0 fixé, f(n,z0) — 0, donc la suite (f»)n+ converge p.p. vers f = 0 sur R,.
n—r oo

1

2- Soit n > 1. Sur [0,1] on a |fu(z)| = fu(z) = 27 2e™™ < 272, donc, posant h(z) = 272 on

a h e £'(0,1])

et |fn| < h, domination indépendante de n. Et sur [1,00] on a |fn(2)| = fu(z) < €™, donc posant k(x) = e~ on a
ke £Y(]1,00]) et |fn| < k, domination indépendante de n.

Donc (théoréme de convergence dominée de Lebesgue) la limite cherchée est 0. un

35



36 5.4. Théoréme de Lebesgue (de convergence dominée)

1
1
Exemple 5.36 Montrer que lim Ly dr = 0.
n—oo Jo (1 +x)"

Réponse. On pose fn(z) = fz(n) = f(n,z) = (ii;‘)’“n

1+ nxo 1+ nxo
— 0, donc f, tend presque partout vers f = 0 sur
(I+z0)™ = 14 nwo + ﬂ"g_*llm(ﬂ n— oo f presque p f=

1- Az =20 > 0 fixe, 0 <

[0,1] (partout sur ]0, 1]).
2- |f(n,z)| <1 pour tout n € N et tout € [0,1] (cf. calcul précédent), et donc h =1 domine (|fn|n).
D’ou Papplication du théoréme de convergence dominée et sa conclusion. un

Exemple 5.37 Soit A > 0. Soit F,,(A4) = fOA(l — 2)" cos(z) da.
(i) Calculer F(A) = li_>m F,(A).

(ii) Montrer que lim,, fon(l — %)n cos(z) dx = %

Réponse. (i) On pose fn(z) = (1 — %)n cos(z).

1- A £ =z > 0 fixé, (1 - %Q)n —n—oc € 70, voir annexe [B] donc la suite (f,)n+ converge simplement sur R’ vers
la fonction f donnée par f(z) = e~ * cos(z).

2- Pour z € R fixé et pour n > |z|, on a 0 < (1 - %)n < €, voir annexe [Bl Donc |fn(z)| < h(z) pour z €]0, A[ et
n> A, oft h(z) = e 7, avec h € £(]0, A[).

Donc (convergence dominée) F(A) = limp— o0 Frn(A) = fOA(limn_)oo fn (z))dz = fOA - cos(m) dz.

Calcul : F(A) = [e ®sinz]g + fOA e sin(x)dr = e 4 [e7*(— cos(x))]§ — fOA e cos(x)dr = e 4 —e " cos(A) +
1— F(A), doit F(A) = 3(e™* — e “cos(A4) + 1).

(ii) Soit Gn = fon(l — %)n cos(z) dz. Pour rendre les bornes de l'intégrale indépendantes de n on pose G, =

157 g9(n,x) da, on gn(x) = (1 — %) cos(z)1jo,n((x). On procéde comme au (i) :
1- a4z =z > 0 fixé, (1 — m_o) — e "%, Avec 1jp,n;(w0) — 1. Donc la suite (gn)n+ converge simplement vers la
n— oo

n n— oo
fonction f donnée par f(x) = e % cos(z) sur R4.
2- Pour 0 < z < non a |g(n,z)| < e 7, cf. exercice précédent. Et pour z > n on a g(n,z) = 0 donc en particulier
lg(n,z)| < e *. Donc |g(n,z)| <e™® pour tout n € N* et tout = > 0.

Donc (convergence dominée) lim G (z) = [ (limp o0 g(n, ) dz = [° € cos(x) dw = 3. un
0o s
sin(7x 2
Exemple 5.38 Montrer que lim (r2) = —.
n—oo Jg 142" T
Réponse. On se contente de n > 2 (on s’intéresse & n — 00). On pose f(n,z) = sﬂ(—sz)

1-si0 < z < 1, f(n,2) —nooosin(mz), et si 1 < z < 00, 2" —rn—0c 0. Donc f, converge simplement vers
f(z) = sin(mz) 1,1 ().
2- Une fonction dominante est donnée par h(z) = sin(7wx)1;0,1j(x) + 1Jrﬁl[l’oo[(m) qui est bien intégrable sur R4. On

peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : la limite cherchée vaut [ sin(wz)1j,1) dz = [7@]1 =24
5.4.3 La primitive d’une fonction £! est continue
Proposition 5.39 Si f € L£1([a,b]) alors sa primitive F définie sur [a,b] par F(z f f(t)dt est continue.

(Une primitive quelconque est la fonction F a une constante pres.)
Et on note alors F' = f dans L' (méme si F n’est pas dérivable au sens classique), voir ci-dessous exer-
cice[5.4]]

Preuve. Comme f € £'([a,b]), pour z € [a,b] on a f € L!([a,]), car [ |f(t)|dt < f If(O)dt = ||fllzr < oo.
Donc F est bien définie sur [a, b].

Soit (z,)n+ une suite de points dans [a,b] qui converge vers z € [a,b]. Il s’agit de montrer que
F(zp) —n—ooo F(x). On a F(x,) = f gn(t)dt ot on a posé gn(t) = lp4.,1(t)f(t). Appliquons le théo-
réme de convergence dominée. 1- et 3- On a |9n| < f pour tout n avec u(|f|) < oo donc g, € L([a,b])
et (gn) est dominée. 2- A ¢ fixé on a gn(t) —n—oo Lia(t)f(t) puisqu’ici f(t) est une constante. Donc
im0 F(@0) = lipseo [0 ga(t)dt = [Plimyse(ga(t) dt = [Pl () () dt = [7f(t)dt = F(x), et F
est continue. un

Remarque 5.40 Dans la proposition [£.39 la notation F/ = f est abusive au sens classique, car la fonction F
n’est pas nécessairement dérivable dans tout [a, b], voir Pexemple de la fonction de Cantor, remarque .34  oa
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37 5.5. Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre

Exercice 5.41 Nécessite le cours de distribution. Soit f € £1(]0,1[;R). Montrer, pour presque tout = €]0,1] :

x
([ f@)dt) = f(z). (5.40)
0
Indication : se servir de D(]0, 1[) dense dans £1(]0, 1[) et raisonner au sens des distributions.
Réponse. Le résultat est connu pour f € C°([0,1]), puisque F(z fo t) dt est la primitive d’une fonction continue
et donc F' = f.

Soit f € L' et soit (f,) une suite de fonctions de D(]0, 1[) (C* a support compact dans |0, 1[) qui tend vers f € L' :
[|f — fulli = 0. Quitte & considérer (fn)n>n pour N assez grand, on peut supposer que ||fn||1 < 2||f||1 pour tout n, et
la suite (f,) est dominée par une fonction intégrable.

Montrons (5.40) au sens des distributions, i.e. que pour tout ¢ € D(]0,1[) on a ([ f(t)dt)', ¢(x)) = (f(z), o(x))da-
Les fn étant dans D(]0, 1[), les fn, sont C° et donc on a :

KKﬁ#MWW@)(h( m_/ﬁl

Le membre de droite fol fn(z)e(x) dx tend vers fol f(z)e(z) dx : appliquer le théoréme de convergence dominée A la
suite de fonctions g, = fr.

Le membre de gauche vaut fo (Js fn(t)dt) o(z)dz = 7f01(f0z fa(t)dt)p' (z)dz et montrons qu’il tend vers
fo fo (z)dz : appliquons le theoreme de convergence dominée & la suite (F,) donnée par Fn(z) =
(J fa(t (m) pour z € [0,1] : 1- les F, sont intégrables car continues sur le compact [0,1]; 2- & z fixé,

F.(z) — F(m) = (/ f(t)dt)¢'(x), of. (29) avec p mesure de Lebesgue sur [0, m]; 3- |Fu(z)| < ||fn||£1|<p/(m)| <
2||f||£1|<,0( )| 1ntegrable car ¢’ continue sur le compact [0, 1]. D’ot fo x)dx — fo x) dx, soit fo (Jy fn(t) dt)¢' (z) dz —
IO (x) dz, ce pour tout ¢ € D(]0, 1[). o
5.5 Continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre

On a considéré ci-dessus le cas d’une famille de fonctions f,(x) = f(n,z) avec (n,x) € N x E.
On se donne maintenant une fonction :

I xE — R,
: (5.41)
(p,z) — f(p, ),
ol I est un intervalle ouvert de R. p représentera le paramétre et = la variable d’intégration.
On définit la fonction associée f, : E — R de la variable x par, pour p donné dans I :
E—R
fp: def
z = fy(2) S f(p,2)
Et on s’intéresse & son intégrale dépendant du paramétre p :
FiIoR, F)=ulf) /‘fn ) dpu(z)). (5.42)

Le probléme est de savoir si la fonction F' : I — R est continue. Le., si pg € I, a-t-on :

lim F(p) = F(po) 7

pP—Po

Autrement dit : peut-on passer & la limite sous le signe [ :

m%x@ﬂnmwuozé lim (f(p, ) du(z) 7

pP—Po cE P—Po
On a implicitement considéré le cas ot les fonctions f sont continues en pg pour que la limite lim (f(p,x)) =
P—DPo
f(po, z) existe (pour presque tout z fixé dans F).
Posons également, pour x donné dans E :

{I—>R
fo: o
p fo0) € fp,2)

Le théoréme de la convergence dominée donne, pour I un intervalle ouvert de R (muni de sa tribu borélienne)
t (E, A, 1) un ensemble mesuré :
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38 5.5. Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre

Théoréme 5.42 (Continuité d’une intégrale dépendant d’un parameétre.) Soit f comme en (5.41) telle que f,
est mesurable pour tout p € I. Soit pg € I. Et dans le cas I non borné, on note aussi pg = Fo00.
Hypothéses : on suppose :

1. pour presque tout x € E, pour py € I la fonction f,, est continue en py (l'intégrant est continu en py), i.e.
limy,—,p, f(p,2) = f(po, ) ; et pour py = oo la fonction f, a une limite en po, i.e. lim,,, f(p,z) € R,
et hmp—>p0 f(p7 .17) =note f(pOa l‘),

2. et domination indépendante du paramétre par une fonction h intégrable :
Jhe LYE), tq Vpel, | fol < A, (5.43)

i.e., pour tout p € I et pour presque tout v € E on a |f(p,z)| < h(x) avec h € L1 (E).

Conclusion : alors la fonction F donnée en ([5.42) est continue dans I : pour pg € I :

Jim F (p) = F(po), (5.44)

ie.:
Jim pi(fp) = p( lim fp) = mu(fp), (5.45)
Jim [ o) duo) = [t (700) du@) = [ (700 0) duto) (5.46)

i.e., la limite passe sous le signe [.

Preuve. On applique le théoréme de convergence dominée :
Soit (pn)n+ une suite qui converge vers pg ou vers £o0o. Soit g (z) = f(pn,x);
a z fixé on a lim, o0 (gn () = limy oo (f (Pn, x)) = f(limp— o0 Pn, ),
et |gn(z)| < h(z) indépendamment de n.
Donc limy,—y00 £4(gn) = p(limy— o0 gn)- Donc limy, oo pb( f(Pr, ) = p(limy— o0 f(Pn, ). Vrai pour toute suite

(pn)n+ qui converge vers po. un

Exemple 5.43 Montrer que, pour f € L}(R;R), sa transformeée de Fourier fdéﬁnie sur R par :

= /]R f(z)e " do (5.47)

est continue sur R.
Réponse. Posons g(&,z) = f(z)e %", .

1- A z fixe (quelconque dans R), la fonction g, : € — f(z)e " est continue car Pexponentielle Iest.

2- On a (module) |g(€, )| < |f(z)| pour tout z,¢ réels avec |f| € L'(R) (hypothése) (majoration indépendante du
parameétre &).

Donc on peut appliquer le corollaire précédent, et la fonction fest continue (en &) sur R. ]

vat 2-1
Exemple 5.44 Montrer que, pour t € [0,00[, posant / ;:C 2y dx
0 z

F(t) Soh F(0+) (=1n2), et que F(ﬁ)t:>o 0.

V1422 -1

Réponse. Notons f lintégrant : f(t,r) = —————————=. Ici le paramétre est t.

P f g [t @) NSNS P

1- A z fixé dans ]0, oo, la fonction f; est continue pour ¢ € [0, oo[ (on a exclu z = 0 mais on a besoin de la continuité
des f, uniquement pour presque tout x).

2-Pourt € Ry etz € R, onav1+a2—1<z (car 1 +2° < (14 x)?);et ona a2+t >z, donc \/2—+t <1
donc 0 < f(z,t) < . Et la fonction h(x) = ﬁ est indépendante de ¢ et intégrable sur Ry. On peut donc passer a

la limite sous le 51gne f i.e., on a la continuité de la fonction F :]0, co[— R.

v/ 2 _
Donc F(¢ —>/ hmftm dm—/ medm—/ lte 1dm

1+ 22z
Et F(¢ —>/ hrn f(t, m))dm—/ 0dz = 0.

0
Reste & voir que F(0+) In(2). On fait le changement de variable y = /1 + 22, d’ou ydy = xdz, d’ou F(0) =

_ N e o
I \/—y;——l \/—12—;1 y= [ mdy =/ (i — o) dy+ I mdy. La derniére intégrale est le reste d’une intégrale
convergente, et la premiére vaut In(2) + ln(NLH) qui tend vers In(2) quand N — oo. ==
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39 5.6. Dérivation d’une intégrale dépendant d’un parameétre

! 1
0o Vel —2)(1 —tx)

pour x €]0,1[ et t € [0, 1].

Exemple 5.45 Montrer que, pour ¢ €]0, 1, posant F'(t) = dx, on a F continue sur |0, 1],

et F(04+) =, et F(1—) = +o0.
Réponse. On pose g(t,z) =

\/m
1- A z fixé dans 0, 1, la fonction g, : ¢t € |0, 1[— ga(t) est continue (sauf éventuellement en t = L mais  ¢]0, 1[).
2- Pour ¢t € [0, a] avec a < 1, la fonction g(¢,x) est dominée par la fonction g(«, z) qui est intégrable (car la fonction
y— y_% est intégrable au voisinage de 0+). Donc F' : ¢ — F(t) est continue sur [0, o], ce pour tout a < 1, dont F' est
continue sur [0, 1].

_ _ _ 2ydy _ . 1 _
Donc F(0+) = lim¢—o4 F(¢ fo lim; 04 g (t)) dax = fo \/z — fo it = 2[arcsin(y)]p = 7.
Et pour t €]0,1] et z > 0on a 1—tm > 11—z, donc == < 7%=, avec si de plus < 1, alors 2 > 1. Donc
__dr — *1 _ — =1 _
fo (t,z)dz > fo — x)(l =2 fo m fo 42 = [Z1In(1 — tz)]) = S In(1 — t) tend vers +oo quand ¢ — 1.
Donc F(t) t—1> —+00. I.I
s

Exercice 5.46 En revanche montrer que le théoréme de convergence dominée ne peut pas s’appliquer au calcul
de limy,_,o+ F'(h) pour :

by a2
F(h) = / %o da, (5.48)
O h
sous peine de démonter que 1 = 0.

1 22 _
Réponse. OnaF(h):/ %e 2 dy = [—e 2 ](1)21—627"1' — 1L
0

h—0

+

1 1
Et / }Linlo(ze 2R ) dr = / 0dz = 0. Comme 1 # 0, on ne peut pas passer a la limite sour . Ici la fonction intégrée
o " 0
n’est pas dominée, dans un voisinage de h = 0, par une fonction intégrable indépendante de h (voir exemple [5.34). u=
Exercice 5.47 Soit e = exp(1) = e!, et soit I(p) = f:p 1 dz pour p > 0. Montrer que le théoréme de conver-
gence dominée ne peut s’appliquer pour calculer lim, o4+ I(p).

Réponse. On a I(p) = f:p Ldr = In(<2) = 1 constante indépendante de p > 0. En particulier lim;o4 I(p) = 1. (Et on
peut prolonger I par continuité en 0 en posant I(0) = 1, ce qui peut surprendre puisque I(0) ressemble a un intégrale sur
Uintervalle [0,0] = {0} de mesure nulle : cet exemple s'inspire de 'exemple B9 ou f(n,z) = nly 1,(z), faire un dessin).

Essayons d’appliquer le théoréme de convergence dominée. L’intégrant vaut f(p,z) = % 1ip,ep)(z) pour p > 0 et z > 0.
Pour z > 0 il verifie f(0,x2) =0 et f(p,x) =0 dés que p < x; donc, & = > 0 fixé, la fonction f5 : p — f(z,p) est continue
enp=0.

Mais la fonction f : (p,z) € [0,1]x]0,1] — 21, . (x) n'est pas dominée indépendamment de p par une fonction

intégrable au voisinage de z = 0 (une fonction dominante h vérifie h(z) > 1). un

5.6 Dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramétre

Et on s’intéresse encore & 'intégrale dépendant du paramétre p :

F:I—>R, F(p) = u(f,) / f(p,z) du(x)).

Le probléme est de savoir si la fonction F' : I — R est dérivable, et si pour pg € I :
of
Fio= [ Fonadua
zeE a

Ou encore si on peut dériver sous le signe | :

S mw) = Deenae o

Ou encore en termes de limites :

lim F(po + h;)L — F(po) _ / lim f(po+ h,z) — f(po,x) d

h—0

7
veB h—0 h pla) (5.49)

On regardera naturellement le cas ou les fonctions f sont supposées dérivables en py.

Théoréme 5.48 (Dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un paramétre.) Soit f comme en (5.41) telle que f,
est mesurable pour tout p € I. Soit pg € I. On suppose :
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40 5.6. Dérivation d’une intégrale dépendant d’un parameétre

1. pour presque tout x € E, la fonction f, est dérivable (en p) sur I,

2. et domination indépendante du paramétre par une fonction h intégrable :

Jh € LY (E), Vpel, g—i(p, I < h, (5.50)

soit : pour tout p € I et pour presque tout x € E on a |ap (p,z)| < h(x) o h € LY(E).

Alors la fonction F' est dérivable sur I, et sa dérivée est donnée par, pour pg € I :

~ [ Gt duta), (5.51)

noté :

dp /f @) dp( ))\,, o /a po, ) dp(x), (5.52)

(dérivation sous le signe [ sous I’hypothése de domination), noté :

d _ [
([ tyau) = [ Zoa)duta) (559
Preuve. Il s’agit de montrer que (.49) :

fE p()“i’6 x dﬂ fE p(); (:C> _
=,

hm(f(po+€, r) — f(po, )

e—0 9

) du.

8~>() 9

+en,x)—f(po,z *
= f(®o 83 f(po J') (En)nEN* est une

suite qui converge vers 0 t.q. po+&, € I pour tout n. Ici g,(x) = M = f’( .) = g—i(pg,x) ol
Pe € [P0, Poten] (théoréme des accroissements finis pour f, : I — R), donc |gn( )| < h(z) p.p., cf. (B0). un

On applique le théoréme de convergence dominée en posant g, (z)

Exemple 5.49 Pour f € £'(R), alors dés que 2 — . f(z) est également dans £'(R) (i.e. [p |z]|f(2)|dz < o0),
calculer la dérivée de sa transformée de Fourier : montrer f € C*(R) et, pour £ € R :

(g):/]Rf(ac)eﬂfz dr = (f)’({):/]Rfixf(:c) e . (5.54)

Réponse. Posons g(&, ) = f(z)e %", _ '
A z fixé, la fonction g, : € — f(x) ™" est dérivable car exponentielle Uest, et g’ (£) = g—é’(f,m) = —ix f(z) e~ %",
Et donc |%‘El(§,w)| < |z||f(z)], ce pour tout z,£ € R.

Donc on peut appliquer le corollaire précédent dés que zf € L'(R) : la fonction fest dérivable sur R et sa dérivée

est donnée par dérivation sous [ : on a (5.54).

Il reste & montrer que (f)’ est continue. On procéde comme dans I'exemple .43} un

Exemple 5.50 Calculer la dérivée de F :]0,00[— R définie par F(t) = / e dx.
[0,00[

Réponse. Soit to €]0,00[. Dire que F est dérivable en to c’est dire que dans un voisinage ouvert de to, par exemple le
voisinage Io =]%, 22 la limite limy_o w

N to 3t
pour les paramétres t € Io =], =2].

existe dans R. Appliquons le théoréme de convergence dominée

Soit f(t,x) = 2% e™ ™ (lintégrant). A x fixé, la fonction f, : t — fo(t) = f(t,) est dérivable dans R} de dérivée
fa(t) = g—{(t,m) = —2%7". Pour t € Ip on a |g—{(t z) < —2%e~ 7% qui est intégrable. On peut donc dériver sous le
signe f entoutt € I, et pourt € lopona F'(t) = — O°° z3e ™' dx, en particulier vrai pour t = to : F est dérivable en to,
et F'(to) = — [;° mge’toz dz. Et c’est vrai pour tout to > 0. un

Exemple 5.51 Cas pour lequel Iintégrale de Riemann ne permet pas de répondre. Soit g € C°([0,1]) avec
g > 0. Soit Go = g~ 1({0}) = {z € [0,1] : g(z) = 0}. Dessin. Montrer que :

I=[0,1] - R

t %so(t)/ol TR PO =mCo. (5.55)

la longueur en “contact avec le sol”.
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41 5.7. Application auz lois de conservation en mécanique

pour z € Go, f(t,x)=

Réponse. Soit f(t,2) = y/g(x) +t2. On a
{pourmgéGo, ft, ) =+/g(z) +t2.

Soit x fixé dans [0, 1]. La fonction f; : t € I — fu(t) = f(t,z) est dérivable dans I comme composée de fonctions
dérivables. Et sa dérivée est donnée par :

pour z € Go, g—{(t,x) =1, donc %(0+,x) =1,
o7 . o7 (5.56)
pour z ¢ Go, E(t’ x) = m, donc E(OJr,m) =0.

Et donc pourt € I et x € [0,1],0on a |%(t, z)| <1 =1,((z), avec 1)1 € £'([0,1]) (fonction indépendante de ¢ qui est
L' intégrable sur ]0, 1]). Donc ¢ est dérivable sur I et, cf. corollaire 48] :

1 1
’ t
o(t) :/ Lag (2) der/ oy (2) da (5.57)
o o V@)t "I
Puis, pour zx fixé tel que g(x) # 0, la fonction «a(t,z) = ml[o,l]—Go (x) est continue en ¢ et majorée par li 1) pour
tout ¢t € [0, €], avec lim;— o4 a(t,z) =0 pour x €]0,1] : on peut appliquer le théoréme de Lebesgue : ¢’ est continue &

droite en 0 et sa dérivée a droite en 0 est ¢ fo lay(z) dz + fol 0dz, d’ou (L.33). ==

N.B.! On peut relaxer la condition de dérivabilité en ne supposant que la dérivabilité en py et non dans
tout I ; sous 'hypothése de “domination Lipschitzienne”

Théoréme 5.52 Soit f comme en (5.41) telle que f, est mesurable pour tout p € I. Soit py € I. On suppose :

1. pour presque tout x € F, la fonction f, est dérivable en py,

2. et domination lipschitzienne :
Jhel', Vpel, pp.x€E, |f(p,x)— f(po,z) <h(x)|p— pol. (5.58)

Alors la fonction F est dérivable en pg, et sa dérivée est donnée par :
of
Fo) = [ 5 o) duo) (5.5
g Op
(dérivation sous le signe | sous I'hypothése de domination lipschitzienne).

Preuve. Il s’agit de montrer que (.49) :

6—>O 3 e—0 9

fE (pote, x) du(x fE (po, (:c)) _ /hm(f(p(ﬂr&x) - f(p()’x>)du.

f(Poten,®)—f(po,x)
En

quelconque dans I qui converge vers 0. Et ici |g,(z)| = |M| < h(z) p.p., on peut donc appliquer

le théoréme de convergence dominée. un

On applique le théoréme de convergence dominée en posant g, (z) = ol (&n)nen est une suite

Exercice 5.58 F(p) = [, f(x)e”P~*!dz pour f € L'(R) et p € R.
Montrer : F'(p) = fweR f(x)sgn(z — p) e~ Pl dg.

— f@)e" T sip>a
— f@)e’ " sip<a

sip>wx o
e — sgn(e - p)e 7, pup. o, avec [2LED=UED| < f(z)[, pour
= f(z)e sip<ax

tout ¢ # p p.p. = (caractére Lipschitzien). D’otu le résultat. un

Réponse. Intégrant g(p,z) = f(zx)e~IP—==l { } Donc, a z fixé, pour tout p # x la fonction f est

~f(a)er

dérivable en p avec %%(p, ) {

5.7 Application aux lois de conservation en mécanique

Toujours avec une fonction comme en ([G.41]), mais en adoptant les notations ¢ = temps et x = espace :

(5.60)

. R xR" — R,
(tvx) — f(t, ),

41



42 5.7. Application auz lois de conservation en mécanique

ot n =1, 2 ou 3. Et, pour tp € R appelé instant initial, et pour £}, un ouvert dans R", on se donne “les
trajectoires des particules” se trouvant dans €, a to :

R x Q, — R",
. (5.61)
(taX) —x= (I)(taX)v
A X € Q, fixé, la trajectoire de (la particule qui se trouve en) X est :
R = Rn’ noté
Oy : daf et ®x'(t) = U(t,r;) quand z; = P(t, X), (5.62)
t —x = CI)X(t) = (I)(t,X),
ot on a supposé ®x dérivable, et ot ¥(t,x;) est appelée la vitesse eulérienne.
A t € R fixé, on note :
Q, — R™,
D, : dof et on note €y = Oy(Qy,). (5.63)
X —az=0,(X) = o(t,X),
A X €, fixé on considére la fonction :
g9(t) = f(t, 2x(t)). (5.64)

Supposant f et ® C', la dérivée particulaire de f est la fonction (eulérienne) définie sur (J,cp({t} % Q) par :

DL @) ™ 1), (5.65)

donc avec la vitesse eulérienne définie en (5.62) :

(8, ®x () = S0 B (6)) + 71, B (1)) (1)

= i ex),

Df

Dt (5.66)

ou df (t, :c) —def gr, (z) est la dérivée “en espace” de f, i.e. la différentielle a ¢ fixé de la fonction f; définie par
fi(x) =9 f(t,z) pour tout z € R™. Autrement dit :

Df ast OF | 4o
Dt ot + df .. (5.67)
Soit :
T+ €0

But : Calculer F'(t) ="ot% %(‘fl‘teﬂt f(t, ) dS), sachant qu’ici le domaine 2, d’intégration varie avec t.

Proposition 5.54 Soit tg, T € R avec to < T. Soit U un ouvert borné de R™ t.q. U D Q; pour tout t € [to, T).
Hypothéses (pour la mécanique) : y, est un ouvert borné, et
1- La fonction ® : [tg, T] x Qi — R™ est C! telle que pour tout t € [to, T] d®; : Q, — QU est un difféomor-
phisme C' qui vérifie, notant J(t, X ) = det(d®;(x)) le déterminant de la matrice jacobienne (relativement a la
base canonique de R™) :

aJ

aC >0, Vt € [to,T], VX € Qp,, |J(E,X)|<C et |E(t,X)| <C. (5.69)
2- Domination :
1 Df
dh e L (Qto); YVt € [to,T], VX e th avec ry = q)t(X), |f(t,l‘t)| < h(X) et |E(t,l‘t)| < h(X) (570)
Conclusion : F est dérivable et on a :

d D .

(F'(1) =) d—(/ f(t,xt)dﬂt) :/ DE ¢ w) + £t 2)divii(t, @) d. (5.71)
t\Jzeq, zieq, Dt
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Preuve. Grace au changement de variable dans les intégrales, on se raméne au domaine Q;, (qui ne varie pas
avec t) :

F“):LK@Q £t ®x ()T (t, X)] . (5.72)

ou J(t,X) = det(dP:(X)) est le jacobien de la transformation ®; : Q; — € (le déterminant de la matrice
jacobienne relativement a la base canonique dans R™). Ici J(¢, X) est > 0 positif car J(tg, X) = 1, J est continue
en t et J ne s’annule pas (®; est un difféeormrphisme pour tout ¢). Notons :

g(t, X) = f(t, 2x (1) J(t, X). (5.73)

1- g est dérivable en ¢ et 2¢(t, X) = BL(t, 0x(1))J(t, X) + f(t, ®x (1)) L (t, X), et
2- |%%(t, X)| € 2C h(X) constante sup du membre de droite sur [tg,T] x U, et U est supposé borné.
Donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :

%(/ﬂ g(t,X)thO):/Q %(t,X)tho. (5.74)
Soit : D 57
F'(t) = —f(t,tbx(t))J(t,X) + f(t, Px ()= (t, X) dS2,. (5.75)

o, Dt ot

Et un calcul direct montre que (voir polycopié “Mécanique, mouvements...”) :

aa—i(t,X) = J(t, X) divo(t, 1) quand xy = P(t, X). (5.76)

D’ou le résultat par changement de variable pour revenir & €. un

6 Théoréme de Fubini

On se donne deux ensembles F et I munis de tribus A; et As, et on considére ’ensemble produit £ x F =
{(z,y) € E x F}.

Définition 6.1 On appelle tribu produit de A; et As la tribu A; ® As engendrée par les éléments de la forme
A x Ay pour Al € Ay et Ay € As.

Exemple 6.2 La tribu borélienne de R? est engendrée par les pavés ]ay, bi[x]az, ba[. un
On a le théoréme (admis) :

Théoréme 6.3 Ftant données deux mesures ji; et po définies sur A; et As, il existe une unique mesure j,
notée 1 ® pa, définie sur A; ® Ay vérifiant :
iy
(AL X Ag) = i (Ar)pa(Az) "E° (1 © pa)(Ar X Ag). (6.1)

Pour f; fonction sur E; et fs fonction sur Es, on note f1 ® fo la fonction (& variables séparées) définie sur
FEy x E, par le produit :

(1 ® f2)(@,9) € (@) faly). (6.2)

Du théoréme précédent on déduit (pour les fonctions & variables séparées) :

Théoréme 6.4 Si f1 est pi-intégrable, et si fa est uo-intégrable, alors la fonction fi1 ® fo est p1 ® uo intégrable
et :

(111 @ p2)(f1 ® f2) = pa(f1)p2(f2)- (6.3)

(Intégration de fonctions a variables séparées.)
Et on a le théoréme de Fubini (admis) :

Théoréme 6.5 (Fubini.) L
(i) (Cas des fonctions positives) Si f est une fonction mesurable positive (& valeur dans R, = [0, c]) alors
on a l'égalité (dans R, ) :

/Elez f(@,y) d(p1 @ p2) /El< . (:c,y)duz)dm /Ez< . (Z,y)dul)dNQ (6.4)

(i) (Cas des fonctions intégrables) Si f € L*(E; x Es) (fonction (1 ® ug)-intégrable sur Ey x Es), alors :
pour presque tout € Fy la fonction y — f(x,y) est us-intégrable, et pour presque tout y € Es la fonction
x — f(x,y) est u,-intégrable, et on a (6.4).
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Remarque 6.6 Attention, dans (i) si f n’est pas positive, ou dans (ii) si f n’est pas intégrable, on ne peut pas
appliquer le théoréme de Fub1n1. Par exemple, on a :

1 1 2 2 1
" Yy n T

IRk )dx:/ ———|,_gdr = arctan1 = —, 6.5

/x:() (/y_() (22 +y?)? 4 x:o[ICQ T yQ]y—O 1 (6.5)

1 1 2 2 1
22—y -z T
—d )d = —— . _ogdy = —arctanl = ——. 6.6
/y_o (/:n:() (22 +y2)2 ) /y—()[ﬂfz + yQL_O Y aretan 4 (6.6)

Les deux intégrales existent mais ne sont pas égales : on ne peut pas inverser l'ordre d’intégration : en effet

(i) ne peut s’appliquer, et dans (ii), la seule hypothése & vérifier (a savoir f est u; ® po-intégrable) n’est pas

vérifier ! En effet, 'intégrant se comporte au mieux comme —— au voisinage de (0,0). Et si f était intégrable,
s

on aurait 7 = —7.
2 2

Noter également qu’on ne peut pas intégrer en séparant les termes (52+y2)2 xziyﬂ — (x22+yy2)2 puisque par

—+— n’est pas intégrable sur |0, 1[2. wn

alors que :

1
24y

-y _

exemple — +y

Rappel : On vérifie que dans R™, si r = /2% + ... + 22, alors

/ r®dxy...dx, < oo ssia > —n,

1<1

"= (6.7)

/ r®dry...dr, < oo ssia < —n.
>1

En effet, en passant en coordonnées sphériques, on a dx;...dx, = r"~1drdS; oit dS; est I'élément de surface de
la sphére unité (et dS, = r"~1dS celui de la sphére de rayon r). On a donc & intégrer un produit de fonctions
de variables séparées. On applique le théoréme [6.4], ce qui donne, par exemple sur la boule unité :

1
/ r®dxy...dx, = S1 / rotn=Llqr, (6.8)
r<1

0

et l'intégrale n’est réelle (n’est finie) que si « +n —1 > —1.

Et on a également le théoréme d’intégration de Tonelli qui donne des conditions suffisantes, faciles & vérifier,
pour qu’une fonction soit dans L'(£2; x Qy) :

Théoréme 6.7 (Tonelli) Si la fonction F : Q1 x Qs C R? — R satisfait aux deux hypothéses :

/ |F(z,y)|dy < oo p.p.z, et / (/ |F(z,y)] dy) dx < o0, (6.9)
Qo (951 Qo

alors F € L'(Q1 x Q2), et on peut appliquer le théoréme de Fubini.

Remarque 6.8 Si on reprend exemple de la remarque 6.6, 'intégrant est |F(a; y)| = ﬁ% siy < zet

2_ .2 . 1 2 2
:—ﬁ% 31y2m.Etonafy=0|F(x,y)|dy:f£= (2+y2)2dm+f 2+ Q)de Etf T;ﬁdx—
(772 )y=0 = 3= qui n’est pas intégrable sur lintervalle [0,1] 5 z. Et les hypotheses du théoréme de Tonelli ne
sont pas vérifiées. Il n’est donc pas étonnant que le théoréme de Fubini ne soit pas applicable. un

7 Espaces £? et L?

Définition 7.1 Une fonction f : E — R (ou f: E — C) est dite de carré intégrable (ou d’énergie finie) si

1. f est py-mesurable, et

2. | f|? est p-intégrable, i.e., u(|f]?) < oo
Remarque 7.2 Une fonction ne peut étre de carré intégrable que si elle est p-mesurable (par définition).
Par exemple, la fonction qui sur I = [0,1] vaut 1¢ — 1;_¢, avec C C I et C non p-mesurable, n’est pas de

carré intégrable. Mais ¢’est un cas qu’on ne rencontre pas (encore) dans les applications (autres que purement
mathématiques). un

L’ensemble des fonctions de carré intégrable est noté L2(E, A, i; R) (ou L2(E, A, u; C)), ou plus simplement
L2(E;R) = L2 (ou L2(E;C) = £?) si le contexte est clair. Et on a facilement :
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Proposition 7.3 L’application : (f,g) € L2(E;R) x L2(E;R) — u(fg) ="°% (f,g)s2 € R définie un semi-
produit scalaire

(Bt (f,g) € L2(E;C) x L2(E;C) — u(fg) ="' (f,g)> € C définie une forme sesqui-linéaire hermitienne
positive pour f et g a valeurs complexes.)

Et on note || f||z2 = /(| f|?) ou encore || f||2 = +/u(|f|?) la semi-norme associée. On en déduit :

Proposition 7.4 L’espace £? est un espace vectoriel, et pour tout f et g dans £ on a I'inégalité de Cauchy—
Schwarz :
[(f, 9) ezl < NSl c2llgllc2- (7.1)

Preuve. Démonstration usuelle. Voir polycopié d’éléments finis. un

L’inégalité de Cauchy—Schwarz se réécrit aussi :

[ faaul < ( / |f|2du)é ( / |g|2du)é. (72)

La semi-norme ||.||2 induit sur £2 une topologie appelée topologie de la convergence en moyenne quadraticue.

On note L? = £?/N Tespace quotient, pour lequel la semi-norme induite ||.||2 est une norme : si ||f||2 =0
alors |f|> = 0 p-p.p., donc |f| = 0 p-p.p., donc f € 0 = N. Et L? est muni du produit scalaire induit : pour
f,g€L?avec fE fetgeEg:

(G2 [ fgdu (= utso) (7.3)
E
On a alors :

Théoréme 7.5 (Théoréme de Fischer—Riesz) L’espace vectoriel L? muni de la norme ||.||2 est complet. Muni
du produit scalaire (-, )2 ¢’est donc un espace de Hilbert.

Preuve. Voir paragraphe un

8 [Espaces LP(I) et LP()

8.1 Définition

Définition 8.1 Pour 1 < p < oo, on appelle (LP(E), u) ="°% LP(E) I’espace des fonctions f mesurables sur F
telles que |f|? soit intégrable :
LP(E) = {f: E — R p-mesurable t.q. | f|? € L (E)}

¢ 8.1
nate {f: E = R p-mesurable t.q. / |fIPdp < oo} ®1)
E

Définition 8.2 Et pour p = 0o, on note (£L>®(E), ) =" £>°(E) I'ensemble des fonctions mesurables et
essentiellement bornées (bornées a un ensemble négligeable pres, cf. (324) :

LZ(E)={f: E — R p-mesurable t.q. supess|f(z)| < oo}
z€E

) (8.2)
nate {f: E — R p-mesurable t.q. sup |f(z)| < oo}.
zeE
Notation. Pour f € LP(F) on pose :
def pag)? (= |1
Uil < (7P dr)” =111 (3:3)
L’inégalité de Minkowski montrera que ||.||, définit une norme sur £P(E).
Notation. Et pour f € £L>°(F) on note :
iy
/1o = supess |f(@)] (=" sup |f(x)]), (8.4)
zeFE zeE

C’est trivialement une norme sur L>(E).
Enfin, pour p > 1, on note L?(E) 'ensemble LP(E)/N des classes de fonctions de £P(FE) : deux fonctions
de la méme classe sont donc égales presque partout.
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8.2 Inégalité d’Young

Définition 8.3 Si p > 1 et ¢ > 1 sont des réels tels que :

4o =1, (8.5)
P q
on dit que p et ¢ sont conjugués, ou que g est 'exposant conjugué de p. On dit également que p et ¢ sont
conjugués lorsque p =1 (resp. q) et ¢ = oo (resp. p).

Ainsi p et ¢ sont conjugués ssi A} = 11—) et Ay = 1

2 sont des coordonnées barycentriques positives.

Donc p et g sont conjugués ssip>1let g>1,et danslecasp>1letg>1:
p o q

! + ! 1 & + = < (p—-1D@-1)=1 (8.6)
-t - = pPrq=pq q=—- p=— p— q—1)= .
P oq p—1 q—1
Proposition 8.4 (Inégalité d’Young) Etant donnés deux réelsa > 0 et b >0, si p > 1 et ¢ > 1 sont conjugués
(i.e. 11—)—1— é =1) alors :

1 1
ab S Z—ja” + gbq (87)

) PPN o N 1.2, 112
C’est une généralisation du cas p = ¢ = 2 (isobarycentre) ot ab < ;a* + 5b%.

1

Preuve. + + o = 1 et donc a? + ;b € [aP,b7)] est barycentre de a” et b%. La fonction Log étant concave on

en déduit : ) 1 ) )
Log(—a? + —b?) > —Log(a”) + —Log(b?) = Log(ab) (8.8)

p q p q
Et la fonction Log étant croissante, on en déduit le résultat. un

8.3 Inégalité d’Holder

Proposition 8.5 (Inégalité d’Holder) Si f € LP(E) et g € LI(E) ot p et q sont conjugués, alors fg € L1 (E)
(le produit est intégrable), et :
Fall < [1f1lp [lgllq- (8.9)

En particulier, pour p = ¢ = 2, si f et g sont dans £2(FE), alors fg € L(E) et on retrouve l'inégalité de
Cauchy—Schwarz || fgl[x < [| ]2 |lgll2 -
Preuve. Sip=1et g = 0o (resp. p = 00 et ¢ = 1) c’est I'inégalité de la moyenne ([@.7]).

Sinon, avec l'inégalité d’Young on a, pour tout x € F :

1 . 1
Lﬂ@HM@|SEV@N”+5w®H“ (8.10)
f et g étant mesurables, on a fg et |fg| mesurables, avec |fg| = |f||g| positive, d’ou :
1 1 1 1
/Wﬂmw@ﬂﬁé—/WH@Wm+—/hﬂ%”xi%mﬁ+%ME<wa (8.11)
E PJE qJE b q

et le produit fg est bien dans £(R).
Et remplacant f par Af pour A > 0, on a :

A /E (@) |g(@)] dz < §||f||,€+§||g||z, (8.12)

soit :

APt 1

[ 1@ lg@lds < =117l + —llgly (8.13
E p q

On prend alors le A qui réalise le minimum du membre de droite :
1 4 1 _
Amin = llgllg = m==llglld™", (8.14)
1l

A

puisque  + - = 1 donne £ = ¢ — 1. D’ou avec cette valeur A = A, :

11
IUMM::LJfWHWQNdeHﬂbMMd;+§):HfMMMM, (8.15)

ce qu’il fallait démontrer. oa

46



47 8.4. Inégalité de Minkowski

8.4 Inégalité de Minkowski
Proposition 8.6 (Inégalité de Minkowski) Sip > 1 et si f,g € LP(E), alors f + g € LP(E) et :

1F =+ gllp < 1[f1lp + l9llps (8.16)

et ||.||p, définit une norme sur LP(E).

Preuve. Pour p = 1 c’est trivial, pour p = 2 c’est une application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz (avec
£+ gll2 < (Ifll2 + llgl|2)?), pour p = oo c’est trivial. Il reste & montrer que c’est encore vrai pour tout les cas
intermédiaires :

Soit p €]1,00[. On a pour tout z € E :

|f (@) +g(@)[" < 2°(|f (2)[" + 1g(=)[?), (8.17)

puisque |a + b[P < (|a] + |b])P < 2P max(|al?, [b[P) < 2P(|a|P + [b|P) pour a et b réels. D’ou (|f + g|P € LY(R) ou
encore f + g € LP(E).
Puis, pour tout x € F :

|f(2) + g(@)[” < [f(2) + g(@) [P (1f (@)] + |g(2)]), (8.18)

d’ot1, en introduisant ’exposant conjugué ¢ de p, et sachant p — 1 = f]—’ :

/ (@) +g(@)|P dx < / (@) + g(@)[F |f ()] da + / (@) + 9@ l9(x)] d. (3.19)
E E E

Ona|f +g|§ € L(E) puisque |f +g[P € L1(R), et on a f € LP(E) par hypothése. On en déduit avec I'inégalité
d’Holder (B9) :

1 +ally < S+ gl=llallfllp + 115+ gl llallgllp- (8.20)
Et :
, 1 p=1
1F +alélly = ([ 1+ gl )" = ([ 1 +gPde) T =i+l (21)
E E
donc :
1+ glly < 11 + gllp (1£1lp + llgllp) (8.22)
d’ou l'inégalité de Minkowski (B16). un

C’est I'inégalité triangulaire pour la fonction ||.||, qui définit donc une semi-norme sur £? et donc une norme
sur L? = LP/N. On admet alors :

Théoréme 8.7 (Théoréme de Fischer—Riesz) Pour 1 < p < oo, I’espace vectoriel LP muni de la norme ||.||, est
complet : c’est donc un espace de Banach.

Preuve. Voir paragraphe un

8.5 * Complément : complétude et séparabilité

Théoréme 8.8 (Fischer-Riesz) Cas Q C R™, Q ouvert, et i la mesure de Lebesgue. L'espace (L'(Q),]].||1) est
un espace vectoriel normé qui est complet : c’est un espace de Banach.
D’o, pour 1 < p < oo, 'espace (LP(R2), ||.||z») est un Banach.

Preuve. Soit ( f'n)N* une suite de Cauchy dans L. Prenant f, € f,, la suite (fn)n+ une suite de Cauchy
dans £!. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que :

1
[l fres1 — feller < ok VEk > 1. (8.28)

Montrons que (fx) converge dans £! p.p.. On pose, pour n > 1 :
n
g0 (@) = 3 o1 (@) = (@) pp-
k=1

La suite (g, )n- est positive croissante (immédiat) et bornée dans £! car, avec (B23) :
lgnllcr <1, YR >1.

Et le théoréme de convergence monotone implique que (g,)n+ est convergente vers une fonction g € £!. Avec
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m > n > 2 on obtient, pour presque tout x :

[fm (@) = fa(@)] < (@) = fm1 (@) + oo+ | frra (@) = [a(@)] < gm (@) = gn-1(2) < 9(2) = gn—1(),

et donc (f,(r)), est une suite de Cauchy dans R, ce pour presque tout z. Donc (f,(z)) est convergente vers un
réel qu’on note f(x), et on a (g,—1 étant positive) :

If(z) = fu(@)] < g(x) pp., Vn>2,

d'ou f € L (car |f| < g+ |f2| p-p.). Il reste & montrer que ||f — fu||zr — 0. On applique le théoréme de
convergence dominée : on a f, — f — 0 p.p. (définition de f) et |f — fu| < g p.p. avec g € L' (majorante
indépendante de n), Aot ||f — fullzr = [|0]|z1 = 0. D’oit ||f — fnllzr — 0 ot f est la classe de f. D’ou L' est
complet.

Pour 1 < p < oo, se servir de 'inégalité de Minkowski, voir (816]), et se ramener au cas L' : dans la
démonstration précédente remplacer ||.||z1 par ||.||z». un

Théoréme 8.9 Pour 1 <p < oo, I'espace (LP(Q), ||.||p) est séparable.

Preuve. Il s’agit de montrer qu’il existe une famille dénombrable dense dans L£P(£2). Soit (Q;):cs la famille
dénombrable des pavés de la forme Q = II}_, Jag, bi[C © ol ax, by € Q. Ces pavés forment une base de voisinage
pour la topologie usuelle. Soit E ’espace des fonctions en escalier engendrées par les combinaisons linéaires a
coefficients rationnels des 1¢g, : E est donc dénombrable. Montrons que E est dense dans £P. Soit f € LP et
soit ¢ > 0. L'espace C? des fonctions C° & support compact étant dense dans £P, voir cours de distributions
(régularisation par convolution), soit ¢ € C? t.q. ||f — ¢||cr < &. Soit K = suppy = le support de ¢, et
soit Q' C Q tel que Q) est un ouvert borné D K (si  est borné, on peut prendre ' = ). En particulier
¢ est uniformément continue, et, K étant compact, il existe vazl @Q; DO K un recouvrement fini, ou les Q;

appartiennent & la famille dénombrable (Q;)icr, et ou Uf\il Q; C Y, et pour tout ¢ = 1,..., N et pour tout
13

2,y € Qi on a [p(x) — ¢(y)| < o (ot [] est le volume de ). On choisit alors g € E, g = Zivzl a;lg, ou

a; = @(x;) pour un z; € @Q;. Et on a |g(z) — ¢(x)| < ‘QL,lp, d'ot ||g — @ller <&, ot ||f — gl|ler < 2e. oh
Théoréme 8.10 L’espace (L™, ]].||s) est un Banach.

Preuve. Soit (f,,L)N* une suite de Cauchy dans L, et soit f, € fn. Donc (f,,)n+ une suite de Cauchy dans £ :
||fn - fm”oo —n,m—00 0. Donc

Vk €N, 3N;, € N*, Vm,n > Ny, ||fn = fmlloc < £, sOit

Vk € N, AN, € N*, Vm,n > N, 3E, € Ag t.q. p(Ex) =0,Ve € E — Ey, |fu(z) — fm(2)] < %
On pose F' = [J;cn- Ex union dénombrable d’ensembles négligeables, donc u(F') = 0, et pour tout x € £ — F,
la suite (f,(z))n- est de Cauchy dans R, donc converge vers un réel qu'on note f(z). Et |f(z) — fa,(2)] < £

pour tout z € E— F. Dot f € L® et ||f — fa,|loc < 1 —k—00 0 p.p.. Dol (fu)n+ est convergente dans L

vers f la classe de f. un
Théoréme 8.11 L’espace L n’est pas séparable.

Preuve. On considére la famille non dénombrable des ouverts pour a € € :

1
Ou =1 € L |If = I(arnllz= < 5},

ou r, = d(a, R"—Q) est la plus petite distance de a au bord de Q. On a O, [ Op = 0 quand a # b. On en déduit
que L£>°() n’est pas séparable a l'aide du lemme suivant : un

Lemme 8.12 Soit F un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille non dénombrable (O;)cr
d’ouverts non vides telle que O; (O, = 0 si i # j. Alors E n’est pas séparable.

Preuve. Par absurde : sinon, il existerait une suite (u, )y dense dans E, et on aurait donc : Vi € I, Ju; t.q.
u; € O;. Et Papplication 7 — u; est injective (trivial) et donc cardl < cardN, et donc I est au plus dénombrable.
Absurde. wn
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8.6 * Fonctions Lebesgue-mesurables et fonctions en escalier

Cadre : (R™, Agn, ) Uespace R™ muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Pour alléger la
présentation on prend n=1. Dans R on notera (a,b) un intervalle quelconque (ouvert, fermé, ou semi-ouvert...).

Le but ici est de montrer que toute fonction (L!(R™), Agn,pus) est presque partout limite d’une suite de
fonction en escaliers (combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’intervalles).

On va utiliser une “presque mesure”; la mesure extérieure (qui permet également de prouver 'existence de
la mesure de Lebesgue sur Agn.)

8.6.1 Mesure extérieure
Soit (E, Og) un ensemble topologique. Pour F' C E on note F Vintérieur de F.

Définition 8.13 soit I un ensemble quelconque, et soit (F})ie; C AL une famille d’ensembles. L'union R =
U,cs Ri est un recouvrement de ' ssi R D E, ie. ssiVe € B, eI,z € R;.

Le recouvrement est fini ou dénombrable ssi I est fini ou dénombrable.

Le recouvrement est ouvert (resp. fermé) si tous les R; sont ouverts (resp. fermés), dans le cas sous-entendu
olt F/ est muni d’une topologie.

Dans (R, Or) : tout ensemble E C R admet un recouvrement dénombrable par des intervalles ouverts ou
fermeés t.q. 0 < pe(R;) < co. En effet E C R = [Jy] — n, n[=Uy[—n,n].

Remarque : le cas E = |J_,(a;,b;), somme finie d’intervalles (a;,b;) quelconques, donne l'intégrale de

Riemann. On généralise ce cas pour retrouver l'intégrale de Lebesgue

Définition 8.14 Soit £ C R. Soit R(FE) I’ensemble des recouvrements ouverts dénombrables de E par des

intervalles ouverts. Donc | J;cn. Ui € R(E) ssi les U; sont tous des intervalles ouverts et ' C |J;cn- Ui- On note :

f . 0 o

8 ( ) UiGN* Uq,E’R(E)ZZ::lué( ) + ( )

Ayant pp(U;en- Ui) < D ien- e(Us) € Ry, le réel p*(F) existe dans Ry : borne inférieure d’un sous-ensemble
de R..

Définition 8.15 p*(E) est appelée la mesure extérieure de E.
(Ce n’est malheureusement pas une mesure : elle n’est pas additive, voir lemme RI8 suivant.)

Exemple 8.16 Si z € R alors p*({z}) =0, car {z} <]x—e, z+¢[ donne p*({z}) < 2¢ pour tout € > 0. un

Exercice 8.17 Montrer : dans (824) on peut remplacer R(E) par ’ensemble des recouvrements par des inter-
valles fermeés (ou quelconques).

Réponse. Notons R (E) ensemble des recouvrements dénombrables de F par des intervalles fermés. .
L Adoptons la déﬁnit_ion EB29). Si U;en+ Ui O ”R(_E)7 ie. si B C ;e Us ot Us =lag, by[, alors B C |, Us ot
Ui = [ai,bi], dOIlC UieN* Ui (S RF(E) Et MZ(Ui) = /M(Ui) = bz — Qyj, donc M*(E) = inqu,eN* F;eRp(E) 2;21 MZ(Fi)~

2- Adoptons la définition : p*(FE) —def infy, . Fierp(B) > we(Fy). Done Ve > 0, 3F; = [ai,b;) pour i € N*
t.q. u*(E) < 3272, pe(Fi) + €. Notons U = Fit] — 557, g7 [Flai— 557, bit 5w [ On a pue(Us) = pe(Fi) + &, donc
E CU;en- Ui avec p*(E) < 327, pe(Ui) + € = 2. Vrai pour tout ¢, donc pu*(E) = infy,_ . v,er(m) 2ieq te(Us)- un

8.6.2 Sous-additivité

Lemme 8.18 La fonction p* : P(R) — R est telle que :
1- p*(0) = 0.
2- Pour c € R et E C R, le translaté ¢ + E vérifie u*(c + E) = p*(E).
3-Si E C F, alors u*(E) < p*(F) (monotonie).
4- Propriété de sous-additivité dénombrable : si (E;)ien- € P(R)Y', et si E = J,cy. Ei, alors :

w (B < S iw(E). (8.25)
i=1 i=1

5- Mais p* ne vérifie pas la propriété de o-additivité (additivité dénombrable), cf (I2) : elle ne vérifie méme
pas la propriété d’additivité finie :

N N
IN €N, Ei)iepny, € BN, tq. Vi, Ei(Ei=0 et p*(|JE) < Zu*(Ei). (8.26)

i=1 i=1

Ce n’est donc pas une mesure. (L’ensemble P(R) est trop grand : il faudra se contenter d’un sous-ensemble
de P(R) pour définir une mesure, & savoir la tribu borélienne étendue A,,.)
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50 8.6. * Fonctions Lebesque-mesurables et fonctions en escalier

Preuve. 1- On a () C]0,¢[ pour tout &, donc p*(0) < ue(]0,¢[) = €, donc p*(0) = 0.

2- Si U; est un intervalle, alors pe(U;) = pe(c+U;), et pe(U) = pe(c+ U), done avec les notations de (824)),
pr(e+ E) = p*(E).

3-Si E C F et si U recouvre F alors U recouvre F, donc p*(E) < p*(F), cf. (824).

4- Si un des E; vérifie p*(E;) = oo, alors (823) est trivial grace a la monotonie. Supposons p*(E;) < oo
pour tout 7. Avec (824), on a : Vi € N*, Ve > 0, I(Uy- U/) € R(E;) t.q

o0

i . 5
> ue(UF) < (Bi) + o
i=1

Comme E = Jy. Eij, ona E C |, j , recouvrement dénombrable par des ouverts. Donc

LJEN*

<Y w(U)) ZZW <Zu +Z+%=ZW(E
=1 =1

1,7=1 =1 j=1

(Fubini car tous les termes de la série sont positifs.) Vrai pour tout e, d’ou ([B23).

5- On reprend la remarque : relation d’équivalence Ry ssi y—zx € Q, et & classe d’équivalence de z.
L’axiome du choix permet de créer le sous-ensemble A de R en prenant un et un seul élément de chaque classe.
Quitte & choisir un élément dans la classe on le prend dans [0, 1] (possible car si z € A, alors 3k € Z C Q t.q.
x € [k, k+1[), notons B ’ensemble obtenu, sous-ensemble de [0, 1[. Donc p*(B) < 1. Et on a R = quQq + B,
cf. remarque [[.39 Donc; avec 4- et 2- :

R) <> u*(g+B) =Y u*(B), donc u'(B)>0.
qeQ q€Q

Et lensemble P = | e 4 T B est une partition dénombrable de [0, 2], reprendre la démarche de la re-
marque 39 Avec P C [0,2], donc p*(P) < 2.

Soit le réel r = p*(B) > 0. Soit N > 2. Soit les rationnels ¢; = +. Si on avait l’additivité, on aurait
Zf;l wlg; + B) = Zf\il wu(B), cf. 2-, donc avec 4- on aurait 2 > u(P) > Zf\il r = Nr > 2 : absurde. o

Exemple 8.19 p*(R) = co car R D] —n, n[ donne (sous-additivité) p*(R) > p*(] —n, n[) = 2n, pour tout n. i
Exemple 8.20 Soit f: N* — Q bijection (Q est dénombrable), donc Q = (Jy.{¢i}.- Donc Q C Uy-{¢:i}. Donc

pH(Q) < 322 1w ({gi}) = 0, done p*(Q) = 0. L
Exemple 8.21 p*(R — Q) = oo. Sinon p*(R) = p*(Q + (R—Q)) < p*(Q) + p*(R-Q), cf. (B2H), donnerait
u* (R) < 00. un
Exemple 8.22 Soit C l'ensemble de Cantor, cf. (I32). C est non dénombrable et p*(C) = 0 car p*(C) <
‘U/*(AZ) = M/(AL) = (%)TL pour tout n. un

8.6.3 Outer Regularity
Lemme 8.23 (Outer Regularity). 1- Si E C R alors :

p(B) = Jof  w(U), (8.27)
ot Og est I'ensemble des ouverts (topologie usuelle de R).
2- Si U est un ouvert alors yu*(U) = pg(U) = u*(U) = pe(U). Et donc :
(F) = inf 2
pE) = ot ), (8.28)
Preuve. 1- Il s’agit de montrer : Ve > 0, 3U D E, U ouvert, pu*(E) < p*(U) +e.
(824) donne : pour € > 0, 3(U;)n- famille d’intervalles ouverts t.q. (J;en- Us D E et 3.7, pue(Us) < p*(E) +e.
On pose U = Uy Ui, et U est ouvert car réunion d’ouverts.

2- Puis soit U un ouvert. Donc U = (Jy.[¢;, d;] ot les ([¢;, d;])n+ est une famille presque disjointe d’intervalles
fermés, cf. exercice [20L Et c’est le plus petit recouvrement fermé, donc p*(U) = Y . pe([cs, di]) = pe(U),
cf. (B2Z4) et exercice BI7 un

Remarque 8.24 On montre qu’un borélien (un A € Ag ou Ag est la tribu borélienne d’un espace topolo-
gique (E,Og)) de mesure borélienne finie est de la forme A = F|JN ou N négligeable et F' € F, = {unions
dénombrables de fermés}. Ou encore de la forme A = G — N’ ot N’ négligeable et et Gs = {intersections
dénombrables d’ouverts}.

Et pour qu'un F € P(R) soit dans Ag il faudrait de plus que

p*(E) =sup{p(K) : K C E, K compact}.
Et alors p* = pg sur Ag. (Voir Villani [I8] par exemple.) un
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8.6.4 Littlewood First Principle
(Voir Muthukumar [I0] par exemple.)

Lemme 8.25 (Littlewood First Principle : un ensemble mesurable sur support borné est “presque” une union
finie d’intervalles.) Soit A € Ag (un ensemble Lebesgue mesurable dans R) tel que pe(A) < oo. Alors pour tout
e > 0, il existe n. € N*, il existe une famille finie (F;);—1 . d’intervalles fermés t.q., notant F' = U”E F;,
on a u(AAF) <e.

Preuve. On applique (B28) et l’exercice Soit A € Ag. Soit & > 0. On a : 3(F;)n- suite d’intervalles
fermés t.q. A C Uy Fy et Do e(Fi) < p(A) + e. Donce la série Y oo pe(F;) est convergente : In. t.q.
> isn, He(Fi) < e. On pose F' = J;<,,_ Fi, union finie d’intervalles fermés.

OnaA—-FC UN* F; — Ui<n5 F; C Ui>n5 F;. D’ou :

pA-F)<pu(|J F)< D ulF) <.

1>Ne i>Ne

Ona F—AC Uy Fi — A, avec A C Uy Fi, donc p(A) + p(A — Uy- Fi) = u(A), d’our :

u(F — A<uUF A<MU p(A) <> u(Fi) — u(A) <e,
i=1 i=1 =1
D’ou /,L(AAU) S 2¢. =
Lemme 8.26 Dans le lemme précédent[8.25, on peut remplacer la famille finie (F});=1,..., . d’intervalles fermés

par une famille finie (B;)i=1,...m. presque dlSJOIHte d’intervalles fermés, m. € N*.

Preuve. Si les }%,- sont deux a deux disjoints, la famille (B;) = (F;) convient. Sinon m, < n. : si i < j et
O [e]

F;NF; # 0 on forme lintervalle F; | J F; qu’on rebaptise F; (qui reste fermeé). Et on recommence jusqu’a n’avoir
que des intervalles fermés presque disjoints (ici n. est fini, on recommence au plus un nombre fini de fois). a

8.6.5 Approximation d’une fonction L'(R) par une fonction en escalier

Corollaire 8.27 Si f € L(R) et supp(f) borné, alors il existe une suite (f,)n+ de fonctions en escalier qui
converge simplement p.p. vers f. En particulier, Ve > 0, 3g en escalier, p.p. € R, |g(z) — f(x)| < e.

Preuve. Il suffit de le prouver pour f =14 ou A est mesurable. Avec les lemmesB25 et (B6.4), Vk € N*, Iny, €
N*, A(B;)i=1,... s> t-a. M(AA(UZ 1Bi)) < 2,“ ou (B;)i=1,...n, est une famille presque disjointe d’intervalles
fermés. On pose :

ne o 1
C = U B;, ou donc 1o, = Z 1o, avec we(AACE) < — (8.29)

B L

Montrons que la suite de fonctions en escaliers (fi = 1¢, Jren+ tend p.p. vers f = 14.

Posons Dy, =% AAC},, avec donc we(Dy) <

On a la(z) = 1¢, () = 1 pour x € (AN Cy) et 1a(x) = 1¢,(x) = 0 pour 2 € (AU C)®. Donc 14 = 1,
sur R — Dy.

On pose E,, = J;>,, Dr ('union a partir de Dn) En particulier 14 = 1¢, sur R — Ej, avec la suite (E,,)nen-
qui est décroissante t.q. pe(En) < > po 2% = 2” 57— . Donc notant E =) E, on a uy(E) = 0. Et pour tout
v € E€ ona f(z) —noe f(2).

En effet B¢ =, cn- BS = Unens Nisn DY, done si @ ¢ E alors 3n t.q. @ € (-, Df, donc @ € DY pour
tout k > n, donc 14(z) = 1¢, (x) pour tout k > n. un

neN*

9 Changement de variables dans les intégrales dans R"

9.1 YVolume d’un ouvert

On se place dans P'espace affine R™ (ensemble de points).
On note O un point dans R™ qu’on appellera ’origine.
On note R™ I’espace vectoriel associé (ensemble de vecteurs).
On note (€;)i=1,..., —noté (€;) la base canonique de R

Un point p € R” sera repéré par le vecteur “bi-point” Op = T, et ses coordonnées sont les x; données par
F=1  x€,soit p=0+> " x;€. Et on dit abusivement que Z est un point.

Pour a < 3, on note (a, 8) un intervalle de type [, 5], |a, 8], o, B] ou ]e, B].

noté
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52 9.2. Formule de changement de variables

Définition 9.1 Un pavé P dans R™ est un ensemble de type : il existe ¥ € R™ et il existe des a;,b; € R avec
a; < b; t.q. :

n n
P=7+ H(ai,bi) = {f: Zl‘té; eR":Vi=1,..,n, z; € (ai,b,-)}
=1

i=1

n (9.1)
={JER":Vi=1,..,n, I\ € (0,bi—a;), T=T+ »_Niéi},
i=1
et Z est un sommet du pavé.
Proposition 9.2 Les pavés ouverts de R"™ forment une base de voisinage de R™.
Preuve. Voir polycopié “Topologie”. un

Définition 9.3 La mesure de Lebesgue (le volume) d’un pavé donné en (0.1 est définie par :

n

) =[0=a) " [ aa 02)

i=1
produit des longueurs des cotés.

De la proposition[@.2] on déduit, pour tout U ouvert, la mesure de 1y (la fonction fonction indicatrice de U) :

ne(1y) & py(ur) "2 / (@) dr. (9.3)

Et donc la mesure de toute fonction f mesurable est donnée par :

pe(f) "2 [ @) (9.4)

9.2 Formule de changement de variables

On décompose un ouvert U C R™ & ’aide de la proposition[@.2]: U = UieN* P;, ott les P; sont des pavés deux
a deux distincts.

RTL _) RTL
. 1 (7) . ea , , .
Soit @ : . . . une application différentiable de ’espace affine R™ dans lui-
T —§=9(@) =
P, (7)
méme : pour tout point Zy € R™. Soit d®(Zy) donnée par :
7 7
. R" - R
Lfo = d(I)(l'()) . . . . . (95)
u —v= d(I)(l'()).’LL,
son application linéaire tangente en Zy. Ainsi au voisinage d’un point ¥y € R™ :
(¥ =) O(7) = To + dP(Zo).(Z — Zo) + o(Z — Zo), (9.6)
Définition 9.4 La matrice jacobienne de ® en & est la matrice [d®(Zy)] = [gi (Zo)] de 'endomorphisme
d®(Zy) représenté dans la base canonique de R".
La jacobienne Jg(Zy) de ® en &y est le déterminant de la matrice jacobienne [d®(Zy)] :
- déf N
J@(l‘()) = det([d@(:co)]) (97)

On s’intéresse au volume de ®(U) :

Proposition 9.5 Si ® est un difféomorphisme (application bijective C* d’inverse C') on a :

e(@(U)) = pe(lv Jo), (9.8)

/ dy:/ \Jo (7)) da. 9.9)
ged(U) reU

Et plus généralement, pour tout fonction g mesurable :

[ o(@) dy = / 9(B(2)| T (7)) da. (9.10)
ged(U) zeU

soit :
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53 9.3. Vers la mesure image

Preuve. 1- Cas ® affine : un pavé P est transformé en parallélogramme ®(P) de volume |Jq>(_')| = | det([d®(Z)])]
qui est indépendant de & (car @ est affine). Et on obtient la formule [,y dy = [, 1p(%)|Je ()| dz, soit (@.9)
pour les pavés.

Avec la proposition [0.2] toujours avec ® affine, on obtient (@.9]).

2- Cas @ diffecomorphisme : exercice (construction de Riemann). wn

Et on a donc également, pour tout ouvert V :

/ dz = / oo ()] dy, (9.11)
zed—1(V) gev

et pour toute fonction f mesurable :
[ t@de= [ @ @) e @)y (9.12)
Zed—1(V) gev

Exemple 9.6 Cas 1-Det @ : w € [0,1] » 2 = ®(w) = —2w € [-2,0] (changement de variable ici affine) de
différentielle ®'(w) = —2 sur [0, 1] : vérifions (@I0) avec ici g =15 :

e(®((0,11)) = pe([~2,0]) = / R

de méme que :

@01 =1 =2 [ =2,
welo,1]

les intervalles étant toujours exprimés sous la forme [a,b] avec a < b. On retrouve les résultats du calcul de
changement de variable usuel de U'intégrale de Riemann (avec © = —2w) :

0 0 1 1

/ dx:/ dx:/ —2dw = — / —2dw=2/ dw:/ | — 2| dw,
z€[—2,0] z=—2 w= w=0 w=0 wel0,1]

voir remarque [£.T17] un

Exercice 9.7 Un parallélogramme dans R™ est un ensemble €2 de points de type :
Q={JeR":37 € R", 31, ... 0, € (0,1), T= T+ Aib1 + ... + Anbn}, (9.13)

ou (b; ) est une base de R R™. Le point Z est un sommet d’un parallélogramme. (Un pavé est un parallélogramme
de cotés paralléles aux axes.)
Montrer que le volume (la mesure de Lebesgue) d’un parallélogramme donné en ([@13) est

1e(Q) = | det(By, ..., B)| "2 / o, (9.14)
DEN

(Ne pas oublier la valeur absolue : une mesure est positive.)

Réponse. Prendre ® application affine qui transforme ’hyper-cube (0, €1, ..., €,) en Q (faire un dessin). un

9.3 Vers la mesure image

(En vue des applications aux probabilités et & la loi image.)

@9) se lit, avec V = ®(U) :
po(V) =), soit [ dwe@ = [ au@), (9.15)
JEV zed—1(V)

quand on pose :
u¢(g) d:ef we(y) (= dy) (dans ’espace d’arrivée), (0.16)
(T ) |Jq>( )| e (Z) (dans ’espace de départ),

p étant donc la mesure de densité |Jp(Z)| relativement & la mesure de Lebesgue. Ainsi ([@.8)) se lit (on est ici
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54 9.4. Mesure image

dans le cas @ difféeomorphisme) :

(ke 0 @)(U) = u(U), (9.17)

soit :
Ha (V) = (o @ 4)(V). (9.18)

Et [@I0) se lit : pour g intégrable sur V ouvert :
[odua= [ gowdn (9.19)
v d-1(V)

soit :

[ s = [ g(e(@) du(a) (9.20)
gev Fea—1(V)

par définition de la mesure pu, cf. [@I6).

9.4 Mesure image
9.4.1 Rappel : définition de f~!
Soit f : E — F une fonction non nécessairement bijective. On rappelle que f~! est définie par :

flz{ﬂF)%P@L

B (9.21)
B - A=f"(B)={weE: f(w) e B}

Exemple 9.8 E=R = Fet f =14 ou A € Ag, la fonction indicatrice de A. On a 14(R) = {0,1}, et pour
Vedr:

0 sivn{0,1}=0,ie.0¢VetlegV,
A sivn{01l={1},ie.0¢VetlecV,

1) (V)={weE:1 ceVl= ‘ 9.22
a (V)= Alw) €V} A° siVN{0,1}={0},ie.0eVetlgV, (9.22)
R siVNn{0,1} ={0,1},ie.0eVetleV.
Faire un dessin. En particulier, pour a < b on a :
) sia>1,oub<0,oul0<a<b<l,
A si0<a<b>1
171 ,b — i - 923
a ((a,t]) A sia<0<b<l, (9.23)
R sia<Oetd>1.
Exemple 9.9 Soit f : R — R donnée par f(z) = sinz. Alors f~1({0}) = 7Z. oh

Cas particulier f bijective, alors f~! est identifiée & une fonction F — FE, encore notée f~!, oil on note

fH@)=f"({=}) e E.

9.4.2 Définition de la mesure image

Soit (F, Ag, 1) un espace mesuré, et (F, Ar) un espace mesurable ou F' est un espace topologique et Ap la
tribu borélienne de F. Munissons (F, Ar) d’une mesure.

Définition 9.10 Soit ® : E — F une application mesurable non bijective a priori. On appelle mesure image
de p par ® la mesure ug : Ap — R (mesure sur F') définie par :

po ¥ oot (9.24)
(Comme en ([@I]), sauf qu’on ne suppose plus ® bijective.)

Proposition 9.11 La fonction pg : Tp — R définie par (9.24) est bien une mesure, et (F, Ap, pug) est donc un
espace mesuré.

Preuve. Vérification immédiate des points 1,2,3 de la définition [L.14] page [1 un

54



55 9.4. Mesure image

Remarque 9.12 Pour ¢ non bijective, on ne peut pas remplacer [@.24) par ug o ® = p.

Car, pour ® non bijective, si m est une mesure, alors m o ® n’est pas une mesure. Exemple : prendre m = puy
(comme dans ([@.I6)) et ® = sin, avec A; = [0, 5[ et Ay =]F, 7] qui vérifient A; N Ay = () avec (m o ®)(A4;) =
we([0,1]) =1 = (m o ®)(Asz), et avec (mo ®)(A; U Az) = pe([0,1]) =1# 2= (mo ®)(A1) + (mo P)(As).

(En revanche, si Ay N Ay = () alors ®71(A4; U Ag) = &71(A4;) + & 1(As).) -

Donc, pour tout V € Ap :
pe(V) =pu(U) quand U= o (V). (9.25)

(En particulier, dans le cas ® difféeomorphisme, on retrouve (@.I7]).)

Exemple 9.13 Soit (F, Ag, 1) un espace mesuré. Soit (F, Ar) = (R, Ar), soit A € Ag, et soit & = 14. Ainsi
(R, Ag, (11, ) est un espace mesuré, ot avec (@.23) on obtient, pour V € Ag :
p@) =0 sivVn{0,1} =0,

n(A) st Vn{0,1} = {1},

w(A) st Vn{0,1} = {0},

u(®) sivVn{o,1} = {0,1}.

1, (V) = p(131(V)) =

9.4.3 Propriétés

Lemme 9.14 Soit ® : E — F mesurable ( bijective ou non). Pour tout B € Tp on a :
" HBN®(E)) =o1(B), (9.26)

et donc, pour tout B € Tr :
1o (BN O(E)) = o (B). (9.27)

Preuve. On a @ 1 (BN®(E)) ={z € E: ®(z) € BN®(E)} = {x € E: ®(x) € B} (puisque ®(z) € ®(F) est
automatiquement vérifi¢), d’ou ([@.26). D’ou (@27), cf. (@24]). wa

Proposition 9.15 Si ® : E — F est mesurable, si g : F — R est mesurable, et si go® : E — R est u-intégrable
alors g : ®(E) — R est pg-intégrable et :

pa(lo(r)g) = n(g o @), (9.28)
soit (formule de changement de variable) :
[ s = [ (@) dute). (929)
yeP(E) z€E

Preuve. Vérifions (3.28) quand g = 1y pourun V' € Tp,i.e. us(lyvleg)) = p(lyo®). Onalemly = lyvnam),

et :
1 sid®@)eV,iesizecd (V)
=1lg-1v),

(ly o ®)(z) = 1y (®(z)) = (9.30)

0 si®(x)¢V, iesizg d (V)

Et donc on veut vérifier :

e (lvnes)) = p(le-1(v)), ie.  pe(VNO(E)) =pu(@ (V). (9.31)

Avec ([@2Z1), c’est vrai.
Sig=>Y i, cly, (fonction en escalier), alors ([@.28) est vraie par linéarite.
Si g est une fonction mesurable positive, cela reste vrai, cf. (B.4]).
D’ou si g est intégrable c’est encore vrai (on écrit g = g+ — g—). wn

Corollaire 9.16 Avec g(y) = y", on a (moments d’ordre n) :
[ vt = [ @) duo) 9.32)
yed(E) z€E

—noté [(®") dans le cours de probabilité (espérance de la fonction intégrable ®").
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9.4.4 Formule de changement de variables dans les intégrales

Exercice 9.17 Cas d’une mesure de densité u = p(Z) dz sur R™ muni de sa tribu borélienne, avec ¢ : R™ — R"
un difféomorphisme. Montrer que la mesure image par ® de la mesure p est la mesure de densité uqe (7)) = ps () dy
oll pg est donnée par :

po@) = o @) p@ @) (= 2O quand = a(@)). (9.33)

En déduire que, pour toute fonction g intégrable :

[ s@pe@dy= [  g(@@)p(a)da, (934
je@(U) FeU
et retrouver (@.I0).
Réponse. (@.10) donne :
[ ovaya= [ Pin@la= [ g@a (9.35)
Feu zev |Ja ()] gea(U)

ot 9(7) = (9.0 ®)(w) = £, ouam) Dot (T) donne (E33).

En particulier pour p(Z) = |Js(Z)| dz, on obtient ps(y) = 1, donc (@I0). un

A Annexe : cardinaux ¥, et N,

Proposition A.1 Soit E un ensemble fini de cardinal n > 0. Alors P(E) a pour cardinal 2".
Et pour n > 1, P(E) a méme cardinal que I'ensemble F(E;{0,1}) =1°% ({0,1})¥ des fonctions de E a
valeurs dans {0, 1}.

Preuve. Par récurrence. C'est vrai pour n=0, car E = () donne P(E) = {0}. C’est également vrai pour n=1,
car si E = {z} alors P(E) = {0, {x}}.

Supposons que ce soit vrai pour n > 1. Soit E,11 = {1, ..., nt1} de cardinal n+1. Alors P(E,+1) =QUR
est I'union disjointe de @) ’ensemble des parties de F,, 1 qui ne contiennent pas x,+1 et de R est ’ensemble
des parties de F, 41 qui contiennent x,1.

@ est donc ’ensemble P(E,,) des parties de E,, = {z1, ..., 2, } et donc, par hypothése de récurrence, Card@ =
2. Et on a une bijection f immédiate entre @) et R donnée par f : A € Q — AJ{zn+1} € R. Donc CardR = 2™.
Donc CardP(E) = 2™ + 2" = 27 +1,

Par récurrence montrons que F(FE;{0,1}) a 2™ éléments. Si E a 1 élément x; alors soit f(z1) = 0, soit
f(z1) = 1 : 2 fonctions en tout. Puis si E,; a n+1 éléments, les fonctions de F(F;{0,1}) vérifient soit
f(@ny1) = 0, soit f(zny1) = 1, et par hypothése de récurrence on a 2" possibilités dans chaque cas, soit
2" 42" = 2"*1 possibilités en tout. un

Définition A.2 Un ensemble F est dit dénombrable s’il existe une bijection entre F et N. On note Xy le
cardinal de N (la lettre N se prononce “aleph”; et c’est la premiére lettre de Palphabet hébreu. Le choix de cette
lettre X a été fait par Cantor).

On rappelle que ’ensemble des réels est ’ensemble des nombres décimaux (un réel peut étre représenté par
un nombre décimal), et on pose :

Définition A.3 On note N; le cardinal de R.

On donne la proposition suivante, dont la démonstration est connue sous le nom de démonstration de Cantor,
u “procédé d’extraction diagonale de Cantor”.

Proposition A.4 L’ensemble des nombres décimaux est non dénombrable.

Preuve. Raisonnons par l’absurde, i.e. supposons que I = [0, 1] est dénombrable. On peut donc ordonner I,

grace & la bijection f: N — I, et I est donc ’ensemble {f(4) note ) g e N}. Et les (9 € I sont de la forme
(nombres décimaux), pour i € N :

2™ :0,a§i)ag>... ol ag),a2 ..€40,1,...,9}.

On construit alors le nombre y = 0, b1bs... ou les b; sont choisis comme suit : on prend blyéagl), puis bg;«éagQ),

puis..., b #a(")... (extraction diagonale). Ce nombre y est bien un nombre décimal dans I, mais n’est pas un

des :c(’”) pour m € N. En effet, s’il existait un m tel que b = (™) alors pour ce m on aurait b,, = a5,2”>, ce qui

est faux par construction de b,,. Donc y ¢ f(N), donc f non surjectif. Absurde puisqu’on a supposé f bijectif,
donc I n’est pas dénombrable. un
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Proposition A.5 Si FE est infini dénombrable, alors P(E) est infini non dénombrable. Et donc, si CardE = R,
alors Card(P(E)) > No.

Preuve. (Analogue a la démonstration de Cantor.) Montrons-le pour E = N.
Raisonnons par I’absurde, i.e. supposons P(N) dénombrable, i.e. il existe une bijection (qui ordonne P(N)) :

;- N — P(N),
1 n = f(n)=A,.

Comme () € P(N), on a f~1()) € N. Quitte & appliquer une permutation, on peut supposer Ag = f(0) = ().
Ainsi pour n > 1, comme f est une bijection, on a A, = f(n) # 0. Donc :

neN" = Ja,eN" a,€A,=f(n).

En particulier 14, (a,) = 1 (dés que n > 1), ot 14, est la fonction indicatrice de A,, (i.e. 14, (m)=1sim € 4,
et = 0 sinon).
On définit alors la fonction (construction “diagonale”) :

g:nEN—)g(n)d:éfl—lAn(n) € {0,1}.

Autrement dit, g = 15 (fonction indicatrice d e B) oit B = g~ 1({1}) = {n € N: g(n) = 1} ; et comme g(0) = 1,
on a0 € B, donc B # (.

Et comme B € P(N) et B # (), il existe n > 0 t.q. B= f(n) = A,.

Donc il existe n > 0 t.q. g = 14, . Donc g(a,) = 1.

Et comme a, € A, on a g(a,) =1—14, (ay) =0. Donc 1 = 0. Absurde.

Donc une bijection f: N — P(N) n’existe pas. un

Exercice A.6 Montrer dans la démonstration précédente que, si on restreint g & N*, alors g n’est pas la fonction
nulle.

Réponse. Supposons que gy~ est la fonction nulle : g(n) = 0 pour tout n > 1, i.e. 14, (n) = 1 pour tout n > 1. Donc
n € A, pour tout n > 1, i.e. n € f(n) pour tout n > 1.
Comme {1} € P(N), il existe n; tel que f(n1) = {1}. Comme n; € f(n1) = {1}, on a n; = 1. Donc f(1) = {1}.
Comme {2} € P(N), il existe ny tel que f(nz) = {2}. Comme ny € f(n2) = {2}, on a no = 2. Donc f(2) = {2}.
Comme {1,2} € P(N), il existe n tel que f(n) = C. Comme n € f(n) = {1,2}, on en déduit que n =1 ou n = 2.
Impossible car f(1) = {1} et f(2) = {2} sont différents de {1, 2}. ==

Corollaire A.7 Si un ensemble contient au moins 2% éléments, il n’est pas dénombrable.

Preuve. En effet, P(N) contient 2" éléments (corollaire de la proposition[Ad]), et P(N) n’est pas dénombrable. <

Références pour cette annexe :

A. Kartachev, B. Rojdestvenski : Analyse mathématique. Editions Mir, Moscou 1984, traduction francaise 1988,
ISBN 5-03-000160-3.

Gérard Letac, http ://www.les-mathematiques.net/

Gérard Villemin, http ://villemin.gerard.free.fr /index.html/, rubrique arithmétique / infini. Et “références” pour
des sites internet relatifs a 'arithmétique. En particulier :

http ://noe-education.com/D111.htm
http ://www.animath.fr :8080/seconde/Ordinaux/Ordinaux.pdf

Définitions : voir http ://www.sciences-en-ligne.com/Frames dictionary.asp

B Annexe : fonction exponentielle et suite numérique

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour f : (y,2) € R? — f(y,2) = z € R et I'équation différentielle
u'(z) = f(x,u(z)) avec la condition initiale u(0) = 1 donne :

Définition B.1 La fonction exponentielle est la fonction v € CH(R;R) qui vérifie v/(x) = u(z) dans R et
u(0) = 1. De plus u € C®°(R") (avec u("*Y) = u). On note u(z) = exp(x) = €.
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Et g(z) = exp(z)exp(—=z) vérifie ¢’'(xz) = 0 donc g(x) = constante = ¢(0) = 1, donc exp > 0, donc
exp” = exp’ = exp > 0 et exp est croissante concave. Et g(z) = 1 donne exp(z)~! = exp(—z) dans R.

Puis h(z) = %z(;a) vérifie A/ (z) = h(x) et h(0) = 1, donc h = exp, donc exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour

tout a,b (d’ou la notation e*).
Donc son inverse log : R% — R est croissante avec log(1) = 0, et log(ab) = log(a) + log(b).
fa <n+1>v \

zo™
[=ar

exp”(0)
n!

. , n L, .
Développement en série, xo fixé : exp(zo) = >, cn To" = ey o, série convergente car

Tlffll < 1 pour n > |zg| (régle de d’Alembert). Vrai pour tout zyp € R : le rayon de convergence de la série est co.

On note :

M) = (14 7)" et () = (1= 7) 7" = 5 (B.1)

Proposition B.2

1) Vn e N*, Vo >0, A\, (x) < e”. Et 3) montrera : Vn € N*, Vo > —n, A\ (z) < e”.

2)Vn e N*, Vy > —1, 1 +ny < (1 4+ y)" (inégalité de Bernoulli). Donc 1 + & < A\, (x) pour > —n.

3) Vo € R, la suite (A, (2)),>|o| est croissante et converge vers e, la suite (fi,())n> || est décroissante et
converge vers e* (convergence simple des suites de fonctions (A, )N+ et (i )N+ vers exp).

4) An e N* fixé, e —, 0, alors que A\, (z) — s oo 00 (polynéme de degré n > 1).

Preuve. 1) e”:1+z+§+...21+1pour120. Donc en 21+£pouerOetnGN*.Etlafonction
n

y — y™ est croissante pour y > 0, donc pour z > 0 et n € N* on a e® > (1+ =)".
n

2) Cest trivial pour n = 0,1. Soit n > 2. Soit g(z) = (1 +z)" — (1 + nz), donc ¢'(x) = n(l +z)" ! —n,
donc ¢"(x) = n(n — 1)(1 4+ x)"~2, donc g”(x) > 0 pour z > —1, donc ¢’ croissante sur [—1,00[, et ¢'(z) = 0
pour z = 0, donc g décroissante sur [—1, 0], croissante sur [1, oo[, donc g(x) > ¢(0) = 0, donc g > 0 sur [—1, 00|
(prouve Bernoulli). Et y = & donne 1+ < (1 + £)" pour £ > —1.

n

3) Soit xg € R. Notons A\, (zo) = Ap Pour n > [2] on a 2% > —1, donc 1 + 72 > 0, donc A, > 0.
On a log(\,) = nlog(1 + m—o) pour n > |xg|. Posons <p(a) = alog(l + *2) quand a > |xo|.

Donc ¢'(a) = 10g(1+z°)+a LO 7log(1+z°)+ =log(1+%2)—1+ =10t h(z), 0l 2 = 14+ 22 €

1+LU 1+L0 =
10,2[ et () =log(z) — 1+ 1 On a1/ (z)=1-% = 212 (z — 1), donc ¢ décroissante sur |0, 1] et croissante sur

[1,2[. Donc ¢(z) > (1) = 0 sur 10, 2] : ¢ est positive sur 0, 2[. Donc ¢’ est positive sur ]|xg|, oo[, donc ¢ est
croissante sur ||zo|, oo[. Donc ¢(a) < ¢(b) pour b > a > |zo|. Et la fonction log est croissante, donc A, < Ap41
pour n > |xg| : la suite ()\ Jnslzol = (An(Z0))n>|zo| €8t positive et croissante. Donc la suite (15 (20))n> |z
donnée par p,(zo) = ( o7 est positive décroissante pour n > |zo|.

Et in(z0) — Ap(mo) = (1 — ) (1-(1- 7) (1+ ”il—o) ) = (1— %) "1 - (1- (“;L—“)Q)n) donc, pour
n > |zo| on a pn(x0) — An(20) > 0 ainsi que pin(w0) — An(z0) < pn(0) *2- zo? (Bernoulli pour y = (%)2) Donc

pin(70) = An(20) —>n—s00. Donc les suites (A (20))n>|zo| €6 (n (20))n> |zo| sont adjacentes, avec I'une croissante
et Pautre décroissante : elles convergent vers un réel noté exp(xy).

Vérifions que &Xp/(z) = exp(x), done que &Xp = exp (car &xp(0) = 1). (On a A,/(z) = (1+2)"" =
(1+2)"(1+ %)71 semble ~ )\, (z) quand n ~ cc...).

Pour cela montrons : hexp(z) < exp(z + h) —exp(z) < hexp(z+h) pour h > 0, k petit. Ona A,/ (z) = (1+
%)ni1 et Ay (2) = %(Pr%)ni2 > 0 pour n > |z|, donc A, est croissante au voisinage de x pour n > |z|. Donc

le théoréme des accroissements finis donne \,'(z) < M < A/ (x+h), done A\, (x) < % <

An(z+h) pour n > |z[ et h > 0, h petit. Donc, x fixé et n — oo donnent exp(z) < M <exp(z+h)
au voisinage de x, comme annoncé.

Donc (1+ h)exp(z) < exp(z+h) < M pour |h| < 1. Donc exp est continue en = et exp est dérivable en
de dérivée elle-méme ; et trivialement exp(O) = 1. Donc exp est la fonction exponentielle. un

Pour un autre point de vue / présentation, voir Perrin :
https://www.math.u-psud.fr/~“perrin/CAPES/analyse/fonctions/definition-exponentielle.pdf
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