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1 Présentation

Soit d = 1, 2, 3 (dimension d'espae). Soit n ∈ N
∗
(un entier qui peut être �grand�). Soit n

points (Pi, zi) ∈ R
d × R où Pi est une position et zi une valeur.

Exemple : les Pi sont des points d'un hamp pétrolifère et les zi = z(Pi) représentent une

�quantité� de pétrole en Pi (obtenue par arottage).

But : en un point P quelonque (du hamp pétrolifère), on veut estimer la quantité z(P ) à

l'aide des n valeurs onnues zi en les Pi.

Moyen : onstruire une fontion d'interpolation z̃ : P → z̃(P ) dont le graphe passe �au mieux�

par les n points (Pi, zi) (don z̃(Pi) ≃ zi), e à l'aide de ritères dépendant du hoix de l'utilisateur

(�art de l'ingénieur�). Suivant les ritère hoisis, la méthode est appelée une méthode de Krigeage.

2 Régression

Démarhe pour parvenir au but :

1- On représente (on dessine) les n points (Pi, zi) ∈ R
d × R.

2- Parmi un ertain nombre de fontions prédé�nies z̃ (linéaire, quadratique, exponentielle, log,

rationnelle...), on en hoisit une qui �semble passer au mieux par les n points�.

3- La fontion z̃ hoisie dépend de quelques paramètres. (Exemple : ave R
d = R

2
si le graphe

d'un plan semble onvenir, alors on hoisit z sous la forme z̃(x, y) = ax+ by + c, et z̃ dépend des

3 paramètres a, b, c.) On hoisit alors (art de l'ingénieur) un ritère pour aluler les paramètres.

(Exemple : méthode des moindres arrées).

4- On a ainsi onstruit une fontion z̃, et pour un point quelonque P on dira que sa valeur

estimée est z̃(P ).

Dé�nition 2.1 Les étapes 2- et 3- sont appelées les étapes de la régression. Une régression onsiste

don à, quand on dispose de n points :

(i) se donner a priori une fontion z̃ �simple� dépendant de quelques paramètres,

(ii) se donner a priori un ritère pour aluler les paramètres, e qui déterminera z̃.
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2 4. Vers la méthode de krigeage

3 Example 1-D

Cas R
d = R.

1- Soit les n = 4 points P1 = x1 = −1, P2 = x2 = 4, P3 = x3 = 3, P4 = x4 = 10, en lesquels

z1 = 6, z2 = 0, z3 = 1, z4 = 12. Dessin.
2- Choisissons z̃ une droite, soit z̃(x) = a0 + a1x.
3- Il s'agit de aluler les paramètres a0 et a1. Choix du ritère pour aluler a0 et a1 : méthode

des moindres arrés. Don a0 et a1 devront minimiser la fontion J dé�nie par :

J(a0, a1) =
1

2

n∑

j=1

|zj − z̃(xj)|
2 =

1

2

n∑

j=1

(a0 + a1xj − zj)
2. (3.1)

Au minimum on a

~∇J(a0, a1) = ~0, don ~∇J(a0, a1) =

( ∑n

j=1(a0 + a1xj − zj) = 0∑n

j=1 xj(a0 + a1xj − zj) = 0

)
, d'où le

système





n a0 + (

n∑

j=1

xj)a1 =

n∑

j=1

zj

(

n∑

j=1

xj)a0 + (

n∑

j=1

x2
j)a1 =

n∑

j=1

xjzj





à résoudre : on obtient a0 et a1.

4- Pour un point x quelonque on pose alors z̃(x) = a0 + a1x = valeur estimée en x.

4 Vers la méthode de krigeage

4.1 Approximation a�ne par moreaux

Domaine d'étude Ω ⊂ R
d
(ave d = 2 par exemple). Et soit n points (Pi, zi) ∈ Ω× R.

Soit P un point donné dans Ω.
Une méthode très simple pour estimer une valeur z(P ) à partir des n valeurs zi = z(Pi) pour

i = 1, ..., n est la méthode de Lagrange (utilisée en éléments �nis) : plut�t que d'essayer de trouver

une fontion z globale, omme dérit i-dessus, on herhe une fontion loalement a�ne (dite

fontion a�ne par moreaux).

Desription de la méthode de Lagrange : on onstruit un maillage onstitués de simplexes

de R
d
(dans R des segments, dans R

2
des triangles, dans R

3
des tétraèdres....) dont les points Pi

onstituent les �sommets� (les �noeuds�) du maillage. Le maillage approximant Ω est noté Ω̃ =⋃nK

j=1 Kj le maillage, les Kj désignant les simplexes, et nK désignant leur nombre. Dessin (voir

ours d'éléments �nis).

Et on prend les fontions �hapeau� (ϕi)i=1,...,n dé�nies par : haque ϕi est ontinue sur Ω, est
a�ne sur haque simplexe, et véri�e, pour tout i, j :

ϕi(Pj) = δij . (4.1)

Don ϕi(Pi) = 1 et ϕi est nulle en tous les autres points Pj 6= Pi, et don ϕi est nulle sur tous les

simplexes dont Pi n'est pas un sommet.

Exerie 4.1 Donner et dessiner les n = 4 fontions hapeau de base de l'exemple du � 3.

Et la fontion d'estimation z̃ retenue est la fontion a�ne par moreaux donnée par :

z̃ =

n∑

j=1

zj ϕj , soit, ∀P ∈ Ω̃, z̃(P ) =

n∑

j=1

zj ϕj(P ). (4.2)

Remarque 4.2 Pour un P �xé, e P appartient à un simplexe K. Soit (Kk)k=1,...,d+1 les numéros

du sommet du simplexe K (un segment [PK1
, PK2

] dans R, un triangle (PK1
, PK2

, PK3
) dans R2

).

Pour les i 6= Kk les fontions ϕi sont nulles sur K. Dessin. Don z̃(P ) =
∑d+1

k=1 zKk
ϕKk

(P ).
On dit que la valeur z̃(P ) est obtenue par un alul loal, au sens où elle ne dépend que du

triangle ontenant P (on ne va pas voir plus loin). Ave un dessin tout est lair.
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3 4. Vers la méthode de krigeage

Pour omparer ave la méthode de krigeage, f. � 5 : (4.2) donne :





si ∃j t.q. P = Pj alors z̃(P ) = z(Pj),

sinon, ∀j, P 6= Pj , et alors z̃(P ) =

n∑

j=1

ϕj(P ) zj ,
(4.3)

ave :

n∑

j=1

ϕj(P ) = 1 =
100

100
= 100%. (4.4)

(Voir (4.5) et (4.6).)

Dans la méthode de krigeage, les inonnues orrespondent aux fontions ϕj , souvent notées wj

pour �weighting funtions�. (Ii les ϕj ont été données a priori). La méthode de krigeage est une

méthode très partiulière pour aluler les wi. Et d'ailleurs la méthode de krigeage ne les alule

pas vraiment (les wj) : elle les alule uniquement en un point.

Préisons les équations (4.3)-(4.4) à l'aide de (4.2). Plaçons-nous dans R
d = R

2
par exemple.

Soit KP = (Pk(1), Pk(2), Pk(3)) le triangle du maillage (de sommets les Pk(j)) ontenant P . Alors
les oordonnées baryentriques de P sont les λi = ϕi(P ), voir ours d'éléments �nis : on a P =∑3

j=1 λjPk(j) (au sens

−−→
OP =

∑3
j=1 λj

−−−→
Pk(j) pour un point O donné), et

∑3
j=1 λj = 1. Don :

{
λj = ϕk(j)(P ) est la j-ème oordonnée baryentrique dans KP pour j = 1, 2, 3,

et ϕi(P ) = 0, ∀i /∈ {k(1), k(2), k(3)}.
(4.5)

Pour onnaître z̃(P ), f. (4.3), on a uniquement besoin de onnaître les (Pk(j), zk(j)) pour j = 1, 2, 3.
Et :

n∑

j=1

ϕj(P ) =

3∑

j=1

ϕk(j)(P ) = 1 = 100% (somme des oe�ients baryentriques). (4.6)

Remarque 4.3 Cette méthode est adaptée au as où seules les valeurs �prohes� de P sont im-

portantes.

Ii il n'y a pas d'étape de régression : on donne a priori les λi(P ) = ϕi(P ) (après onstrution
d'un maillage), i.e. on se donne z̃ a priori.

4.2 Inverse distane weighting (IDW)

L'approhe ii est globale (non loale omme préédemment) exprimant l'idée :

�Things whih are loser to eah other are more related than distant ones�.

Don on dé�nit la fontion z̃ par :





si P = Pi alors z̃(Pi) = zi,

si P 6= Pi pour tout i, alors z̃(P ) =

n∑

i=1

λi(P ) zi,
(4.7)

où les fontions de pondérations wi = λi (les �weighting funtions�) sont données par exemple par :

λi(P ) =
Wi(P )

W (P )
où Wi(P ) =

1

||P − Pi||2
et W (P ) =

n∑

i=1

Wi(P ). (4.8)

En partiulier on a :

n∑

i=1

λi(P ) = 1 =
100

100
= 100%. (4.9)

Les λi(P ) sont des pourentages ar ils sont tous positifs et leur somme vaut 1 = 100%.

Remarque 4.4 Cette méthode est adaptée au as d'un milieu �relativement homogène�.

Ii il n'y a pas d'étape de régression : on donne a priori les λi(P ), don z̃.
Et plus généralement on peut remplaer Wi(P ) = 1

||P−Pi||2
par une autre fontion dépendant

également de la distane à Pi.
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4 5. Méthode de krigeage

5 Méthode de krigeage

C'est une méthode purement déterministe, et non probabiliste omme peuvent le suggérer

ertains ouvrages. Le voabulaire utilisé est néanmoins elui des statistiques�probabilités.

5.1 Les fontions inonnues

On herhe toujours à estimer des valeurs z̃(P ) en des points P en fontion de valeurs zi données
aux n points Pi. La forme de z̃ : P → z̃(P ) s'exprimera omme dans (4.3) ave (4.4), ou omme

dans (4.7) ave (4.9) :

z̃ =
n∑

i=1

wi zi, au sens z̃(P ) =
n∑

i=1

wi(P ) zi, ave

n∑

i=1

wi(P ) = 1 = 100%. (5.1)

Les inonnues sont les fontions wi : P → wi(P ) (les réels wi(P ) sont les oe�ients de pondéra-

tion).

Mais ii on n'essaiera pas de onnaître les wi en tout point, mais uniquement en un point P0.

Remarque 5.1 Dans le as d'un �milieu assez homogène�, les fontions wi trouvées par la méthode

de krigeage ne seront �pas très di�érentes� des fontions λi données en (4.8) : la méthode de

krigeage n'a auun intérêt dans e as. La méthode de krigeage est intéressante dans le as d'un

milieu �su�samment non homogène� (�su�samment hétérogène�) ave su�samment de (Pi, zi).

5.2 Voabulaire des probabilités

1- La valeur moyenne d'une fontion f sur un ensemble E = {x1, ..., xN} disret de ardinal N
est formellement :

valeur moyenne de f = f =
N∑

i=1

mi

m
f(xi), où m =

N∑

i=1

mi. (5.2)

les mi étant les �masses pontuelles�, m =
∑N

i=1 mi étant la �masse de E�, et

mi

m
le pourentage

orrespondant.

1'- Quand on ramène la masse totale à 1 = 100
100 = 100%, le voabulaire utilisé est souvent elui

des probabilités et la moyenne de f est appelée l'espérane de f . Relativement à (5.2) ela revient

à poser :

pi =
mi

m
, f =

N∑

i=1

pi f(xi), et

N∑

i=1

pi = 1 =
100

100
= 100%. (5.3)

2- Le moment d'ordre 2 de f autour de sa valeur moyenne est formellement :

M2(f) =
N∑

i=1

mi

m
(f(x)− f)2. (5.4)

2'- En probabilité le moment d'ordre 2 de f est appelé la variane et noté V (f) :

V (f) =

N∑

i=1

pi (f(x)− f)2. (5.5)

3- Le moment M2(f) dé�nit trivialement une semi-norme (au arré) assoiée au semi-produit

salaire :

(f, g)2 =

N∑

i=1

mi

m
(f(x)− f)(g(x)− g), (5.6)

et (·, ·)2 un produit salaire sur l'ensemble des fontions de valeur moyenne nulle. (On aM2(f) =
(f, f)2.) On dispose alors de la notion d'orthogonal : on a f ⊥ g quand (f, g)2 = 0 sur et ensemble.
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5 5. Méthode de krigeage

3'- En probabilité le semi-produit salaire (5.6) est appelé la ovariane :

cov(f, g)
noté

= (f, g)cov = (f, g)2 =

N∑

i=1

pi (f(x) − f)(g(x) − g), (5.7)

où don V (f) = cov(f, f). Si on note E0 l'ensemble des fontions d'espérane nulle, alors cov(·, ·)
est un produit salaire sur E0. Et on a la notion d'orthogonalité sur sur E0. En partiulier deux

fontions non nulles f, g ∈ E0 orthogonales sont indépendantes. Et (f, g)cov mesure �une dépendane

(ou indépendane) relative de f et de g�.

5.3 Mesurer l'inhomogénéité : la �matrie� de ovariane

5.3.1 Les ensembles des points voisins

Notons P = {Pi : i = 1, ..., n}. Et notons z(Pi) = zi pour tout i. On pose (ave le ardinal =

le nombre d'éléments) :





E(0) = {(Pi, Pj) ∈ P × P t.q. i < j},

N(0) = ardinal de E(0) =
n(n− 1)

2
,

m(0) =
1

N(0)

∑

(Pi,Pj)∈E(0)

z(Pi) (moyenne de z sur E(0)),

V (0) =
1

N(0)

∑

(Pi,Pj)∈E(0)

(z(Pi)−m(h))2 (variane de z sur E(0)).

(5.8)

Et pour h > 0 on pose :





E(h) = {(Pi, Pj) ∈ P × P t.q. i < j et ||Pi − Pj || = h},

N(h) = ardinal de E(h), et si N(h) 6= 0 :

m(h) =
1

N(h)

∑

(Pi,Pj)∈E(h)

z(Pj) (moyenne de z sur E(h)),

V (h) =
1

N(h)

∑

(Pi,Pj)∈E(h)

(z(Pj)−m(h))2 (variane de z sur E(h)).

(5.9)

(Don le ouple (Pi, Pj) est dans Eh ssi i < j et la distane qui sépare Pi de Pj est h.)

En pratique : on onsidère les Pj à une distane h± ε de Pi ave ε < h où ε est à dé�nir par

l'observateur. Don dans E(h) on peut remplaer ||Pi − Pj || = h par ||Pi − Pj || ∈ [h−ε, h+ε].
Et pour trouver E(h) on forme la matrie triangulaire supérieure strite ave Pi en ligne, Pj

en olonne, et ||Pi − Pj || à l'intersetion de la ligne i et de la olonne j. Et on extrait les termes

de la matrie qui valent h± ε pour déterminer E(h).
(Il n'y a qu'un nombre �ni de réels h > 0 t.q. E(h) soit non vide.)

5.3.2 La fontion de ovariane

Notons π1 et π2 les projetions R
2 → P dé�nies par π1(x, y) = x et π2(x, y) = y.

Notons X0 = z ◦ π1 : E(h) → R et Xh = z ◦ π2 : E(h) → R, les fontions (appelées variables

aléatoires par les probabilistes) qui sont don dé�nies par : ∀(Pi, Pj) ∈ E(h) :

X0(Pi, Pj) = z(Pi), Xh(Pi, Pj) = z(Pj). (5.10)

X0 et Xh étant dé�nies sur le même ensemble E(h), on peut don onsidérer leur ovariane :

C(h)
déf

= cov(X0, Xh) =
∑

(Pi,Pj)∈E(h)

(
X0(Pi, Pj)−m0

)(
Xh(Pi, Pj)−mh

)
. (5.11)

Notations usuelles : on numérote les éléments (les ouples) de E(h) : pour k = 1, ..., N(h) :

(Pi, Pj)
noté

= Qhk ∈ Eh quand k = k(i, j), (5.12)

où on a dé�ni au préalable une bijetion k : {(i, j) ∈ N
2 : (Pi, Pj) ∈ E(h)} → k = k(i, j) ∈

5 22 mars 2018



6 5. Méthode de krigeage

[1, N(h)]N (on a ordonné l'ensemble E(h)). Et, quand (Pi, Pj) = Qhk où k = k(i, j), on note :

Zk = X0(Qhk) = X0(Pi, Pj) = zi, Zk+h = Xh(Qhk) = Xh(Pi, Pj) = zj , (5.13)

quand (Pi, Pj) = Qhk ave k = k(i, j). Et don (5.11) s'érit aussi :

C(h) = cov(X0, Xh) =

Nh∑

k=1

(
Zk −m0

)(
Zk+h −mh

)
. (5.14)

5.4 On préfère les fontions roissantes : le variogramme

Il se trouve que la fontion C : h → C(h) dé�nie en (5.14) est déroissante en général. Et on

préfère utiliser les fontions roissantes : on pose :

Γ(h) = C(0)− C(h). (5.15)

Cette fontion Γ : h → Γ(h) est appelée le �variogramme�. Et l'usage fait qu'on utilise le �semi-

variogramme� :

γ(h) =
1

2
Γ(h) =

C(0)− C(h)

2
. (5.16)

5.5 Le semi-variogramme approhée par une fontion simple

On reprend la démarhe du � 1 (régression). Soit z̃ : P → z̃(P ) la fontion inonnue f. (5.1).

1- On représente les valeurs alulées γ(h) du semi-variogramme pour les h t.q. E(h) 6= ∅.
2- Et on hoisit une fontion γ̂ : h → γ̂(h) qui �passe au mieux par es valeurs γ(h)�.
3- On alule les paramètres aratérisant la fontion γ̂ hoisie.

4- On obtient :

γ̂ = fontion d'approximation du semi-variogramme. (5.17)

5.6 Solution au problème initial

Rappel : but : aluler les fontions wi de (5.1) (on suppose que les méthodes des � 4.1 et 4.2

ne sont pas satisfaisantes).

En fait on ne va pas aluler les fontions wi (en tout point) : on ne va s'intéresser qu'à un seul

point P =noté P0, et on ne va aluler que les n valeurs wi(P0). Don on n'obtiendra qu'une seule

valeur d'estimation de z̃(P0) au point P0, f. (5.1) :

z̃(P0) =
n∑

i=1

wi(P0) zi. (5.18)

Proédé :

• On onnaît les points Pi, et don les hij = ||Pi − Pj || pour i, j ∈ [1, n]N (aluls simples).

• P0 est �xé, don on onnaît les h0j = ||P0 − Pj || pour j ∈ [1, n]N (aluls simples).

• À l'aide du semi-variogramme approhé (5.17), on note :

Gij = γ̂(||Pi − Pj ||) = γ̂(hij), pour i ∈ [0, n]N et j ∈ [1, n]N, (5.19)

Noter que hii = 0, mais que γ̂(0) n'est pas forément nul, f. e�et pépite éventuel.

• On hoisit les n valeurs wj(P0) pour j ∈ [1, n]N pour qu'elles véri�ent le système de n
équations :

Gi1w1(P0) + ...+Ginwn(P0) + λ = Gi0, pour i = 1, ..., n, (5.20)

où λ (multipliateur de Lagrange) est introduit pour satisfaire la ontrainte supplémentaire :

w1(P0) + ...+ wn(P0) = 1 = 100%, i.e. la somme des poids vaut 1. (5.21)

(Si on n'introduit pas λ alors les poids wi(P0) ne sont pas des pourentages.) Eriture de (5.20)
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7 5. Méthode de krigeage

et (5.21) sous forme matriielle :




G11 ... G1n 1
.

.

.

Gn1 ... Gnn 1
1 ... 1 0


 .




w1(P0)
.

.

.

wn(P0)
λ


 =




G10
.

.

.

Gn0

1


 . (5.22)

• La résolution de e système donne les wj(P0). D'où z̃(P0) ave (5.18).

Remarque 5.2 Comparaison ave (4.3)-(4.4) ou (4.7)-(4.8) : dans (4.4) ou (4.8) les wi sont

donnés expliitement a priori, et dans (4.8) en fontion des h0j où h0j = ||P0 − Pj ||, f. (4.8).
Alors qu'ii les wi(P0) ne sont pas donnés expliitement, mais impliitement : ils sont solutions

du système (5.22) qu'il faut résoudre.
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