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1 Logique

C'est par oral ou par érit qu'on ommunique : on va se servir d'un voabulaire de base pour

formuler les résultats mathématiques.

En partiulier, on suppose que la onjontion de oordination �et� et les termes �dé�nition�,

�vrai�, �faux� sont admis par tous, ainsi que �si et seulement si� noté �ssi�.

1.1 Conneteurs logiques et, ou, xor

Dé�nition 1.1 Une forme propositionnelle est une suite ohérente de hi�res ou de lettres.

Exemple : [bonne journée℄, [il fait beau℄, [3+5=8℄, [3+5=7℄, ...

Dé�nition 1.2 Prinipe de la double valeur. Une a�rmation A, enore appelée assertion, est une
forme propositionnelle qui ne peut prendre que l'une des deux valeurs booléennes [vrai℄ ou [faux℄.

I.e. si on note ν la valeur d'une a�rmation A, on a soit ν(A) = vrai, soit ν(A) = faux.
Si ν(A) = vrai on note [A = vrai], et si ν(A) = faux on note [A = faux].

Exemple : [(3 + 5 = 8) = vrai], i.e. l'a�rmation (3 + 5 = 8) est vraie. [(3 + 5 = 7) = faux], i.e.
l'a�rmation (3 + 5 = 7) est fausse.

Dé�nition 1.3 Une proposition est une a�rmation qui est vraie.

Une proposition se démontre à l'aide d'une démonstration (une preuve).

Voabulaire mathématique usuel : un théorème une proposition �jugée importante� (notion

quelque peu �oue...), un lemme est une proposition qui permet de démontrer un théorème, un

orollaire est une proposition qui se déduit d'un théorème.

Dé�nition 1.4 Soit une a�rmation A. On appelle négation de A, notée nonA ou ¬A, l'a�rmation

ontraire :

[nonA = vrai] ssi [A = faux], et [nonA = faux] ssi [A = vrai].
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2 1.1. Conneteurs logiques et, ou, xor

Exerie 1.5 Montrer que [non(nonA)℄ ssi [A℄.

Réponse. Premier as : [non(nonA)=vrai℄ ssi [nonA=faux℄ ssi [A=vrai℄.

Deuxième as : [non(nonA)=faux℄ ssi [nonA=vrai℄ ssi [A=faux℄.

Dé�nition 1.6 Soit deux a�rmations A et B. Un onneteur logique �.l.� de es deux a�rma-

tions est une relation entre A et B qui est une a�rmation. Don : soit [(A .l. B)=vrai℄, soit

[(A .l. B)=faux℄.

Dé�nition 1.7 Le onneteur logique �et� = �and� = �∧� de onjontion est dé�ni par :

[(A et B) = vrai] ssi [A = vrai] et [B = vrai],

ie. ssi















soit [A = faux] et [B = faux],

soit [A = faux] et [B = vrai],

soit [A = vrai] et [B = faux].















On a immédiatement [(A et B) = vrai] ssi [(B et A) = vrai], et [(A et nonA = faux].

Dé�nition 1.8 Le onneteur logique �ou� = �or� = �∨� de disjontion non exlusif est dé�ni par :

[(A ou B) = vrai] ssi au moins l'une des deux a�rmations [A=vrai℄, [B=vrai℄ est vraie;

ie. ssi















soit [A = vrai] et [B = vrai],

soit [A = vrai] et [B = faux],

soit [A = faux] et [B = vrai].















On a immédiatement [(A ou B) = vrai] ssi [(B ou A) = vrai], et [(A ou non A) = vrai].

Proposition 1.9 On peut dé�nir [(A ou B)=vrai℄ par sa négation à l'aide du seul onneteur

logique �et� :

[(A ou B)=faux℄ ssi [(nonA et nonB)=vrai℄,

soit (négation) :

[(A ou B)=vrai℄ ssi [(nonA et nonB)=faux℄.

Preuve. [(A ou B)=faux℄ ssi on a le seul as non traité de la dé�nition 1.8, i.e. ssi [[A=faux℄ et
[B=faux℄℄, i.e. ssi [[nonA=vrai℄ et [nonB=vrai℄℄, i.e. ssi [(nonA et nonB)=vrai℄.

Exerie 1.10 Montrer que [(A et B)=faux℄ ssi [(nonA ou nonB)=vrai℄.

Réponse. On se sert de la proposition 1.9. On a : [(nonA ou nonB)=vrai℄ ssi [(non(nonA) et non(nonB))=faux℄,

i.e. ssi [(A et B)=faux℄.

Exerie 1.11 Montrer que [(A et B)=vrai℄ ssi [(nonA ou nonB))=faux℄.

Réponse. Négation de l'exerie préédent.

Exerie 1.12 Montrer que [(A et B)=vrai℄ ssi [non(nonA ou nonB)=vrai℄.

Réponse. C'est l'exerie préédent.

Exerie 1.13 Montrez que

1- [(A et A)=vrai℄ ssi [A=vrai℄, et 2- [(A et A)=faux℄ ssi [A=faux℄,
3- [(A ou A)=vrai℄ ssi [A=vrai℄, et 4- [(A ou A)=faux℄ ssi [A=faux℄.

Réponse. 1- [(A et A)=vrai℄ ssi [A=vrai℄ et [A=vrai℄, i.e. ssi [A=vrai℄. Et 2- est le ontraire.

3- [(A ou A)=vrai℄ ssi [A=vrai℄ ou [A=vrai℄, i.e. ssi [A=vrai℄. Et 4- est le ontraire.

Dé�nition 1.14 (Le �ou exlusif�=�xor�.)

[(A xor B)=vrai℄ ssi une et une seule des deux a�rmations A,B est vraie.

I.e. [(A xor B)=vrai℄ ssi on est dans l'un des deux as suivants :

1- [[A=vrai℄ et [B=faux℄℄,

2- [[A=faux℄ et [B=vrai℄℄.
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3 1.2. Impliations ⇒ et ⇐

Exerie 1.15 Montrer que [(A xor B)=vrai℄ ssi [[(A ou B)=vrai℄ et [(nonA ou nonB)=vrai℄℄.

Réponse. [(A ou B)=vrai℄ exlu le as [A=faux et B=faux℄, et [(nonA ou nonB)=vrai℄℄ exlu le as

[A=vrai et B=vrai℄. Il reste don bien les deux as du xor.

Exerie 1.16 Montrer qu'on a toujours [(A xor nonA)=vrai℄.

Réponse. [(A xor nonA)=vrai℄ ssi on est dans l'un des eux as 1-[[A=vrai℄ et [nonA=faux℄℄, 2- [[A=faux℄

et [nonA=vrai℄℄, i.e. ssi on est dans l'un des eux as 1- [A=vrai℄, soit 2- [A=faux℄. Et le prinipe de la

double valeur dit qu'on est toujours dans l'un de es deux as.

1.2 Impliations ⇒ et ⇐
Dé�nition 1.17 (Impliation ⇒.)

On dit que �A implique B� et on note [A ⇒ B℄ ssi [(nonA ou B)=vrai℄ :

[A ⇒ B] ssi [(nonA ou B) = vrai],

ie. ssi















soit [A = faux] et [B = vrai],

soit [A = faux] et [B = faux],

soit [A = vrai] et [B = vrai].















Et on dit �si A alors B�.

En partiulier si [A℄ est faux, alors l'impliation est toujours vraie quelque soit B.

On érit aussi [B ⇐ A℄ (i.e. B est impliqué par A).

Exerie 1.18 Montrer que [A ⇒ B℄ ssi [(A et nonB)=faux℄.

Réponse. On applique la proposition 1.9 : [(A et nonB)=faux℄ ssi [(non A ou B)=vrai℄.

Proposition 1.19 Le ontraire de [A ⇒ B℄ est [A et nonB℄ :

non[A ⇒ B℄ ssi [(A et nonB)=vrai℄.

Preuve. non[A ⇒ B℄ ssi [(nonA ou B)=faux℄, i.e. ssi [(A et nonB)=vrai℄, f proposition 1.9.

Exerie 1.20 Montrer que dans tous les as : [A ⇒ A℄, et que l'a�rmation [A ⇒ nonA℄ est
toujours fausse si [A=vrai℄, et qu'elle est toujours vraie si [A=faux℄.

Réponse. [A ⇒ A℄ véri�e le as 1- de la dé�nition 1.17.

Et [A ⇒ nonA℄ ssi [(nonA ou nonA)=vrai℄, i.e. ssi [nonA=vrai℄, i.e. ssi [A=faux℄.

Exerie 1.21 Montrer que la négation de (le ontraire de) [A ⇒ B℄ est : [(A et nonB)=vrai℄.

Réponse. �A ⇒ B� ssi [(nonA ou B)=vrai℄. Le ontraire est [(nonA ou B)=faux℄, i.e. [ (A et nonB)=vrai℄,

f proposition 1.9.

Exerie 1.22 (Transitivité) Montrer : si A, B et C sont trois a�rmations, alors :

([A ⇒ B] et [B ⇒ C]) ⇒ [A ⇒ C].

Réponse. Si [A=faux℄ alors A implque n'importe quoi, et si [A=vrai℄ alors [B=vrai℄, d'où [C=vrai℄.

Exerie 1.23 (Disjontion des as.) Soient A, B et C des assertions. On fait les trois hypothèses

suivantes : 1- [(A ou B)=vrai℄, 2- [A ⇒ C℄ et 3- [B ⇒ C℄. Montrer que [C=vrai℄.

Réponse. Si [A=vrai℄ alors [A⇒C℄ montre que [C=vrai℄ (l'hypothèse sur B est inutile ar si [B=vrai℄

alors [C=vrai℄ omme on le savait déjà, et si [B=faux℄ alors [B⇒C℄ ne donne auune information sur C).

Si [A=faux℄ alors [B=vrai℄ et [B⇒C℄ implique [C=vrai℄ (noter que [A⇒C℄ ne donne alors auune

information sur C).

Exemple : soient A=[(π+e) est transendant℄, B=[πe est transendant℄. On ne sait pas prouver

que [A=vrai℄ ou que [B=vrai℄, mais on sait prouver que [(A ou B)=vrai℄. Si C est telle que les

deux onditions [A⇒C℄ et [B⇒C℄ sont réunies, alors on sait que [C=vrai℄.
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4 1.3. Raisonnement par l'absurde

1.3 Raisonnement par l'absurde

Soit A et B deux a�rmations. On a :

Proposition 1.24

[A ⇒ B] ssi [nonB ⇒ non A].

Preuve. [A ⇒ B℄ ssi [(nonA ou B)=vrai℄, ssi [non(nonB) ou nonA)=vrai℄, ssi [nonB ⇒ nonA℄.
Démonstration à l'aide de tous les as possibles, f. dé�nition 1.17 : [nonB ⇒ nonA℄ ssi on

est dans l'un des trois as : 1,2- [nonB=faux℄ et [nonA=quelonque℄, i.e. [B=vrai℄ et [A=qq℄, 3-
[nonB=vrai℄ et [nonA=vrai℄, i.e. [B=faux℄ et [A=faux℄.

Remarque 1.25 Autre démonstration, partant de [A ⇒ B℄ :

1- Si [A=vrai℄ alors [A ⇒ B℄ impose [B=vrai℄, d'où [(nonB)=faux℄, d'où [nonB ⇒ nonA℄.
2- Si [A=faux℄ alors [A ⇒ B℄ est toujours vrai. Si [B=vrai℄ alors [nonB=faux℄ et on a bien

[nonB ⇒ nonA℄, et si [B=faux℄ alors [nonB=vrai℄ et omme [nonA=vrai℄ on a bien [nonB ⇒
nonA℄.

Réiproquement, supposons [nonB ⇒ nonA℄ : on vient de voir que ela impliquait [non(nonA)
⇒ non(nonB)℄, i.e. [A ⇒ B℄

Dé�nition 1.26 But : on sait que [A=vrai℄ et on veut prouver [B=vrai℄. On dit qu'on raisonne

par l'absurde lorsque :

• on suppose [B=faux℄,

• et on prouve alors que néessairement [A=faux℄.
On aura don en même temps [A=vrai℄ et [A=faux℄ : 'est absurde (i.e. 'est impossible).

L'hypothèse [B=faux℄ est don fausse, et don [B=vrai℄.

Exerie 1.27 Montrer que le réel positif

√
2 n'est pas rationnel.

Réponse. Supposons :

√
2 est rationnel. Don il existe

(p, q) ∈ N× N t.q.

√
2 = p

q
.

Don 2 = p
2

q2
. Don p2 = 2q2. Et la déomposition en fateurs premiers de p = 2mr et de q = 2ns, où

r, s ∈ N et r, s non divisibles par 2, donne 22m+1r2 = 22ns2, don 2m + 1 = 2n, don un nombre impair

est égal à un nombre pair : 'est impossible (on dit 'est absurde). Don

√
2 n'est pas un rationnel.

Proposition 1.28 et dé�nition. On a :

Si [nonA ⇒ B℄ et [nonA ⇒ nonB℄ alors [A=vrai℄.

Et on dit également qu'on fait une démonstration par l'absurde.

Preuve. En e�et, [nonA=faux℄ est la seule possibilité pouvant satisfaire aux deux hypothèses.

1.4 Equivalene ⇔
Dé�nition 1.29 (Équivalene ⇔.) On dit �A équivaut à B�, noté [A ⇔ B℄, ssi [(A ⇒ B) et (B
⇒ A)℄ :

[A ⇔ B℄ ssi [(A ⇒ B) et (B ⇒ A)℄.

Don �A ⇔ B� ssi on est dans l'un des deux as suivants :

{

[A = vrai et B = vrai],

[A = faux et B = faux].

}

Exerie 1.30 Montrer que �A ⇔ B� peut être dé�ni à l'aide du �xor� :

�A ⇔ B� ssi [(A xor nonB)=vrai℄ ssi [(nonA xor B)=vrai℄.

Proposition 1.31

[A ⇔ B] ssi [nonA ⇔ nonB].

Preuve. A ⇔ B ssi 1- ([(A=vrai) et (B=vrai)℄ ou 2- [(A=faux) et (B=faux)℄).

Et [nonA℄⇔[nonB℄ ssi 1- ([(nonA=vrai) et (nonB=vrai)℄ ou 2- [(nonA=faux) et (nonB=faux)℄).

(Noter qu'en termes de �xor�, on a diretement (nonA ⇔ nonB) ssi (nonA xor non(nonB)) =
vrai, ssi (nonA xor B) = vrai, ssi A ⇔ B.)

Remarque 1.32 On utilisera indi�éremment les expressions �ssi� et �⇔�.
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2 Ensembles et quanti�ateurs

2.1 Ensembles

La dé�nition d'un ensemble est donnée d'un point de vue intuitif (sinon voir la théorie axioma-

tique des ensembles), dans le but d'introduire les quanti�ateurs.

Dé�nition 2.1 Un ensemble E est une olletion d'objets x issus de notre pereption ou de notre

pensée, tous déterminés et distints (voir Atlas des Mathématiques).

Dans le ditionnaire Larousse : Ensemble = Réunion d'éléments formant un tout que l'on

onsidère en lui-même.

Un élément x de E est noté x ∈ E, et on dit x appartient à E.

Si x n'appartient pas à E, on note x /∈ E.

Dé�nition 2.2 Un sous-ensemble D de E, noté D ⊂ E, est un ensemble onstitué d'éléments

de E. (On a toujours E ⊂ E.)

Un sous-ensemble peut être aratérisé par une a�rmation : D ⊂ E ssi �propriété�.

Exemple 2.3 Q ⊂ R donné par : x ∈ Q ⇔ [x ∈ R et ∃(p, q) ∈ Z× Z∗, x =
p

q
℄.

2.2 Quanti�ateur universel ∀
Dé�nition 2.4 Quanti�ateur universel ∀ (�pour tout� ou �quelque soit� ou �quelques soient�).

Soit E un ensemble et A une a�rmation. On note :

(∀x ∈ E, A(x)) ssi si x ∈ E alors A(x)=vrai

se lit �pour tout x ∈ E on a A(x)� .
(2.1)

Exemple 2.5 Soit E = N, et soit A(x) l'a�rmation �x est un réel�. Alors, ∀x ∈ N, A(x).

2.3 Quanti�ateur existentiel ∃
La négation de (2.1) donne, f. proposition 1.19 :

non(∀x ∈ E, A(x)) ssi non(si x ∈ E alors A(x) = vrai)

se lit �il existe x ∈ E t.q. nonA(x)�

s'érit ∃x ∈ E, nonA(x).

Dé�nition 2.6 Le quanti�ateur ∃ est dé�ni par :

∃x ∈ E, A(x) ssi non(∀x ∈ E, nonA(x))

se lit �il existe x ∈ E tel que A(x)� ,

ou enore il existe (au moins) un point x ∈ E tel que A(x).

Exemple 2.7 E = R et A(x) l'a�rmation �x est un rationnel�. On a : ∃x ∈ R, A(x).

On note (le ontraire) :

non(∃x ∈ E, A(x)) ssi “ 6 ∃x ∈ E, A(x)′′

et on dit �il n'existe pas x ∈ E tel que A(x)�. Don :

6 ∃x ∈ E, A(x) ssi ∀x ∈ E, nonA(x)

Exemple 2.8 E = Q et A(x) l'a�rmation �x est un irrationnel�, i.e. �x ∈ R−Q�.

Alors on a 6 ∃x ∈ Q, A(x) (il n'existe pas de rationnel x véri�ant A(x)), ar l'a�rmation

�∃x ∈ Q, A(x)� est fausse. Autrement dit : ∀x ∈ Q, nonA(x)

5



6 2.4. Complémentaire, union, intersetion

Proposition 2.9 Soit deux ensembles E et F , soit (x, y) ∈ E ×F , et soit une a�rmation A(x, y)
qui dépend de (x, y). Alors :

non(∀x, (∃y, A(x, y))) ssi ∃x, (∀y, nonA(x, y)),

soit :

non(∃x, (∀y, A(x, y))) ssi ∀x, (∃y, nonA(x, y)).

Preuve. Soit B(x) l'a�rmation (∃y, A(x, y)). Alors nonB(x) est l'a�rmation (∀y, nonA(x, y)),
f. dé�nition 2.6. Et le ontraire de �∀x, B(x)� est �∃x, nonB(x)�, f. dé�nition 2.6. Don : le

ontraire de �∀x, (∃y, A(x, y))� est : �∃x, (∀y, nonA(x, y))�.
Notation. On note (attention à l'ordre des quanti�ateurs !) :

�∀x, (∃y, A(x, y))� omme : �∀x, ∃y, A(x, y)�.
Et :

�∃x, (∀y, B(x, y))� omme : �∃x, ∀y, B(x, y)�.

Exerie 2.10 1- Soit x �xé, et soit B(x) la propriété

B(x) = (∀ε > 0, ∃η > 0, ∀y, A(x, y)).
Montrer que le ontraire de la propriété B(x) est :

nonB(x) = (∃ε > 0, ∀η > 0, ∃y, nonA(x, y)).
2- Soit E un espae métrique muni d'une distane dE(·, ·), soit F un espae métrique muni d'une

distane dF (·, ·), et soit f : E → F . Montrer que le ontraire de :

A(x, y) = [dE(x, y) < η ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε℄
est

nonA(x, y) = [dE(x, y) < η et dF (f(x), f(y)) ≥ ε℄.

3- La propriété f : E → F ontinue en un point x ∈ E s'érivant :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀y ∈ E, (dE(x, y) < η ⇒ dF (f(x), f(y)) < ε),
montrer que f disontinue (i.e. non ontinue) en un point x s'érit :

∃ε > 0, ∀η > 0, ∃y ∈ E, (dE(x, y) < η et dF (f(x), f(y)) ≥ ε).

Réponse. 1- non(∀ε > 0, (∃η > 0, (∀y, nonA(x, y)))),
ssi ∃ε > 0, non(∃η > 0, (∀y, nonA(x, y)),
ssi ∃ε > 0, ∀η > 0, non(∀y, nonA(x, y),
ssi ∃ε > 0, ∀η > 0, ∃y, A(x, y).

2- C'est la proposition 1.19.

3- On applique 1- et 2-.

2.4 Complémentaire, union, intersetion

Soit E un ensemble.

Dé�nition 2.11 Soit D ⊂ E un sous-ensemble de E. L'ensemble {x ∈ E : x /∈ D} de E est appelé

le omplémentaire de D dans E, et noté DC
, ou E −D ou E�D ou CED.

Dé�nition 2.12 L'ensemble E − E est noté ∅ et appelé ensemble vide.

Proposition 2.13 L'ensemble vide ∅ ne ontient auun élément. Et don :

(∃x ∈ ∅, A(x)) = faux, ou enore (∀x ∈ ∅, A(x)) = vrai.

De plus ∅ est unique, indépendant de l'ensemble E, et est ontenu dans tout ensemble E.

Preuve. L'hypothèse ∃x ∈ E − E veut dire il existe x ∈ E tel que x /∈ E, e qui est impossible

(absurde). Don E−E ne ontient auun élément. Don �∃x ∈ E−E, A(x)� est faux (impossible)

quelle que soit A. Et nonA est une a�rmation, don �∃x ∈ E − E, nonA(x)� est faux. Don sa

négation �∀x ∈ E − E, A(x)� est vrai, f. dé�nition 2.6.

Puis, si E1 et E2 sont deux ensembles vides. L'impliation �x ∈ E1 ⇒ x ∈ E2� est vraie ar

x ∈ E1 est faux (E1 est un ensemble vide). Don E1 ⊂ E2. De même E2 ⊂ E1, d'où E1 = E2, d'où

l'uniité de ∅.
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7

Dé�nition 2.14 Si E et F sont deux ensembles, on appelle réunion (ou union) de E et F l'en-

semble E ∪ F dé�ni par :

E ∪ F = {x ∈ E ou x ∈ F}.

Noter qu'on a immédiatement E ∪ F = F ∪ E, E ∪ E = E et E ∪ ∅ = E, et que si G est

un troisième ensemble, alors (E ∪ F ) ∪ G = E ∪ (F ∪ G) (assoiativité) qu'on note simplement

E ∪ F ∪G.

Dé�nition 2.15 Si E et F sont deux ensembles, on appelle intersetion de E et F l'ensemble

E ∩ F dé�ni par :

E ∩ F = {x ∈ E et x ∈ F}.

Noter qu'on a immédiatement E ∩ F = F ∩ E, E ∩ E = E et E ∩ ∅ = ∅, et que si G est

un troisième ensemble, alors (E ∩ F ) ∩ G = E ∩ (F ∩ G) (assoiativité) qu'on note simplement

E ∩ F ∩G.

Dé�nition 2.16 Si E et F sont deux ensembles, on appelle di�érene de E et F (dans et ordre)

l'ensemble :

E − F = {x ∈ E : x /∈ F}.

Exerie 2.17 Montrer que (E − F = E ⇔ F − E = F ⇔ E ∩ F = ∅). Faire un dessin.

Réponse. On suppose que E − F = E, i.e. {x ∈ E : x /∈ F} = {x ∈ E}, d'où x ∈ E ⇒ x /∈ F , d'où

x ∈ F ⇒ x /∈ E (ar �(A ⇒ B) ⇔ (nonB ⇒ nonA)�), d'où {x ∈ F : x /∈ E} = F = E − F .

Réiproquement : même démarhe si on suppose F − E = F .

Puis E − F = E donne si x ∈ E alors x /∈ F , d'où [x ∈ E et x ∈ F ℄=faux, d'où E ∩ F = ∅. Et
réiproquement, si E ∩ F = ∅ alors E − F = E.

Exerie 2.18 Montrer que E ∪ F ∪G = (E − F ) ∪ (F −G) ∪ (G − E) ∪ (E ∩ F ∩ G). Faire un
dessin.

3 Limites

3.1 Suite et limites

Soit E un ensemble.

Dé�nition 3.1 Soit une fontion f :

{

N∗ → E

n 7→ f(n)
noté

= fn

}

. L'ensemble image {f(n) : n ∈ N∗}

est appelé une suite dans E, et est noté (f(n))n∈N∗
, ou (fn)n∈N∗

, ou (fn)N∗
s'il n'y a pas d'ambiguïté

sur le nom de l'indie.

C'est une suite réelle si E = R.

On appelle également suite de E l'image de toute fontion f :

{

I → E

n 7→ f(n) = fn

}

où I ⊂ Z,

et 'est un suite �nie si I est �ni.

On note souvent x = f une telle fontion. Ainsi x : n ∈ N∗ → x(n) = xn ∈ E donne la suite

notée (xn)n∈I , ou plus simplement (xn) si auune onfusion n'est possible quant à l'ensemble I.

Dans e qui suit, on traite le as I = N∗
pour alléger l'ériture, et on note alors aussi

(f(n))n∈N∗ = (fn) la suite onsidérée.

Dé�nition 3.2 Une distane sur E est une appliation d(·, ·) : E × E → R+ qui véri�e :

1- ∀x ∈ E, d(x, x) = 0,
2- si x, y ∈ E véri�ent d(x, y) = 0 alors x = y,
3- ∀x, y ∈ E, d(x, y) = d(y, x) (symétrie),

4- ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
(E, d) est alors appelé un espae métrique, simplement noté E si d(·, ·) est impliite.
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8 3.1. Suite et limites

Dé�nition 3.3 Une suite (xn)n∈N∗
onverge dans (E, d) ssi il existe un point x ∈ E t.q. :

∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, d(xn, x) < ε,

et x est appelé limite de la suite (xn). Il est immédiat que, si ells existe, la limité est unique. Et

on note alors :

lim
n→∞

xn = x dans (E, d),

Si auune ambiguïté n'est possible on note simplement x = limxn.

Remarque 3.4 En fait, f. polyopié de topologie, il su�t d'avoir un espae topologique pour

dé�nir la notion de limite : pour tout voisinage V dans E du point x (sous-entendu aussi petit

soit-il), il existe un entier N ∈ N∗
à partir duquel xn ∈ V :

∀V voisinage de x, ∃N ∈ N∗
, ∀n > N : xn ∈ V .

Dans la suite, on ne traite que des espaes métriques.

À partir de maintenant, on munit R de sa distane usuelle : d(x, y) = |x− y|.

Exemple 3.5 Une suite onstante, i.e. t.q. xn = x1 pour tout n, est onvergente. Immédiat.

Exemple 3.6 Cas E = R munit de sa distane usuelle d(x, y) = |x− y|.
La suite (xn = 1

n
)N∗

est onvergente vers 0.

Soit (xn)N∗
la suite donnée par : si n est pair alors xn = 1, et si n est impair alors xn = 1

n
: la

suite (xn) n'est pas onvergente.
La suite (xn = n)N∗

n'est pas onvergente dans R.

Dé�nition 3.7 Cas E = R munit de sa distane usuelle d(x, y) = |x− y|.
Une suite (xn)n∈N∗

dans R onverge vers +∞ ssi :

∀A ∈ R+, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, xn > A.

(Ou si on préfère : ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, xn > 1

ε
.)

Et elle onverge vers −∞ si la suite (−xn) onverge vers +∞.

Dé�nition 3.8 Si (xn)n∈N∗
est une suite dans E, et si n :

{

N∗ → E

k 7→ n(k)
noté

= nk

}

est une fontion

stritement roissante, alors la suite (xnk
)k∈N∗

est appelée sous-suite extraite de la suite (xn)N∗
.

Dé�nition 3.9 Une valeur d'adhérene a ∈ E de la suite (xn)n∈N∗
est un point a ∈ E tel qu'il

existe une sous-suite (xnk
)k∈N∗

extraite véri�ant a = lim
k→∞

xnk
.

Exemple 3.10 La suite (xn)n∈N∗
telle que xn = 1 si n est pair et xn = 1

n
si n est impair a deux

valeurs d'adhérene : 1 et 0.

Dé�nition 3.11 Un suite (xn)N∗
réelle est dite roissante ssi un ≤ un+1 pour tout n ∈ N∗

.

Elle est dite majorée ssi il existe c ∈ R tel que un ≤ c pour tout n ∈ N∗
.

Elle est dite minorée ssi il existe c ∈ R tel que un ≥ c pour tout n ∈ N∗

Proposition 3.12 Si (un)N∗
est une suite réelle roissante et majorée dans R alors elle onverge

dans R. Et sa limite est donnée par lim
n→∞

un = sup{un : n ∈ N∗} noté

= sup
n∈N∗

un

noté

= sup
N∗

un.

Preuve. Par dé�nition de �majorée�, u = supn∈N∗ un existe dans R. Soit ε > 0. Par dé�nition du

sup, il existe uN tel que |u − uN | < ε. Et la suite étant roissante et majorée par u, on a don :

pour tout n > N , |u− un| < ε, et don u est bien la limite de la suite.

Proposition 3.13 Si (un)N∗
et (vn)N∗

sont deux suites dans R onvergeant respetivement vers

u ∈ R et v ∈ R alors :

1. la suite (un)N∗
est bornée,

2. si λ ∈ R la suite (λun)N∗
onverge vers λu,

8



9 3.2. Limites supérieures et inférieures

3. si un ≤ vn pour tout n ∈ N∗
, alors u ≤ v,

4. la suite (un + vn) onverge vers u+ v,

5. la suite (u− un)N∗
onverge vers 0,

6. la suite (unvn)N∗
est onvergente et a pour limite uv.

Preuve.

1. La suite (un) étant onvergente vers u, prenant ε = 1, il existe N ∈ N∗
tel que pour tout n >

N on a |un−u| < 1 et don en partiulier tel que un < u+1. On pose c = max(u1, ..., uN , u+1)
et on a immédiatement un ≤ c pour tout n.

2. Si λ = 0, 'est immédiat. Supposons λ 6= 0. Soit ε > 0 et soit ε̃ = ε

|λ| . Ayant ε̃ > 0, il existe

N > 0 tel que pour tout n > N on ait |u − un| < ε̃, i.e. tel que |λu− λun| < ε.

3. Supposons le ontraire, i.e. que u > v. Notons ε = u− v. Par dé�nition de la limite, soit N1

tel que pour tout n > N1 on ait |u − un| < ε

3
, et soit N2 tel que pour tout n > N2 on ait

|v − vn| < ε

3
. Alors, si N = max(N1, N2), on a : pour tout n > N , à la fois un > u − ε

3
,

vn < v + ε

3
, d'où vn < un. Ce qui est ontraire à l'hypothèse. C'est absurde, don u ≤ v.

4. On a |(u+ v)− (un + vn)| ≤ |u− un|+ |v − vn|. Don, si ε > 0 posant ε̃ = ε

2
, omme ε̃ > 0,

il existe N1 > 0 et N2 > 0 tels que pour tout n > N1 on ait |u − un| < ε̃ et |v − vn| < ε̃, et
don si N = max(N1, N2), pour tout n > N on a |(u+ v)− (un + vn)| ≤ ε.

5. Soit wn = u− un. Alors à ε > 0 �xé, il existe N > 0 tel que |wn| < ε, et don la suite (wn)
onverge vers 0.

6. On a (en ajoutant et retranhant unv) :

uv − unvn = (u − un)v + un(v − vn).

Comme limn→∞(u − un) = 0 et que v ∈ R, on a |(u − un)v| → 0, f. 2.. Et omme un est

onvergente dans R, on a (|un|) est bornée, f. 1.. Notons c = sup |un|. Et omme vn → v et

que |un(v − vn)| ≤ c|v − vn| → 0, on en déduit que un(v − vn) → 0. Puis on applique 4..

3.2 Limites supérieures et inférieures

Pour aluler les valeurs d'adhérene de suites :

Dé�nition 3.14 Soit (xn)n∈N∗
une suite de réels. Soit yn = sup

k≥n

(xk) ∈ R (éventuellement ±∞).

On appelle �limite supérieure� de la suite (xn) la limite de la suite (yn) (quand elle-i existe) :

lim sup
n→∞

xn

déf

= lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(sup
k≥n

(xk)).

De même, �limite inférieure� :

lim inf
n→∞

xn

déf

= lim
n→∞

( inf
k≥n

(xk)).

Exemple 3.15 Soit (xn)N∗
la suite dé�nie par xn= − 1

n
si n pair et xn=1+ 1

n
si n impair. Elle

n'est pas onvergente : elle a deux valeurs d'adhérenes distintes 0 et 1.
Posons yn = supk≥n(xk). Don y1 = 1 + 1

2
= y2, y3 = 1 + 1

4
= y4,... Et la suite (yn) est

onvergente de limite y = 1, et on a lim supn→∞ xn = 1.
De même, ave zn = infk≥n(xk). Don z1 = −1, z2 = − 1

2
= z3, z4 = − 1

2
... Et la suite (zn) est

onvergente de limite z = 0, et on a lim infn→∞ xn = 0.

Proposition 3.16 Soit (xn)N∗
une suite telle que lim sup

N∗(xn) = lim infN∗(xn). Alors la suite

(xn)N∗
est onvergente, et limn→∞(xn) = lim supn→∞(xn) = lim infn→∞(xn).

Preuve. Immédiat.

Référenes

[1℄ Arnaudiès J.M., Fraysse H. : Cours de mathématiques � 1 . Dunod Université, 1989.

[2℄ Reinhardt F., Soeder H. : Atlas de mathématiques. Pohe.

[3℄ Krivine J.L. : Théorie axiomatique des ensembles. PUF, 1972.

9


	Logique
	Connecteurs logiques et, ou, xor
	Implications  et 
	Raisonnement par l'absurde
	Equivalence 

	Ensembles et quantificateurs
	Ensembles
	Quantificateur universel 
	Quantificateur existentiel 
	Complémentaire, union, intersection

	Limites
	Suite et limites
	Limites supérieures et inférieures


