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1 Rappel de dérivation

Dans R™ on note é; le i-éme vecteur de base canonique (toutes les composantes sont nulles
sauf la i-éme qui vaut 1), et pour @ = Y7 | x;€; et ¥ = > -, y;€; on note (Z,§), = >y z;y; le
1

produit scalaire euclidien de R de norme associée ||Z]|,, = (Z,Z)2 = (>, xf)%

dq
Proposition 1.1 Soit A = [a;;] 1Sism une matrice m % n. Soit d = : un vecteur donné
dm
dans R™. Soit la fonction :
R" — R,
. 1
AT | e @ = 1A —d?, = (AT —d, AT —d),.
Ty

La fonction f est dérivable, et ses dérivées partielles %(5) sont données par :

of

&szzmj—iA@m. (1.1)

Et un minimum de f est donné en un point ¥ tel que :
AtAz = Ald, (1.2)

systéme de n équations a n inconnues (les x;) appelées équations normales.

En particulier si le rang de A vaut n (et donc m > n et A a plus de lignes que de colonnes)
alors la matrice A'A est une matrice n * n inversible et il existe un unique vecteur ¥ en lequel f
atteint son minimum.



Preuve. f est dérivable car quadratique en les z; (polynome de degré 2 en x;). Comme :
|A.(Z + hé&;) —d||?, = (AT —d+hA&, AT —d+ hAE)p
= ||A.Z — dI]2, + 2h(A.&;, AT — d)m + h?||AE]2,
pour la dérivée dans direction 7 on a :

F@E+ he;i) @) e Ak B+ o),

D’ou (1.1).

Une condition nécessaire pour que f ait un minimum au point & est %(33’) = 0 pour tout
i=1,..,n, soit ici A'(A.Z —d) =0 dans R™, d’ou (1.2).

Puis KerA = Ker(A*A), voir exercice suivant 1.2. Et rang(A) = n — dim(KerA) (théoréme
du rang). D’ou si rangA = n, on a KerA = {0}. D’ou Ker(A'A) = {0} : A*A est injective, d’ou
bijective (matrice carrée n *n). ua

Exercice 1.2 A étant une matrice m * n, montrer que KerA = Ker(A'A).

En déduire rang(A4) = rang(A'A).
Réponse. Si & € KerA, ie. si AT = 0 alors A’AZ = 0 d’ott ¥ € Ker(A'A), d'ott KerA C Ker(A'A).
Et si # € Ker(A'A) alors (A%, A%) = (A'A%, %) = (0,%) = 0 et donc A¥ = 0, donc ¥ € KerA, donc
Ker(A*A) C KerA.

Puis, A représentant une application linéaire de R™ dans R™, on a rang(A) = n—dim(KerA) (théoréme

du rang), et A*.A étant une matrice n * n on a rang(A‘A) = n — dim(KerA'A). un

2 Cas 1-D

2.1 Les équations
On dispose de n points (z;,¥;)i=1,....n dans le plan R? tels que x; # x; pour tout ¢ # j.

Probléme initial :
existe-t-il une droite y = f(z) = ax + b qui passe par les points (z;,y;)? (2.1)

Non en général, dés que n > 2 (strictement plus de 2 points).

Probléme modifié :
existe-t-il une droite y = f(z) = ax + b qui approche “au mieux” les valeurs (z;,y;) ? (2.2)

Suivant linterprétation du “au mieux” (= le plus faible possible en quel sens?), il y a plusieurs
réponses possibles.

Ici on considére la réponse concernant la norme des carrés :

On se donne a priori une droite f(z) = ax + b. On considére V'erreur e; = |f(x;) — y;| entre
la position vertical de la mesure y; et la position f(x;) = ax; + b sur la droite donnée. On pose
(somme des carrés) :

n

Sa(a,b) = Z ef = Z [f(@:) = wil* =) _(azi +b— )7, (2.3)

i=1

somme qui dépend de la droite y = ax + b choisie, i.e. qui dépend de a et de b.

Dans cette somme, les (z;,y;) sont donnés, et on cherche la droite, i.e. on cherche a et b, tels
que Sz(a, b) soit minimum (la somme des carrés des erreurs la plus faible possible). Comme S est
définie sur I’espace vectoriel R?, la condition nécessaire de minimum est : @ et b vérifient :

25, 25,

a (a,b) =0, e

(a,b) = 0. (2.4)



3 2.2. La résolution

Les deux équations de (2.4) donnent :

Z 2z;(ax; +b—1y;) =0,
i=1

Z2(aaji +b—y;) =0,

=1

i.e. les inconnues a et b cherchées (qui donneront la droite cherchée) vérifient :

( Lo ZZ”{)(Q>_(EXF”%). (2.5)
Zizl X4 n b Zi:l Yi
Cette méthode de calcul de a et b est appelé méthode des moindres carrés.

n 2 n

. . . T . . .

Proposition 2.1 La matrice M = ( %ln_l :CZ 211—11 Z) est inversible, dés que n > 2 et au
i=1"1

moins deux des x; sont distincts. Dans ce cas (2.5) a une unique solution, i.e. la méthode des

moindres carrés a une unique solution.

Preuve. On est dans le cas n > 2 (on dispose de plus de deux points (z;,y;) de mesure). Le
probléme initial (2.1) était : trouver a et b tels que :

ary+b=1y1 1 1 U1

o | - a\ | .
, le. | Ap)=1 |

axn +b=1yn, T, 1 Yn
i.e., trouver @ = (a,b) tels que :

X 1 Y1
Ad=79y, ou A= : et y=| :
T, 1 Yn

(A est une matrice n*2 et M = AT.A est une matrice 2 x2.) Ce probléme est sur-contraint quand
n > 3 : trop d’équations par rapport au nombre d’inconnues (ici a et b).

Mais on remarque que Y ., e? = > (ax;+b—y;)* = [|[A.d—y||?, L.e. que S2(@) = ||A.d—y]|>.
Or on cherche le minimum de Ss, i.e. on cherche les @ tels que, voir (1.2) :

AY(A.G— ) = 0.

Et le rang de A est 2 car on a supposé au moins deux des x; distincts (donc deux des lignes de A

sont indépendantes), et donc A*A = M matrice 2 * 2 est inversible, voir proposition 1.1. un

Remarque 2.2 Plutot que S on aurait pu introduire Sy (a,b) = >0 |[Gi—yi| = >oiy lazi+b—y;|.
Mais cette fonction n’est pas dérivable en tout a ou en tout b, la fonction valeur absolue n’étant

pas dérivable en 0. D’ou le choix simple de Sy (somme des carrés). .

2.2 La résolution
2.2.1 Premiére étape

Dans le cas 1-D, proposition 2.1, la matrice M peut étre mal conditionnée : cas ot les colonnes

deM:(Eix? szl

S . ) sont presques proportionnelles par exemple.

Si tel est le cas, une technique simple est de changer l'origine des z, et de méme en y (pour la
sensibilité au membre de droite), i.e. de poser :

n

i Yi
n

Tm (moyenne en x), Yy, = (moyenne en ),
puis de faire le changement d’origine :
T=T—Tm, Y=Y=Ynm.

Les points de mesure sont maintenant les (T; = 2;— %, Ji = ¥yi—Ym) €t le probléme a résoudre



est : trouver (@, b) t.q. :

@ 0N (a) _ (Xiwd
0 n) \b) 0 ’

> TG

>, 7

On obtient immédiatement b = 0 et @ = . D’oul la droite d’équation § = azx, d’ou la droite

en les coordonnées initiales y = y,,, + a(x — ).

2.2.2 Seconde étape

L’étape ci-dessus est souvent suffisante. Sinon, pour éviter que ), Z? soit trop grand, on se sert
des écarts types :

1 — 1

xi—xmz 2 xf 3 i_mz 3 G2\ 5
= (D) () = (S - (2 )

et on fait le changement de variables avec les variables centrées réduites :

. T Xy .Y Y Um
r=—= ) Yy=—= ’
Oy Oz Oy Oy

ce qui donne Y, 27 =n =Y, §7. Intérét supplémentaire : les variables & et ¢ sont sans dimension
et ne dépendent donc pas de I'unité de mesure choisie.
Donc les points & considérer sont les points (&; = Lifm g, = ¥i-¥m) et le probléme & résoudre

Or oy

est : trouver (a,b) t.q. :

~ PN ~ Z‘%zAz
(00).()-(Z¢%). am o= 2alili
0 n/) \b 0 ’ >
b=20

D’oit la droite y = az + b de meilleure approximation. D’oi, revenant aux coordonnées initiales, la
droite de meilleure approximation donnée par :

Y=Ym _ .

=a

Oy Oy

T—Ipm,

3 Cas 2-D

3.1 Les équations

On cherche un plan qui approche au mieux un nuage de points ((x;,¥;),2;) pour i = 1,...,n.
On cherche donc une fonction affine f(x,y) = az + by + c telle que lerreur e; = | f(x;,y;) — 2| soit
“globalement” la plus faible possible. Comme précédemment, on va minimiser » _, e2.

On se donne a priori “un plan non vertical” z = f(z,y) = ax + by + ¢ et on pose :

Sa(a,b,c) =Y eF = (ami+by; + ¢ — 2)°, (3.1)
i=1 i=1

somme qui dépend du plan f(x,y) = ax + by + ¢ donné, i.e qui dépend de a, b et c. ~
Et le meilleur plan sera donné par un triplet (a, b, ¢) tel que Sz(a, b, c) = min, b Sa(a, b, ¢) (i-e.
qui minimise la somme des carrés des erreurs). Donc, si (a, b, ¢) existe, on a t.q. :
05- 055 055

%(aa ba C) = 07 E(av ba C) = 07 %(Ch bv C) =0. (32)

Les trois équations de (3.2) donnent :

Z 2zi(ax; +by; + ¢ —z) =0,

i=1

Z 2y;(ax; + by; + ¢ — z;) =0,
i=1
Z 2(ax; + by; + ¢ — z;) = 0.

=1




5 3.2. La résolution

On doit donc résoudre :

DD S D St a Do TiZ
> Ti > Vi n c Sz

Proposition 3.1 La matrice M = Sixiyi o Y;yP >,y | est inversible, dés que n > 3
et au moins trois des (z;,y;) sont non alignés. Et (2.5) a une unique solution, i.e. la méthode des
moindres carrés a une unique solution.

rr oy 1
Preuve. Similaire a4 la démonstration précédente avec ici la matrice A = : avec
T Yn 1
encore M = AT A.
Puis pour que A soit de rang 3 il faut n > 3 et trois lignes soient indépendantes. Quitte &
renuméroter les points on regarde le déterminant :

1 y1 1 x1—r3 y1—ys O
To Y2 1l|=|wa—x3 yo—y3 0|=
z3 y3 1 x3 Y3 1

T1—T3 Y1—Ys3
T2—T3 Y2—Y3

)

[( F-ds )
( To—Z3 )

ou Z; = (x4, ;). Ce déterminant est non nul dés que les vecteurs ¥ — T3 et Zo — T3 sont 1ndependants
i.e. dés que les points sont non alignés dans le plan (x,y). un

3.2 La résolution
3.2.1 Premiére étape

Dans le cas 2-D, proposition 3.1, méme démarche que dans le cas 1-D : on pose (valeurs

moyennes) :
_ i _ i . :Zizi

:Em— ) m ) m
n n n

Le changement de coordonnées (ici d’origine) choisit est :
T=2=Tm, Y=Y=Ym, Z=2Z2—2Zm.

On obtient donc les points (Z; = Ti—Tm, Ui = Yi—Ym, Zi = z;—2m) & approcher par un plan, et le
probléme & résoudre est : trouver (a, b, ¢) t.q. :

Z 3 Z 9311/1 0 a Zz TiZi
> T Z 0 b | =1 2%z
0 n c 0

D’ott immédiatement ¢ = 0, et il reste & résoudre :

( szzQ szlyl> <a) — (szl’zl>

STl 2 Up b > i UiZi
_ 72 s
La matrice C' = ( thl i ngl) est inversible d’aprés la proposition 3.1 (au moins trois
2T DY B

points non alignés), en particulier son déterminant vaut det C = (3, 27) (>, 2) — (O, Ziyi)* # 0
(c’est également une conséquence de l'inégalité de Cauchy—Schwarz (Z, ), < ||Z||n||7]]. avec égalité
uniquement dans le cas Z//¥ i.e. la matrice n*2 dont les colonnes sont & et  est de rang 1 et donc
égalité ssi toutes les lignes sont proportionnelles a I'une d’entre elles).

(3) = qe (25, &) (R,

D’ou :

81



3.2.2 Seconde étape
Si I’étape précédente n’est pas suffisante, on adimensionalise & ’aides des écarts types :
L 2 L 2 L 2
Ux:(z (l'z l’m) )%7 Uy:(z (yz ym) )%7 UZ:(Z (Zz Zm) )%

1 3 1

Le changement de coordonnées (d’origine et d’échelles) est alors :

A T—Tm A Y=—Ym s Z—Zm
= , Y= ) z= )
Oy Oy 0,

et les points considérés sont les (&;,¥;, 2;). Et le nouveau probléme a résoudre est : trouver (a, 3)

t.q. B ) o
(550 =0®)(0)=(&02)

La matrice C' = (Z 7;:0 lezyl) est inversible, de déterminant det C' = n? — (32, #:9:)% # 0
i il
(proposition 3.1 ou inégalité de Cauchy-Schwarz), et on obtient :

(Z> B ﬁ (‘Z:L@‘Qi _Z;ljigi> (%ﬁyZZ)

4 Résolution par la méthode QR

=

Résoudre les équations normales (1.2) peut étre difficile & cause du mauvais conditionnement
éventuel de la matrice A*A : si p(A) est le conditionnement de la matrice A, alors p(A)? est le
conditionnement de la matrice A*A. Et si ce conditionnement est mauvais (par exemple de ’ordre
de 107), il faut éviter de calculer A*A.

La matrice A est de taille m xn (et la matrice A*A de taille n*n). On décompose la matrice A
sous la forme A = Q. R, avec ) matrice m*m orthonormale et R matrice mn matrice triangulaire
supérieure :

X X X
0 x b'd
A=QR on Q'Q=1I, e R=|0 ... 0 x :(%1>, R'R = RR,
0 .0
0 .0

ou les x représentent des emplacements non (éventuellement) nuls, et Ry € R"™ est une matrice
n * n triangulaire supérieure, et le dernier 0 de la formule tient lieu de la matrice nulle de taille
(m—n) *n.

Dans le cas m > n on pose alors Q = (@1  @2) avec Q1 matrice m#*n et Q2 matrice ms*(n—m).
Etona:

A=QR=(Q:1 @) (Jf;) QiR

En particulier, dans la décomposition QR on se contente de calculer @)1 et R;. Et comme les
colonnes de @ et donc de Q1 sont des vecteurs orthonormaux on a :

QiQ1 =1, (identite de R™).
Proposition 4.1 Pour m > n, A de rang n, et de R™, le probléme : trouver v € R"™ tel que :
ATAT = Ald, (4.1)

a une unique solution qui vérifie :
Riv = Q4d. (4.2)
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Preuve. Comme A est de rang n on a Ry de rang n, et (4.2) a une unique solution. Comme m > n
et A est de rang n, A*A est de rang n, et (4.1) a une unique solution.

Et la solution de (4.2) vérifie Rt Ry7 = R1Q%d, avec RIR, = R1Q1Q1 R, = A'A et RIQ! = A,
donc est également la solution de (4.1). wa

La matrice @ étant orthonormale, le conditionnement de la matrice R; est celui de la matrice A,
alors que le conditionnement de la matrice A*A est le carré du conditionnement de A. Résoudre le
probléme (4.2) est donc plus facile que résoudre le probléeme Af AT = A'd.

Enfin, pour programmer la décomposition de A en QR, on pourra utiliser soit la méthode de
Givens (les rotations), soit la méthode de Householder (les symétries).
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