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1 Introdution

Soit R
n
l'espae a�ne usuel muni d'une origine. On note également R

n
l'espae vetoriel assoié

usuel, muni de son produit salaire eulidien (·, ·)Rn
et de sa base anonique.

Ainsi un point de R
n
espae a�ne sera représenté par le veteur ~x ∈ R

n
(grâe à l'origine

hoisie dans R
n
).

1.1 Plan tangent (hyperplan tangent)

On note ~x =





x1
.

.

.

xn




un point dans R

n
. Pour f : Rn → R, le graphe G(f) de f est le sous-

ensemble de R
n+1

dé�ni par :

G(f) = {(~x, z) ∈ R
n × R t.q. z = f(~x)} ⊂ R

n+1. (1.1)

Et l'hypersurfae d'équation :

z = f(~x) (1.2)

représente G(f) dans Rn+1
, voir �gure 1.1.

(Si n = 1 alors G(f) est une ourbe dans R2
, si n = 2 alors G(f) est une surfae R3

, et si n ≥ 3
alors G(f) est appelée une hypersurfae, et le mot surfae ou hypersurfae est utilisé si n est un

entier générique.)

Pour f ∈ C1(Rn;R), on notera

~∇f(~x) la matrie olonne =






∂f
∂x1

(~x)

.

.

.

∂f
∂xn

(~x))




 ∈ R

n
, et

~∇f(~x)T la

matrie ligne transposée. Ainsi, le développement limité de f au premier ordre au voisinage d'un

point ~x0 ∈ R
n
est donné par :

f(~x) = f(~x0) + (x1−x01)
∂f

∂x1
(~x0) + ...+ (xn−x0n)

∂f

∂xn
(~x0) + o(||~x−~x0||)

= f(~x0) + ~∇f(~x0)T .(~x−~x0)Rn + o(||~x−~x0||),
= f(~x0) + (~∇f(~x0), ~x−~x0)Rn + o(||~x−~x0||),

(1.3)

où (·, ·)Rn
est le produit salaire eulidien de R

n
.

L'approximation de f au premier ordre au voisinage de ~x0 est la fontion a�ne p~x0
∈ C1(Rn;R)

dé�nie par :

p~x0
(~x) = f(~x0) + (~∇f(~x0), (~x−~x0))Rn . (1.4)

Le graphe de p~x0
est :

G(p~x0
) = {(~x, z) ∈ R

n × R t.q. z = f(~x0) + (~∇f(~x0), (~x−~x0))Rn} ⊂ R
n+1. (1.5)

Ainsi G(p~x0
) est l'hyperplan dans R

n+1
d'équation :

z = f(~x0) + (~∇f(~x0), (~x−~x0))Rn , (1.6)

voir �gure 1.1.

(Si n = 1 alors G(p~x0
) est une droite dans R2

, si n = 2 alors G(p~x0
) est un plan dans R

3
, et si

n ≥ 3 alors G(p~x0
) est appelée une hyperplan, et le mot plan ou hyperplan est utilisé si n est un

entier générique.)
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3 1.1. Plan tangent (hyperplan tangent)

Et un veteur normal à l'hyperplan G(p~x0
) est par exemple :








∂f
∂x1

(~x)

.

.

.

∂f
∂xn

(~x))
−1








noté

=

(
~∇f(~x0)
−1

)

, (1.7)

puisque (

(
~∇f(~x0)
−1

)

,

(
~x
z

)

)Rn = 0, soit (~∇f(~x0), (~x−~x0))Rn−z = 0, soit z = (~∇f(~x0), (~x−~x0))Rn
,

équation de l'hyperplan vetoriel �parallèle� à l'hyperplan a�ne (1.6), voir �gure 1.1.

y
(grad f,0)

(grad f,−1)

z

x

Figure 1.1 � Graphe d'une fontion f : R2 → R quadratique et le plan tangent en un point

~x = (x, y). Un veteur normal sur le graphe de la fontion est le veteur (~∇f(~x),−1) ∈ R
3
. Et le

veteur

~∇f(~x) ∈ R
2
donne, dans le plan (x, y), la diretion de la plus grande pente.

Remarque 1.1 Pour ~x0 ∈ R
n
, (1.3) donne en partiulier, pour tout ~v ∈ R

n
et tout h ∈ R dans

un voisinage de 0 :

f(~x0 + h~v) = f(~x0) + h (~∇f(~x0), ~v)Rn + o(h), (1.8)

et pour le plan tangent en ~x0, pour tout h ∈ R :

p~x0
(~x0 + h~v) = f(~x0) + h (~∇f(~x0), ~v)Rn . (1.9)

Ainsi le taux de variation

p~x0
(~x0+h~v)−p~x0

(~x0)

h
= (~∇f(~x0), ~v)Rn

est maximal en valeur absolue quand

on hoisit ~v ‖ ~∇f(~x0) (f. inégalité de Cauhy�Shwarz). En partiulier ~v = ~∇f(~x0) donne la

diretion de �la plus grande pente� le long du plan tangent en ~x0. Voir �gure 1.1.

Exemple 1.2 Dans R
2
. On note ~x = (x, y), ~xm = (xm, ym). Soit α, β deux réels > 0 et soit

f(x, y) = 1 + α(x−xm)2 + β(y−ym)2. On a

~∇f(~x) =

(
2α(x−xm)
2β(y−ym)

)

. Le graphe de f est le

paraboloïde de R
3
:

G(f) = {(~x, z) ∈ R
2 × R t.q. z = 1+ α(x−xm)2 + β(y−ym)2},

voir �gure 1.1. Le plan tangent en un point ~x0 = (x0, y0) ∈ R
2
est :

z = f(~x0) + (~∇f(~x0), ~x−~x0)Rn = f(~x0) + 2α(x0−xm)(x−x0) + 2β(y0−ym)(y−y0).

C'est, dans R
3
, le plan tangent au graphe G(f) au point (~x0, f(~x0)), voir �gure 1.1.
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4 1.2. Extremum sans ontrainte

Et

~∇f(~x) = 0 au point ~xm, ave f(~xm) = 1 : le graphe de f au point (~xm, 1) = (xm, ym, 1) admet

pour plan tangent le plan z = 1 (horizontal) dont un veteur normal est

(

−~∇f(~xm)
1

)

=

(
~0
1

)

(orthogonal au plan horizontal).

1.2 Extremum sans ontrainte

Caratérisation d'un extremum : f ∈ C1(Rn,R) admet un extremum en un point ~xm ∈ R
n
ssi

~∇f(~xm) = ~0 (la dérivée de f en e point est nulle).

L'équation du plan tangent en ~xm est p~xm
(~x) = f(~xm) + ~0.(~x − ~xm) = f(~xm) = onstante,

f. (1.4), autrement dit le plan tangent à f en ~xm est �horizontal�. En d'autres termes, le veteur

�vertial�

(

−~∇f(~xm)
1

)

=

(
~0
1

)

est un veteur normal au graphe G(f) de f au point (~xm, f(~xm)).

1.3 Extremum sous ontrainte a�ne

1.3.1 La ontrainte a�ne

Soit une fontion a�ne g : ~x ∈ R
n → z = g(~x) ∈ R, don de la forme : il existe

~b ∈ R
n
et c ∈ R

t.q. :

g(~x) = (~b, ~x)Rn − c (= b1x1 + ...+ bnxn − c). (1.10)

Comme

∂g
∂xi

(~x) = bi pour tout i (immédiat), on a, pour tout ~x ∈ R
n
:

~∇g(~x) = ~b, (1.11)

veteur indépendant du point où on se trouve.

On ne s'intéressera qu'au as

~b 6= ~0 et qu'aux points ~x ∈ R
n
tels que :

g(~x) = 0 soit (~b, ~x)Rn = c. (1.12)

Ce sera notre ontrainte, ontrainte a�ne dans R
n
l'ensemble de dé�nition de f .

Exemple 1.3 Soit g : R2 → R donné par g(x1, x2) = b1x1 + b2x2 − c ave ~b = (b1, b2) 6= ~0.
Et don l'ensemble des ~x ∈ R

2
t.q. g(~x) = 0 est la droite a�ne b1x1 + b2x2 − c = 0 de R

2
.

Exemple 1.4 Soit g : R3 → R, g(x1, x2, x3) = b1x1 + b2x2 + b3x3 − c ave ~b = (b1, b2, b3) 6= ~0.
Et don l'ensemble des ~x ∈ R

3
t.q. g(~x) = 0 est le plan a�ne b1x1+b2x2+b3x3−c = 0 de R3

.

Exemple 1.5 Le as g : R → R est sans intérêt : on aurait g(x) = bx− c ave b 6= 0, et l'ensemble

des x ∈ R t.q. g(x) = 0 est réduit à un point, le point x = c
b
: le problème s'arrête ii.

1.3.2 L'espae a�ne P assoié et l'espae vetoriel

~P assoié

Dans la suite, toujours ave g(~x) = (~b, ~x)Rn − c, f. (1.10), on note P l'hyperplan a�ne dans R
n

dé�ni par (toujours pour

~b 6= ~0) :

P = {~x ∈ R
n : g(~x) = 0}, (1.13)

soit :

P = {~x ∈ R
n : (~b, ~x)Rn = c}. (1.14)

(Pour R
n = R

2
, P est une droite, pour R

n = R
3
, P est un plan.) Et on note :

~P = {~v ∈ R
n : (~b, ~v)Rn = 0} = Vect{~b}⊥ = Vect{~∇g(~x)}⊥, (1.15)

l'espae vetoriel assoié. Don

~P est un hyperplan vetoriel dans R
n
(sous-espae vetoriel de

dimension n−1 ).

Ainsi, si ~xP ∈ P , i.e. si (~b, ~xP )Rn = c, alors on a :

P = ~xP + ~P , (1.16)

puisque ~x ∈ P (i.e. (~b, ~x)Rn = c) ⇐⇒ (~b, ~x− ~xP )Rn = 0 ⇐⇒ ~x− ~xP ∈ ~P .
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5 1.4. La fontion f|P à minimiser

1.4 La fontion f|P à minimiser

Soit f ∈ C1(Rn;R). Le problème sous ontrainte onsidéré est : trouver un minimum de f
dans P :

trouver ~x0 ∈ P t.q. : f(~x0) = min
~x∈P

f(~x). (1.17)

Notons f|P la restrition de f à P :

f|P :

{

P → R

~x → f|P (~x) = f(~x),
(1.18)

P étant l'hyperplan a�ne dans R
n
donné en (1.14). On supposera qu'il existe un point (dans P )

où f|P atteint un extremum. Voir �gure 1.2.

P

z

Figure 1.2 � G(f) un paraboloïde. Contrainte : x + y − c = 0 = g(x, y). Espae de ontrainte :

P = {(x, y) : x + y − c = 0} = la droite dans le plan (xOy) (plan horizontal). La fontion f|P est

dé�nie sur P . Le point (x0, y0) en lequel f|P atteint sur minimum (i.e. le point (x0, y0) en lequel

f atteint sur minimum dans P ) est représenté par le signe o dans le plan horizontal. Et le point

du graphe G(f|P ) de f|P où f|P est minimale, à savoir le point (x0, y0, z0=f|P (x0, y0)) ∈ R
3
, est

également représenté par le signe o.

Exemple 1.6 Soit f(x, y) = 1 + α(x−xm)2 + β(y−ym)2, omme à l'exemple 1.2.

Soit g(~x) = ax+ by − c ave (a, b) 6= (0, 0). On ne s'intéresse qu'aux points (x, y) ∈ P , i.e. t.q.
ax+ by − c = 0.

Dans e as simple, on peut aluler diretement le point ~x0 : par exemple pour b 6= 0, pour
(x, y) ∈ P on a y = −a

b
x + c

b
, et don f(x, y) = f(x, −a

b
x + c

b
) =noté h(x) fontion d'une seule

variable x, ave ii h(x) = 1 + α(x−xm)2 + β(−a
b
x+ c

b
− ym). Le minimum est obtenu pour x0 tel

que h′(x0) = 0. D'où x0 (immédiat), d'où la valeur y0 = −a
b
x0 +

c
b
et la valeur z0 = f(x0, y0) : le

minimum de f le long de la droite ax+ by+ c = 0 au lieu au point ~x0 = (x0, y0), et la valeur de f
en e point est z0. Voir �gure 1.2.

Cette démarhe d'expliiter y en fontion de x ne sera pas utilisée dans la suite : elle est simple

dans R
2
, mais peu agréable dans R

n
pour n ≥ 3. On préfèrera la tehnique des multipliateurs de

Lagrange.

1.5 Le multipliateur de Lagrange

Soit un point ~x0 où f|P atteint un extremum : à partir de e point ~x0 ∈ P , pour rester dans P

on ne peut se déplaer que dans les diretions ~v ∈ ~P tangentes à P , i.e. onsidérer les points ~x0+h~v

5



6 1.6. Le problème à résoudre

pour h ∈ R et ~v ∈ ~P . L'extremum de f|P en ~x0 dans P est don aratérisé par :

∀~v ∈ ~P , lim
h→0

f|P (~x0 + h~v)− f|P (~x0)

h
= 0 (1.19)

(les dérivées diretionnelles sont nulles pour tout ~v ∈ ~P ), i.e. (f. développement limité au premier

ordre (1.3)) :

(~∇f(~x0), ~v)Rn = 0, ∀~v ∈ ~P . (1.20)

En d'autres termes

~∇f(~x0) est orthogonal à ~P (dans R
n
) :

~∇f(~x0) ⊥ ~P , (1.21)

soit ave (1.15) :

~∇f(~x0) ∈ Vect{~∇g(~x)}. (1.22)

Don il existe λ ∈ R, qui est appelé multipliateur de Lagrange (de la ontrainte g = 0), tel que :

~∇f(~x0) + λ~∇g(~x0) = ~0. (1.23)

Remarque 1.7 Le hoix d'érire

~∇f(~x0) + λ~∇g(~x0) = ~0, i.e. ~∇f(~x0) = −λ~∇g(~x0), i.e. le hoix

du signe devant λ est une onvention de signe traditionnelle qui permettra d'avoir un lagrangien

L(~x, λ) = f(~x) + λg(~x) où n'apparaîtra que des signes + omme dans (1.23).

On érit souvent (1.22) sous la forme :

~∇f(~x0) ‖ ~∇g(~x0), (1.24)

i.e.,

~∇f(~x0) est parallèle à ~∇g(~x0) en un extremum ~x0 de f|P .

Remarque 1.8 P a été donné à l'aide d'une relation impliite �g(~x) = 0� : ela permet d'avoir

f et g dé�nies sur le même domaine de dé�nition, ii R
n
. Et f et g : Rn → R ayant le même

domaine de dé�nition, on peut les �omparer� à l'aide de (1.23).

C'est un des gros intérêts de onsidérer la surfae P à l'aide de l'équation impliite g(~x) = 0,
et non à l'aide d'une fontion expliite de type xn = h(x1, ..., xn−1) : ii h et f n'ont pas le même

domaine de dé�nition, et on ne peut pas les omparer diretement, voir exemple 1.6, à moins de

passer par la fontion g(x1, ..., xn) = xn − h(x1, ..., xn−1)...
De plus, une équation expliite de type xn = h(x1, ..., xn−1) ne permet pas de onsidérer les

hyperplans dans R
n
omme �x1 = 0�.

1.6 Le problème à résoudre

On vient d'introduire une nouvelle inonnue λ. Le nouveau problème à résoudre est don :

trouver ~x ∈ R
n
et λ ∈ R tels que :

{
~∇f(~x) + λ~∇g(~x) = ~0,

g(~x) = 0,
(1.25)

soit : 





∂f

∂x1
(~x) + λ

∂g

∂x1
(~x) = 0,

.

.

.

∂f

∂xn
(~x) + λ

∂g

∂xn
(~x) = 0,

g(~x) = 0,

(1.26)

système de n+1 équations à n+1 inonnues (les xi et λ).
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7 1.7. Le lagrangien

Exemple 1.9 f(x, y) = 1+α(x−xm)2+β(y−ym)2 et g(x, y) = ax+by+c, omme à l'exemple 1.6.

On a

~∇f(x, y) =
(
2α(x− xm)
2β(y − ym)

)

et

~∇g(x, y) =
(
a
b

)

. Et

~∇f(~x) // ~∇g(~x) s'énone : il existe un

λ ∈ R t.q.

~∇f(~x) + λ~∇g(~x) = ~0, ave λ oe�ient appelé le multipliateur de Lagrange. Et le

système (1.25) à résoudre s'énone : trouver (~x, λ) ∈ R
2 × R t.q. :

{
~∇f(~x) + λ~∇g(~x) = ~0,

g(~x) = 0,
i.e.







2αx+ λa = 2αxm,

2βy + λb = 2βym,

ax+ by = c,

(1.27)

système de trois équations à trois inonnues x, y, λ.

Remarque 1.10 La démarhe d'introdution du multipliateur de Lagrange semble ompliquée

dans l'exemple i-dessus (dans R
2
). Mais dans R

n
ave n �grand�, et ave plus d'une ontrainte,

ette démarhe prendra tout son sens : ela simpli�era grandement la résolution. De plus, le mul-

tipliateur de Lagrange (sa valeur) admet souvent une interprétation utile : 'est la valeur de la

�pression� néessaire au maintien de la ontrainte.

Exemple 1.11 Pour R
n = R

2
, on peut résoudre le problème (1.17) par exemple à l'aide de la

méthode de substitution : dans le as où

∂g
∂x2

(x1, x2) 6= 0, le lien g(x1, x2) = 0 est expliité sous la

forme x2 = x2(x1), et on pose :

ψ(x1) = f(x1, x2(x1)).

Et l'extremum de f dans P est l'extremum x1 de ψ, et on réupère ensuite x2 = x2(x1). Et
ψ′(x1) = 0 s'érit :

∂f

∂x1
(x1, x2(x1)) +

∂f

∂x2
(x1, x2(x1))

∂x2
∂x1

(x1) = 0, (1.28)

équation dont la résolution donne x1. Et omme g(x1, x2(x1)) = 0, on obtient par dérivation :

∂g

∂x1
(x1, x2(x1)) +

∂g

∂x2
(x1, x2(x1))

∂x2
∂x1

(x1) = 0, (1.29)

et en omparant (1.28) et (1.29) on retrouve en partiulier

~∇f ‖ ~∇g.

1.7 Le lagrangien

Pour retrouver la aratérisation simple et essentielle d'un extremum d'une fontion L, à savoir
�

~∇L = ~0�, on pose :

L(~x, λ) = f(~x) + λg(~x). (1.30)

L est appelé le lagrangien (relatif à f sous la ontrainte g = 0). Supposant f, g ∈ C1(Rn;R), on a

L ∈ C1(Rn+1;R) et :

∂L
∂~x

(~x, λ) = ~∇f(~x) + λ~∇g(~x) et

∂L
∂λ

(~x, λ) = g(~x). (1.31)

Ainsi :

~∇L = ~0 ⇐⇒ (1.25), (1.32)

qui est un problème de reherhe d'extremum sans ontrainte : on a ainsi transformé notre problème

ontraint (pour f) en un problème sans ontrainte (pour L).

1.8 Forme matriielle usuelle

Soit A = [aij ] une matrie n × n symétrique dé�nie positive, ~α ∈ R
n
et cf ∈ R, et soit

f : Rn → R la fontion quadratique à valeurs réelles :

f(~x) =
1

2
~xT .A.~x+ ~αT .~x+ cf . (1.33)

Comme on s'intéressera aux points ~x où f est minimum, on pourra prendre cf = 0. En e�et,

le point ~x où le minimum sera atteint ne dépendra pas de ette onstante cf , puisque lors des

7
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dérivations ette onstante disparaît. Seule la valeur de f (la �hauteur� de f) en e minimum

dépend de cf .
Comme A est symétrique, on a :

~∇f(~x) = A.~x+ ~α, (1.34)

En e�et :

f(~x+ h~v)− f(~x) =
1

2
(~x+ h~v)T .A.~x(~x+ h~v) + ~αT .(~x + h~v) + β − 1

2
~xT .A.~x − ~αT .~x− β

=
1

2
h~vT .A.~x +

1

2
h~xT .A.~v +

1

2
h2~vT .A.~v + ~αT .h~v

= h~vT .A.~x+ ~αT .h~v +
1

2
h2~vT .A.~v

ar AT = A. D'où f(~x+ h~v)− f(~x) = h (A.~x+ ~α,~v)Rn + o(h). D'où (1.34) (f. (1.8)).

Et don les équations (1.25) se mettent sous la forme, ave (1.11) et B = ~bT (la ontrainte

(~b, ~x)Rn = c = ~bT .~x) :
(
A BT

B 0

)(
~x
λ

)

=

(
−~α
c

)

.

C'est le système sous forme matriielle générique à résoudre.

2 p ontraintes : les p multipliateurs de Lagrange

On se donne deux entiers n et p, ave n ≥ 2 (dimension de l'espae) et p ≥ 1 (nombre des

ontraintes), et on suppose n > p.

2.1 Caratérisation de l'intersetion de p hyperplans dans R
n

On se donne p veteurs non nuls

~bi ∈ R
n
et p réels ci, et, pour i = 1, ..., p, on note gi : R

n → R

la fontion :

gi(~x) = (~bi, ~x)Rn − ci. (2.1)

Don les gi sont a�nes (non onstantes ar

~bi 6= ~0), ave ~bi = ~∇gi(~x) et ci = −gi(~0). On supposera

de plus :

les veteurs

~b1, ...,~bp sont indépendants dans R
n, (2.2)

sinon les ontraintes gi(~x) = 0 seraient inompatibles ou redondantes.

Et on suppose p < n : on exlut le as p = n, ar dans e as il n'y a qu'un seul point ~x tel que

gi(~x) = 0 pour tout i : le problème s'arrêterait ii.

Notons, pour i = 1, ..., p :

Pi = {~x ∈ R
n : gi(~x) = 0} = {~x ∈ R

n : (~x,~bi)Rn = ci}. (2.3)

Les Pi sont des hyperplans a�nes de R
n
, et on note :

P =

p
⋂

i=1

Pi, (2.4)

l'intersetion des hyperplans a�nes.

Les hyperplans vetoriels assoiés aux Pi sont les :

~Pi = {~v ∈ R
n : (~v,~bi)Rn = 0} = (Vect{~bi})⊥, (2.5)

hyperplans vetoriels dont des veteurs normaux sont les

~bi = ~∇gi(~x). Et on note

~P le sous-espae

vetoriel assoié à P :

~P =

p
⋂

i=1

~Pi =

p
⋂

i=1

(Vect{~bi})⊥. (2.6)

~P est l'intersetion des hyperplans vetoriels

~Pi.
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9 2.2. Le problème ontraint

Proposition 2.1 Les veteurs

~b1, ...,~bp étant indépendants dans R
n
, on a les équivalenes :

~v ∈ ~P ⇐⇒ ∀i = 1, ..., p, ~v ∈ ~Pi,

⇐⇒ ∀i = 1, ..., p, ~v ⊥ ~bi,

⇐⇒ ∀i = 1, ..., p, (~v,~bi)Rn = 0,

⇐⇒ ∀(λ1, . . . , λp) ∈ R
p : (~v , λ1~b1 + . . .+ λp~bp)Rn = 0.

(2.7)

Et don

~P donné en (2.6) est de dimension n−p, ave (~b1, ...,~bp) qui est une base de

~P⊥
:

~P⊥ = Vect{~b1, ...,~bp}. (2.8)

Et si ~xP ∈ P on a :

P = ~xP + ~P . (2.9)

Preuve. Les trois premières équivalenes sont immédiates, et la quatrième l'est également grâe

à la bilinéarité du produit salaire.

Don, ave la deuxième équivalene,

~P =
⋂p

i=1(Vect{~bi})⊥ = (Vect{~b1, . . . ,~bp})⊥. D'où ~P⊥
est

donné par (2.8), et est de dimension p ar les ~bi sont indépendants, d'où ~P est de dimension n−p.
Si ~xP ∈ P , on a g(~xP ) = ~c, et si ~v ∈ ~P , alors gi(~xP+~v) = (~bi, ~xP+~v)Rn = (~bi, ~xP )Rn+(~bi, ~v)Rn =

~c+~0 = ~c, e pour tout i, et don ~xP +~v ∈ P . Réiproquement, si ~x ∈ P et si ~xP ∈ ~P alors ~v = ~x−~xP
véri�e (~v,~bi)Rn = (~bi, ~x)Rn − (~bi, ~xP )Rn = ~c− ~c = ~0, e pour tout i, et don ~v ∈ ~P . D'où (2.9).

2.2 Le problème ontraint

On note ~g =






g1
.

.

.

gp




 : ~x ∈ R

n → ~g(~x) =






g1(~x)
.

.

.

gp(~x)




 ∈ R

p
la fontion à valeurs vetorielles

omposées des gi.
On impose la ontrainte :

~g(~x) = ~0. (2.10)

On herhe un extremum de f dans l'espae des ontraintes :







Trouver ~x0 ∈ R
n
t.q.

f(~x0) = extremum

~x∈Rn:~g(~x)=~0
f(~x) = extremum

~x∈P
f(~x) (2.11)

où on a utilisé (2.4). Soit enore, notant f|P : ~x ∈ P → f|P (~x) = f(~x) la restrition de f à P :

{
Trouver ~x0 ∈ P t.q.

f|P (~x0) = extremum

~x∈P
f|P (~x).

(2.12)

2.3 Les p multipliateurs de Lagrange

Corollaire 2.2 Soit ~x0 ∈ R
n
. La fontion f|P est extrémale en ~x0 ssi :

∀~v ∈ ~P , ~∇f|P (~x0).~v = 0, (2.13)

i.e. ssi la fontion f véri�e :

∀~v ∈ ~P , ~∇f(~x0).~v = 0, (2.14)

i.e. ssi :

~∇f(~x0) ∈ ~P⊥, (2.15)

i.e. ssi, ave (2.8) :

∃(λ1, ..., λp) ∈ R
p, ~∇f(~x0) +

p
∑

i=1

λi~bi = 0. (2.16)

9



10 2.4. Le problème ontraint à résoudre

Preuve. Comme f|P est dé�nie sur P , que ~x0 ∈ P , et don que P = ~x0 + ~P , f. (2.9), on a f|P (~x)

est dé�nie pour tout ~x = ~x0 + ~v, où ~v ∈ ~P . Et, pour tout ~v ∈ ~P on a au voisinage de h = 0 :

f|P (~x0 + h~v)− f|P (~x0) = h ~∇f|P (~x0).~v + o(h).

Don f|P est extrémale en ~x0 ssi (2.13). D'où (2.14), (2.15), puis (2.16) ave (2.8).

Dé�nition 2.3 Les λi sont les multipliateurs de Lagrange (assoiés à f sous les ontraintes gi).

Les λi sont, au signe près, les omposantes de

~∇f(~x0) dans la base (~bi)i=1,...,p de

~P⊥
.

2.4 Le problème ontraint à résoudre

Le nouveau problème à résoudre est don, ave (2.16) et (2.10) : trouver (~x,~λ) ∈ R
n ×R

p
t.q. :







~∇f(~x) +
p

∑

i=1

λi ~∇gi(~x) = ~0 (n équations),

~g(~x) = 0 (p équations),

(2.17)

système de n+ p équations à n+ p inonnues (~x,~λ) ∈ R
n × R

p
.

Exemple 2.4 Soit R
n = R

3
et f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 1. Don ~∇f(x, y, z) =





2x
2y
2z




. Soit

g1(x, y, z) = x + y + z − c1 et g2(x, y, z) = x − y + z − c2. Ii ~∇g1(x, y, z) =





1
1
1



 = ~b1 et

~∇g2(x, y, z) =





1
−1
1



 = ~b2, et les veteurs ~b1 et

~b2 sont indépendants.

Et (2.17)1 donne le système de 3 équations :







2x0 + λ1 + λ2 = 0

2y0 + λ1 − λ2 = 0

2z0 + λ1 + λ2 = 0

, Et (2.17)2 (la ontrainte

vetorielle) donne le système de 2 équations :

{

x0 + y0 + z0 = c1

x0 − y0 + z0 = c2
. Don 5 équations et 5 inon-

nues, ii ave une unique solution (x0, y0, z0, λ1, λ2) ∈ R
3 × R

2
. Et le point (x0, y0, z0) est le point

en lequel f|P est minimum.

Caluls pour informations :

les plans P1 = {g1 = 0} et P2 = {g2 = 0} dans R
3
ont pour intersetion une droite dans R

3
:

onsidérant z omme paramètre, on a

{

x+ y = c1 − z,

x− y = c2 − z,
don







x =
c1 + c2

2
− z,

y =
c1 − c2

2
,

équation d'une

droite passant par le point ~xP = ( c1+c2
2 , c1−c2

2 , 0), droite vetorielle assoiés

{

x = −z,
y = 0,

de veteur

direteur ~v =





−1
0
1




(ou enore

~b1∧~b2 =





2
0
−2




). (On a bien ~x = ~xP +α~v = ( c1+c2

2 −α, c1−c2
2 , α)

qui véri�e g1(~x) = 0 = g2(~x) pour tout α).

2.5 Le lagrangien

Comme au paragraphe (1.7), pour retrouver la aratérisation simple et essentielle d'un extre-

mum, à savoir en un extremum de L on a �

~∇L = ~0�, on pose :

L(~x,~λ) = f(~x) + (~λ,~g(~x))Rp = f(~x) +

p
∑

i=1

λigi(~x) = f(~x) +

p
∑

i=1

λi((~bi, ~x)Rn − ci), (2.18)
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11 2.6. Matrie B

L : Rn × R
p → R est appelé le lagrangien. Supposant f et g C1

on a :

∂L
∂~x

(~x, λ) = ~∇f(~x) +
p

∑

i=1

λi~bi = ~∇f(~x) +
p

∑

i=1

λi~∇gi(~x), et

∂L
∂~λ

(~x,~λ) = ~g(~x), (2.19)

et

~∇L = 0 donne bien (2.17).

2.6 Matrie B

On note B la matrie et ~c le veteur donnés par :

B =






[~bT1 ]
.

.

.

[~bTp ]




 et ~c =





c1
.

.

.

cp



 . (2.20)

(B = [dg(~x)] est la matrie jaobienne de g en ~x, i.e. la matrie de la di�érentielle dg(~x) de g en ~x
exprimée dans la base anonique.) Ainsi :

~g(~x) = B.~x− ~c (=






g1(~x) = ~bT1 .~x+ c1
.

.

.

gp(~x) = ~bTp .~x+ cp




). (2.21)

Ainsi :

~x ∈ P ⇐⇒ B.~x = ~c. (2.22)

Et :

~x ∈ ~P ⇐⇒ B.~x = ~0. (2.23)

Exemple 2.5 Pour R
n = R

3
et R

p = R
2
on prend Bi

j =
∂gi
∂xj (~x) :

{

g1(x, y, z) = B1
1x+B1

2y +B1
3z − c1 = ~bT1 .~x− c1,

g2(x, y, z) = B2
1x+B2

2y +B2
3z − c2 = ~bT2 .~x− c2,

où don

~bT1 = (B1
1 , B

1
2 , B

1
3),

~bT2 = (B2
1 , B

2
2 , B

2
3), et

~b1 et

~b2 supposés indépendants. Ii on a :

~g(~x) = B.~x− ~c où B = [Bi
j ] =

(
B1

1 B1
2 B1

3

B2
1 B2

2 B2
3

)

=

(
[~bT1 ]

[~bT2 ]

)

.

Et P = {~x : ~g(~x) = ~0} est l'intersetion des deux plans a�nes non parallèles g1(~x) = 0 et g2(~x) = 0
et est don une droite a�ne passant par un point ~xc tel que B.~xc = −~c ∈ R

2
, droite de veteur

direteur

~b1 ∧ ~b2 (veteur à la fois perpendiulaire à

~b1 et à

~b2). Et B est la matrie jaobienne

[d~g(~x)] = [ ∂gi
∂xj

(~x)] = B de ~g en ~x, indépendante de ~x puisque ~g est a�ne.

2.7 Forme matriielle usuelle

On reprend la forme quadratique f donnée en (1.33) :

f(~x) =
1

2
~xT .A.~x+ ~αT .~x+ cf . (2.24)

A étant une matrie symétrique, on a

~∇f(~x) = A.~x+ ~α.

Ave la ontrainte ~g(~x) = ~0 qui s'érit B.~x = ~c, et ave
∑p

i=1 λi
~∇gi(~x) =

∑p
i=1 λi

~bi = BT .~λ

(ombinaison linéaires des olonnes

~bi de B
T
), le problème matriiel (2.17) s'érit : trouver (~x,~λ) ∈

R
n × R

p
t.q. :

(
A BT

B 0

)

.

(
~x
~λ

)

=

(
−~α
~c

)

. (2.25)

C'est l'équation �prototype�.
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12 2.8. n valeurs propres positives et p valeurs propres négatives

2.8 n valeurs propres positives et p valeurs propres négatives

Proposition 2.6 Ave A matrie n× n inversible symétrique et B matrie p× n, on a :

(
A BT

B 0

)

=

(
I 0

B.A−1 I

)

.

(
A 0
0 S

)

.

(
I A−1.BT

0 I

)

, (2.26)

où :

S = −B.A−1.BT . (2.27)

Et si rang(B) = p < n et A symétrique dé�nie positive, alors S est une matrie dé�nie négative.

Dans e as

(
A BT

B 0

)

est une matrie inversible qui a n valeurs propres stritement positives et

p valeurs propres stritement négatives.

Preuve. SoitN =

(
A BT

B 0

)

, P =

(
I 0

B.A−1 I

)

etM =

(
A 0
0 S

)

. On a PT =

(
I A−1.BT

0 I

)

,

ar A symétrique, d'où M.PT =

(
A BT

0 S

)

, d'où P.M.PT =

(
A BT

B B.A−1.BT+S

)

. D'où :

N = P.M.PT
quand S = −B.A−1.BT ,

soit (2.26). Et P est inversible (d'inverse

(
I 0

B.A−1 I

)−1

=

(
I 0

−B.A−1 I

)

). Don M et N sont

ongruentes, don ont même nombre de valeurs propres nulles, positives et négatives (voir annexe B

théorème d'inertie de Sylvester).

CasAmatrie n×n symétrique dé�nie positive, donA a n valeurs propres stritement positives.

Don A−1
a n valeurs propres stritement positives (e sont les inverses de elles de A).

Si de plus B est de rang p, alors −S = B.A−1.BT
est une matrie p × p symétrique (trivial)

qui est de plus dé�nie positive : en e�et :

(B.A−1.BT .~λ, ~λ)Rp = (A−1.BT .~λ,BT .~λ)Rn ≥ γ||BT .~λ||2
Rn > 0,

où γ est la plus petite valeur propre de A−1
, le > 0 ar B matrie p × n étant de rang p on a

KerBT = {~0} (voir annexe).

Don S = −B.A−1.BT
est symétrique dé�nie négative, don a p valeurs propres stritement

négatives. Don M a n valeurs propres stritement positives et p valeurs propres stritement

négatives. Don N aussi par ongruene (théorème d'inertie de Sylvester).

3 Problèmes primal et dual

3.1 Problème primal

C'est le problème ave ontrainte (2.11) :

min
~x:~g(~x)=~0

f(~x). (3.1)

3.2 Problème dual et matrie d'Uzawa

Une méthode de résolution possible de (3.1) à l'aide du lagrangien L(~x,~λ) = f(~x)+ (~λ,~g(~x))Rp

est séquentielle : d'abord :







à

~λ �xé, trouver ~x = ~x(~λ) t.q. :

∂L
∂~x

(~x,~λ) = 0.
(3.2)

C'est l'équation (2.17)1. Don à
~λ �xé, trouver ~x = ~x(~λ) t.q. :

~∇f(~x) +
p

∑

i=1

λi~∇gi(~x) = ~0. (3.3)
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13 3.2. Problème dual et matrie d'Uzawa

On détermine ainsi une solution ~x = ~x(~λ), et on dé�nit :

G(~λ)
déf

= L(~x(~λ), ~λ), (3.4)

appelée fontion duale (la fontion duale est une fontion de

~λ alors que la fontion primale est

une fontion de ~x).

On suppose f quadratique dé�nie positive :

f(~x) =
1

2
~xT .A.~x+ ~αT .~x+ cf , (3.5)

ave A matrie n× n symétrique dé�nie positive, ~α ∈ R
n
et cf ∈ R. On suppose ~g a�ne :

~g(~x) = B.~x − ~c, (3.6)

ave B matrie p× n de rang p et ~c ∈ R
p
. Le lagrangien est don :

L(~x,~λ) = 1

2
~xT .A.~x+ ~αT .~x+ cf + ~λT .(B.~x − ~c). (3.7)

Proposition 3.1 et dé�nition de la matrie d'Uzawa. Ave L dé�nie en (3.7), le veteur ~x(~λ)

réalisant le minimum inf~x∈Rn L(~x,~λ) = L(~x(~λ), ~λ), f. (3.2) et (3.3), vaut :

~x(~λ) = −A−1.(BT .~λ+ ~α). (3.8)

Et la fontion duale G, dé�nie en (3.4), est la fontion quadratique symétrique dé�nie négative

donnée par, pour

~λ ∈ R
p
:

G(~λ) = −1

2
~λT .U.~λ− ~λT .~β − γ (= L(~x(~λ), ~λ)), (3.9)

où :

U
déf

= B.A−1.BT
et

~β = ~c+B.A−1.~α et γ =
1

2
~αT .A−1.~α. (3.10)

Et la matrie p× p :

U = B.A−1.BT (matrie d'Uzawa). (3.11)

est symétrique dé�nie positive, dite matrie d'Uzawa. D'où G est quadratique stritement onave

et admet un maximum en :

~λ0 = U−1.~β, (3.12)

ave :

G(~λ0) =
1

2
~βT .U−1.~β + γ. (3.13)

(En partiulier G(~λ0) ≥ γ.)

On pose ~x0 = ~x(~λ0) alulée ave (3.8), et ~x0 est la solution herhée du problème primal (3.1),

solution qui véri�e G(~λ0) = f(~x0).

Preuve. Soit

~λ �xé, et L~λ
(~x) = L(~x,~λ). Ii L~λ

est quadratique stritement onvexe ontinue (en ~x)
ar f l'est et g est a�ne. Don L~λ

a un unique extremum qui est un minimum.

Comme A est symétrique, l'égalité

∂L
∂~x

(~x,~λ) = ~0 donne :

A.~x+ ~α+BT .~λ = ~0, (3.14)

f. (1.34), et don le point ~x = ~x(λ) réalisant le minimum est donné par :

~x(~λ) = −A−1.(BT .~λ+ ~α) = −(A−1.BT .~λ+A−1.~α), (3.15)

13



14 3.3. Problème d'inf-sup pour le lagrangien (point selle du lagrangien)

soit (3.8). Comme A est symétrique inversible, on a A−1
symétrique, et don :

G(~λ) = L(~x(~λ), ~λ)

=
1

2
(~λT .B.A−1 + ~αT .A−1).A.(A−1.BT .~λ+A−1.α)− ~αT .(A−1.BT .~λ+A−1.~α)

+ ~λT .(−B.A−1.BT .~λ+B.A−1.α− ~c)

=
1

2
~λT .B.A−1.BT .~λ+ ~λT .B.A−1.~α+

1

2
~αT .A−1.~α− ~αT .A−1.BT .~λ− ~αT .A−1.~α

− ~λT .B.A−1.BT .~λ− ~λT .B.A−1.~α− ~λT .~c

= − 1

2
~λT .(B.A−1.BT ).~λ+ (−~cT − ~αT .A−1.BT ).~λ − 1

2
~αT .A−1.~α,

i.e. (3.9).

Et la matrie U = B.A−1.BT
de taille p×p est symétrique dé�nie positive : en e�et, la symétrie

est immédiate (ar A−1
est symétrique), et pour tout ~µ ∈ R

p−{0} on a BT ~µ 6= ~0 (ar B est de

rang p donne BT
injetive), et don (BT ~µ)TA−1(BT ~µ) 6= ~0 ar A−1

est symétrique dé�nie positive

(puisque A l'est).

Et don G donnée par (3.9) est bien quadratique symétrique dé�nie négative.

D'où G atteint son maximum pour

~λ0 donné par G
′(~λ0) = 0, i.e. pour ~λ0 donné par −U.~λ0+~β =

0, soit (3.12).

D'où G(~λ0) = − 1
2 (
~βT .U−1).U.(U−1.~β) + (~βT .U−1).~β + γ = 1

2
~βT .U−1.~β + γ, soit (3.13).

Puis ~x0 = ~x(~λ0) est solution du problème primal, voir paragraphe suivant.

3.3 Problème d'inf-sup pour le lagrangien (point selle du lagrangien)

Proposition 3.2 et point selle. On onsidère le as de la proposition 3.1. L'extremum (~x0, ~λ0)
de L est la solution du problème inf-sup :







trouver (~x0, ~λ0) ∈ R
n × R

p
t.q. :

L(~x0, ~λ0) = sup
~λ∈Rp

inf
~x∈Rn

L(~x,~λ) = inf
~x∈Rn

sup
~λ∈Rp

L(~x,~λ), (3.16)

le point solution étant appelé le point selle de L (minimum en ~x et maximum en λ), donné

par (2.25) :

(
A BT

B 0

)

.

(
~x
~λ

)

=

(
−~α
~c

)

. (3.17)

Preuve. Ave (3.9), on a :

G(~λ) = inf
~x∈Rn

L(~x,~λ) = L(~x(~λ), ~λ).

Et ave (3.12) et (3.13), G atteint son maximum en

~λ0 :

L(~x(λ0), ~x0) = G(λ0) = sup
λ∈Rp

L(~x(~λ), ~λ) = sup
λ∈Rp

inf
~x∈Rn

L(~x,~λ),

et on note ~x0 = ~x(λ0). D'où l'existene et l'uniité de la solution.

Et dans e as, le sup de l'inf est égal à l'inf du sup, voir annexe C.

4 Résolution

4.1 Pénalisation

But : résoudre (3.17) en déouplant le système. On ommene par �pénaliser�.

Soit ε ≥ 0 et on transforme (3.17) en :

(
A BT

B −εI

)

.

(
~xε

~λε

)

=

(
−~α
~c

)

. (4.1)

14



15 4.1. Pénalisation

Proposition 4.1 Si A est une matrie n× n symétrique dé�nie positive, si B une matrie p× n
de rang p, et si ε > 0, alors (4.1) a une unique solution qu'on notera (~xε, ~λε).

Et la solution (~xε, ~λε) (solution de (4.1)) approhe (~x0, ~λ0) (solution de (3.17)) :

{

||~x0 − ~xε||Rn = O(
√
ε),

||~λ− ~λε||Rp = O(
√
ε).

(4.2)

Et le problème pénalisé (4.1) donne une solution à

√
ε-près de (3.17).

Preuve. On réérit (4.1) sous la forme :

(
A BT

−B εI

)

.

(
~xε

−~λε
)

=

(
−~α
−~c

)

.

Et la matrie

(
A BT

−B εI

)

est dé�nie positive (non symétrique) : en e�et, pour tout (~y, ~µ) ∈ R
n+p

:

(

(
A BT

−B εI

)

.

(
~y
~µ

)

,

(
~y
~µ

)

)Rn+p = (

(
A.~y +BT .~µ
−B.~y + ε~µ

)

,

(
~y
~µ

)

)Rn+p = (A.~y, ~y)Rn + ε(~µ, ~µ)Rp

≥ βmin(||~y||2Rn + ||~µ||2
Rp) = βmin||(~y, ~µ)||2Rn+p ,

où βmin = min(αmin, ε), où αmin est la plus petite valeur propre de A. En partiulier ette matrie

arrée est inversible, d'où l'existene et l'uniité de la solution.

Calul de l'erreur. On a A.(~x−~xε) + BT .(~λ−~λε) = 0, don BT .(~λ−~λε) = −A.(~x−~xε). En
partiulier −A.(~x−~xε) ∈ ImBT

. Et BT
est injetive ar B de rang max. Don BT : Rp → ImBT

est bijetive, d'où B−T : ImBT → R
p
est bien dé�nie, d'où (~λ−~λε) = −B−T .A.(~x−~xε) et :

||~λ−~λε||Rp ≤ ||B−T || ||A|| ||~x− ~xε||Rn .

Don si on a (4.2)1, on a (4.2)2.

Montrons (4.2)1. Les systèmes (3.17) et (4.1) équivalent à : pour tous ~y ∈ R
n
et ~µ ∈ R

p
:

{

(A.~x, ~y)Rn + (BT .~λ, ~y)Rn = −(~α, ~y)Rn ,

(B.~x, ~µ)Rp = (~c, ~µ)Rp ,
et

{

(A.~xε, ~y)Rn + (BT .~λε, ~y)Rn = −(~α, ~y)Rn ,

(B.~xε, ~µ)Rp − ε(λε, ~µ)Rp = (~c, ~µ)Rp ,

où (~x,~λ) et (~xε, ~λε) sont les solutions de (3.17) et (4.1) D'où, pour tous ~y ∈ R
n
et ~µ ∈ R

p
:

{

(A.(~x−~xε), ~y)Rn + (BT .(~λ−~λε), ~y)Rn = 0,

(B.(~x−~xε), ~µ)Rp − ε(~λ−~λε, ~µ)Rp = −ε(~λ, ~µ)Rp .

En partiulier on prend ~y = ~x−~xε et ~µ = ~λ−~λε, et on obtient en soustrayant les deux équations :

(A.(~x−~xε), ~x−~xε)Rn + ε(~λ−~λε, ~λ−~λε)Rp = ε(~λ,~λ−~λε)Rp .

Par Cauhy�Shwarz, on déduit que, notant αmin la plus petite valeur propre de A :

αmin||~x−~xε||2Rn + ε||~λ−~λε||2
Rp ≤ ε||~λ||Rp ||~λ−~λε||Rp ,

et ave l'inégalité générique �ab ≤ a2

2 + b2

2 �, on obtient :

αmin||~x−~xε||2Rn +
ε

2
||~λ−~λε||2

Rp ≤ ε

2
||~λ||2

Rp .

En partiulier αmin||~x−~xε||2Rn ≤ ε
2 ||~λ||2Rp . D'où ||~x−~xε||2

Rn =
||~λ||2

Rp

αmin2
ε = O(ε), i.e. (4.2)1.

Remarque 4.2 Malheureusement, la matrie dans (4.1) est mal onditionnée en générale quand

ε est �petit�. On transformera (4.1) pour obtenir la méthode du lagrangien augmenté, voir para-

graphe 4.3.
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16 4.2. Présentation de la méthode de résolution itérative d'Uzawa

4.2 Présentation de la méthode de résolution itérative d'Uzawa

4.2.1 Présentation

On veut résoudre le système (3.17) en le déouplant. Ce système s'érit : trouver (~x,~λ) t.q. :

{

A.~x+BT .~λ = −~α,
B~x = ~c,

(4.3)

Le problème est que dans (4.3)2 il manque de l'information sur

~λ. On remplae e problème par le

problème pénalisé (4.1) :

{

A.~xε +BT .~λε = −~α,
B~xε − ε~λ = ~c.

(4.4)

Pour déoupler e problème et le résoudre séquentiellement, on essaie d'appliquer la méthode

du point �xe : on suppose onnu une approximation (~xn, λn), et on herhe une meilleure approxi-

mation (~xn+1, ~λn+1).

En partiulier, onnaissant

~λn, on va aluler ~xn+1
à l'aide de (4.4)1 sous la forme :

A.~xn+1 = −BT .~λn − ~α. (4.5)

Puis onnaissant ~xn+1
on utilise (4.4)2 pour aluler

~λn+1
:

~λn+1 =
B.~xn+1 − ~c

ε
. (4.6)

À partir de (~xn, λn), on a obtenu (~xn+1, ~λn+1). Et on itère le proédé.

Malheureusement, l'erreur sur

~λn+1
est mal ontr�lée à ause de la division par ε.

4.2.2 Première amélioration

Plut�t que de onsidérer (4.6) ave la division par ε, on préfère aluler la di�érene ∆~λ =
~λn+1 − ~λn en fontion de ∆~x = ~xn+1 − ~xn (où xn+1

est donné par (4.5)). Remarque : si on avait :

B.~xn+1 − ε~λn+1 = ~c et B.~xn − ε~λn = ~c, (4.7)

alors par di�érene on obtiendrait :

~λn+1 − ~λn =
B.(~xn+1 − ~xn)

ε
. (4.8)

Et on �espère� que ∆~λ est de l'ordre de ε...
Puis on remarque que pour initialiser le alul, on a besoin uniquement de

~λ0, et pas de ~x0, e
pour aluler ~x1 à l'aide de (4.5), puis pour aluler

~λ1 à l'aide de (4.8).

On peut don prendre un ~x0 quelonque (qu'on a pas besoin de donner), en partiulier un ~x0

tel que :

B.~x0 = ~c, (4.9)

qui orrespond à une solution exate, et alors pour la première itération ave don n = 0 et

n+1 = 1, (4.8) donne :

~λ1 − ~λ0 =
B.~x1 − ~c

ε
.

Et on onserve e shéma pour les itérations suivantes :

~λn+1 − ~λn =
B.~xn+1 − ~c

ε
. (4.10)

16



17 4.3. Lagrangien augmenté

4.2.3 Algorithme

D'où l'algorithme :

1. Initialisation : on se donne un

~λ0 et un ρ0 = 1
ε0
>> 1.

2. Boule pour n = 0, ....

* Trouver ~xn+1
solution de (4.5), i.e. :

A.~xn+1 = −BT .~λn − ~α. (4.11)

(Résolution par exemple à l'aide de la méthode du gradient onjugué.)

* Calul de

~λn+1
à l'aide de (4.10), i.e. :

~λn+1 = ~λn + ρn(B.~xn+1 − ~c), (4.12)

puis on se donne un ρn+1 >> 1 (hoix dité par la onvergene requise, voir � suivant).

* Arrêt si ||~λn+1 − ~λn|| est su�samment petit, sinon on boule.

(Il reste à hoisir les ρn = 1
εn
, voir plus loin théorème 4.6.)

4.3 Lagrangien augmenté

Pour améliorer le onditionnement de la matrie

(
A BT

B −εI

)

dans (4.1), et pour pourvoir

hoisir un ρn = 1
εn

�optimal� à haque étape, on utilise la méthode du lagrangien augmenté.

On rappelle que le lagrangien est donné par :

L(~x,~λ) = f(~x) + (~λ,~g(~x))Rp . (4.13)

On introduit le Lagrangien augmenté : pour r >> 1 (qu'on prendra �assez grand�),

Lr(~x,~λ) = L(~x,~λ) + r

2
||~g(~x)||2

Rp . (4.14)

Comme on doit satisfaire la ontrainte g(~x) = 0, on a pas hangé le problème mathématique.

Remarque 4.3 Par ontre on a hangé le onditionnement de la matrie à inverser, e qui hange

le problème numérique : d'un problème non inversible numériquement (matrie mal onditionnée),

on va passer à un problème inversible numériquement (matrie su�samment bien onditionnée).

Ii un hoix de r assez grand permettra de �ompenser� ε petit (voir théorème 4.6).

Don, ayant f(~x) = 1
2 (A.~x, ~x)Rn + (~α, ~x)Rn + cf et g(x) = B.~x− ~c :

Lr(~x,~λ) =
1

2
(A.~x, ~x)Rn + (~α, ~x)Rn + (~λ,B.~x− ~c)Rp +

r

2
(B.~x − ~c,B.~x− ~c)2

Rp

=
1

2
(A.~x+ rBT .B.~x, ~x)Rn + (~α+BT .~λ− rBT .~c, ~x)Rn − (~λ,~c)Rp +

r

2
||~c||2.

(4.15)

(voir exerie 4.5.) On pose alors :

Ar = A+ rBT .B, (4.16)

matrie symétrique dé�nie positive dès que A l'est, et (4.15) donne :







∂Lr

∂~x
(~x,~λ) = Ar.~x+BT .~λ+ ~α− rBT .~c,

∂Lr

∂~λ
(~x,~λ) = B.~x− ~c.

Un extremum de Lr satisfait à
∂Lr

∂~x
(~x,~λ) = ~0 et à

∂Lr

∂~λ
(~x,~λ) = 0, et la reherhe d'un extremum

de Lr s'érit don : {

Ar.~x+BT .~λ = −~α+ rBT .~c,

B.~x = ~c,
(4.17)

à omparer ave (4.3).

Sous forme matriielle, le problème s'érit : trouver (~x,~λ) t.q. :
(
Ar BT

B 0

)

.

(
~x
~λ

)

=

(
−~α+ rBT .~c

~c

)

. (4.18)
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18 4.4. Lagrangien augmenté pénalisé : résolution itérative d'Uzawa

Proposition 4.4 Si (~xr , ~λr) est solution de (4.18) (extremum du lagrangien augmenté (4.14)),

alors si (~x,~λ) est solution de (3.17) (extremum du lagrangien (4.13)), on a (~xr, ~λr) = (~x,~λ). (Voir
remarque 4.3.)

Preuve. La solution de (4.17) s'érit A.~xr + rBT .B.~xr + BT .~λr = −~α+ rBT .~c ave B.~xr = ~c, et

don A.~xr +BT .~λr = −~α ave B.~xr = ~c. Don (~xr, ~λr) est solution de (4.13).

La solution de (3.17) s'érit A.~x + BT .~λ = −~α ave B.~x = ~c, don ave BT .B.~x = BT .~c, et

don A.~xr + rBT .B.~xr +BT .~λr = −~α+ rBT .~c ave B.~x = ~c. Don (~x,~λ) est solution de (4.18).

Exerie 4.5 Montrer que la fontion :

ϕ : ~x ∈ R
n → ϕ(~x) =

1

2
||B.~x− ~c||2

Rp ∈ R

est di�érentiable en tout ~x ∈ R
n
et que :

~∇ϕ(~x) = BT .B.~x−BT .~c.

Réponse. On a ϕ(~x) = 1
2
(B.~x−~c,B.~x−~c)Rp = 1

2
(B.~x, B.~x)Rp − (B.~x,~c)Rp + 1

2
||~c||2Rp , fontion quadratique

don C∞
. Posons ϕ1(~x) = (B.~x,~c)Rp = (BT .~c, ~x)Rn

. On a ϕ1(~x + h~v) − ϕ1(~x) = hϕ1(~v) = h(B.~v,~c)Rp =
h(~∇ϕ1(~x), ~v)Rp + o(h), d'où ~∇ϕ1(~x) = BT .~c (la fontion ϕ1 est linéaire).

Posons ϕ2(~x) =
1
2
(B.~x,B.~x)Rp

. La fontion ϕ2 est quadratique, et

ϕ2(~x+ h~v)− ϕ2(~x) =
1

2
h(B.~v,B.~x)Rp +

1

2
h(B.~x,B.~v)Rp +

1

2
h
2(B.~v,B.~v)Rp = h(BT

.B.~x,~v)Rn + o(h).

D'où

~∇ϕ2(~x) = BT .B.~x.

4.4 Lagrangien augmenté pénalisé : résolution itérative d'Uzawa

Pour appliquer la méthode d'Uzawa à e nouveau problème, on pénalise (4.17) : trouver (~xε, ~λε)
t.q. :

{

Ar.~x
ε +BT .~λε = −~α+ rBT .~c,

B.~xε − ε~λε = ~c,
(4.19)

où Ar est donnée par (4.16), i.e. :

(
Ar BT

B −εI

)

.

(
~xε

~λε

)

=

(
−~α+ rBT .~c

~c

)

, (4.20)

à omparer ave (4.1).

On applique le shéma donné par (4.11) et (4.12) où on utilise le lagrangien augmenté, i.e., si

on onnaît

~λn alors on alule ~xn+1
à l'aide de :

Ar.~x
n+1 +BT .~λn = −~α+ rBT .~c, (4.21)

puis onnaissant ~xn+1
on alule

~λn+1
à l'aide de :

~λn+1 = ~λn + ρn(B.~xn+1 − ~c) (où ρn =
1

εn
). (4.22)

Algorithme :

1. Initialisation : on se donne un

~λ0 et un ρ0 = 1
ε0
>> 1 (petit).

2. Boule :

* Pour

~λn donné, trouver ~xn+1
solution de (4.21). Solution alulée par exemple à l'aide

de la méthode du gradient onjugué.

* Pour ρn = 1
εn

donné, alul de

~λn+1
à l'aide de (4.22). Puis on se donne un ρn+1

.

* Arrêt si ||~λn+1 − ~λn|| est su�samment petit, sinon retour à l'étape 2.
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4.5 Lagrangien augmenté pénalisé : onvergene du shéma d'Uzawa

Théorème 4.6 On suppose que la matrie A de taille n× n est symétrique dé�nie positive et la

matrie B de taille p× n est de rang p. Et soit deux réels r > 0 et ρ̃ > 0.
Si la suite (ρn)n∈N de l'algorithme du paragraphe préédent 4.4 est stritement positive et telle

que, pour tout n :

ρ̃ < ρn < 2r, (4.23)

alors les suites (~xn)n∈N∗
et (~λn)n∈N solutions du shéma (4.21)�(4.22) onvergent vers la solu-

tion (~x,~λ) de (4.3).

Preuve. La solution de (4.17) véri�e B~x− ~c = ~0, et don (4.17) équivaut à :

{

Ar.~x+BT . ~λ = −~α+ rBT .~c,

~λ = ~λ+ ρn(B.~x− ~c).

Et la solution du shéma d'Uzawa (4.21)�(4.22) véri�e (ave

~λn onnu) :

{

Ar.~x
n+1 +BT . ~λn = −~α+ rBT .~c,

~λn+1 = ~λn + ρn(B.~xn+1 − ~c).
(4.24)

On pose ∆~xn = ~xn − ~x et ∆~λn = ~λn − ~λ les erreurs au pas n. On obtient (par soustration) :

{

Ar.∆~x
n+1 +BT . ∆~λn = ~0,

∆~λn+1 = ∆~λn + ρn(B.∆~xn+1).
(4.25)

(4.25)2 donne :

||∆~λn+1||2 = ||∆~λn||2 + 2ρn(∆~λn, B.∆~xn+1) + (ρn)2||B.∆~xn+1||2. (4.26)

Et (∆~λn, B.∆~xn+1) est donné à l'aide de (4.25)1, sahant Ar = A+ rBT .B :

(A.∆~xn+1,∆~xn+1) + r(BT .B.∆~xn+1,∆~xn+1) + (BT .∆~λn,∆~xn+1) = 0,

soit :

(∆~λn, B.∆~xn+1) = −(A.∆~xn+1,∆~xn+1)− r(B.∆~xn+1 , B.∆~xn+1),

e qui reporté dans (4.26) donne :

||∆~λn+1||2 − ||∆~λn||2 = −2ρn(A.∆~xn+1,∆~xn+1)− ρn(2r − ρn)||B.∆~xn+1||2. (4.27)

Si on prend 2r−ρn > 0, alors la suite (||∆~λn||)N est déroissante, et omme ette suite est positive,

elle est minorée par 0 et est don onvergente. Et la suite (||∆~λn+1||)N est don onvergente vers

la même limite, et don ||∆~λn||2 − ||∆~λn+1||2 → 0.
Don le membre de droite de (4.27) tend vers 0, et les deux termes étant négatifs (ar A

est dé�nie positive), on a ∆~xn+1 → ~0 (ar A est dé�nie positive et (A.∆~xn+1,∆~xn+1) ≥ 0). Et

de (4.25)1 on déduit que ∆~λn → 0 (en multipliant au préalable par BT
puisque BT .B matrie

p× p est inversible ar B de rang maximum p). D'où la onvergene du shéma.

Remarque 4.7 Le shéma onverge également dans le as r = 0 : dans l'équation (4.27) on veut

||∆~λn||2 − ||∆~λn+1||2 > 0, i.e., ave ρn > 0, 2 + (2r − ρn)
||B.~v||2

Rp

(A.~v,~v)Rn
> 0 pour tout ~v. On pose :

β2 = max
~v∈Rn

||B.~v||2
Rp

(A.~v,~v)Rn

(= max
~v∈Rn

||B.~v||2
Rp

||~v||2A
), (4.28)

i.e. β2
est la plus grande valeur propre de la matrie C = A−1.BT .B (voir exerie suivant 4.8).

On a don onvergene dès que :

ρ̃ < ρn < 2(r +
1

β2
). (4.29)

Comme β2
peut être très grand, prendre r = 0 imposerait de prendre ρn très petit, et la onvergene

de l'algorithme est alors très lente. La matrie C = A−1.BT .B sera très utilisée dans la suite, bien

que ette matrie n× n ne soit pas inversible (quand n > p puisque B n'est alors pas injetive).
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20 4.6. Choix de ρn

Exerie 4.8 Montrer que pour A symétrique dé�nie positive, le réel γ = max~v∈Rn
||B.~v||2

Rp

(A.~v,~v)Rn
est

la plus grande valeur propre de la matrie C = A−1BT .B. Montrer que toutes les valeurs propres

de A−1BT .B sont ≥ 0.
N.B. : 0 est toujours valeur propre de C quand p < n, ar B n'est pas injetive dans e as.

Réponse. 1ère méthode. (Voir polyopié �valeurs propres généralisées�.) Une valeur propre de la matrie

A−1BT .B est un réel µ tel qu'il existe un veteur ~v 6= 0 véri�ant A−1BT .B.~v = µ~v, don tel que BT .B.~v =
µA.~v. C'est un problème de valeurs propres généralisées (A étant une matrie symétrique dé�nie positive) ;

la matrie BT .B étant symétrique, elle est A-diagonalisable (voir 3ème méthode). On note γ la plus grande

des valeurs propres, et γ véri�e γ = max~v∈Rn
(BT .B.~v,~v)2

Rp

(A.~v,~v)Rn
(quotient de Rayleigh). Et les valeurs propres µ

sont positives ar, ave ~v veteur propre assoié à µ, on a 0 ≤ ||B.~v||2Rn = (BT .B.~v,~v)Rn = µ(A.~v,~v)Rn
,

ave (A.~v,~v)Rn > 0 puisque A est dé�nie positive.

2ème méthode. Si on ne onnaît pas e résultat sur les valeurs propres généralisées, on se ramène

à un problème de valeurs propres lassique à l'aide de la déomposition de Cholewski A = L.LT
, on

posant de plus LT .~v = ~w : le problème A−1BT .B.~v = µ~v s'érit alors L−1.BT .B.L−T . ~w = µ~w, soit

M.~w = µ~w, où M = L−1.BT .B.L−T
, ave M trivialement symétrique, don diagonalisable. De plus M

est positive ar (M.~w, ~w)Rn = ||B.L−T . ~w||2R ≥ 0. On note γ la plus grande valeur propre de M . Don

γ = sup~w
(M.~w,~w)Rn

||~w||2
Rn

= sup~w
(B.L−T . ~w,B.L−T . ~w)Rn

||~w||2
Rn

= sup~v
(B.~v,~v)Rn

(LT .~v,LT .~v)Rn
= sup~v

(B.~v,~v)Rn
(A.~v,~v)Rn

omme annoné.

3ème méthode. Variante de la 1ère méthode (problème de valeurs propres généralisées). Notons, pour

~v, ~w ∈ R
n
:

(~v, ~w)A = (A.~v, ~w)Rn .

(·, ·)A est un produit salaire ar A est une matrie symétrique dé�nie positive. Et pour ~v ∈ R
n
on a :

||B.~v||2Rp = (B.~v,B.~v)Rp = (BT
.B.~v,~v)Rn = (A.A

−1
.B

T
.B.~v,~v)Rn = (A−1

.B
T
.B.~v,~v)A = (C.~v,~v)A.

Don

||B.~v||2Rp

(A.~v,~v)Rn
=

(C.~v,~v)2A
||~v||2A

. De plus la matrie C est (·, ·)A-adjointe (i.e. est �symétrique relativement

au produit salaire A�), i.e. (C.~v, ~w)A = (~v, C.~w)A pour tout ~v, ~w ∈ R
n
. En e�et :

(C.~v, ~w)A = (BT
.B.~v, ~w)Rn = (~v,BT

.B.~w)Rn = (~v, C.~w)A.

Don C est diagonalisable relativement au produit salaire (·, ·)A, et la plus grande valeur propre de C est

donnée par γ = max~v∈Rn
(C.~v,~v)2A
||~v||2

A

= max~v∈Rn
||B.~v||2A
||~v||2

A

omme indiqué.

Remarque 4.9 β2
est aussi la plus grande valeur propre de la matrie symétrique A− 1

2 .BT .B.A− 1
2

En e�et, A étant symétrique dé�nie positive, on a, posant ~w =
√
A.~v :

β2 = max~w∈Rn
(B.A

− 1
2 . ~w,B.A

− 1
2 . ~w)

(~w,~w)Rn
= max~w∈Rn

(A− 1
2 .BT .B.A

− 1
2 . ~w,~w)

(~w,~w)Rn
.

Et β2
est le max du quotient de rayleigh

(M.~v,~v)
||~v||2 pour la matrie symétriqueM = A− 1

2 .BT .B.A− 1
2
,

i.e. β2
est la plus grande valeur propre de ette matrie M .

On a don A− 1
2 .BT .B.A− 1

2 . ~w = µ~w pour ~w veteur propre assoié à µ. En multipliant par A− 1
2

et posant ~v = A− 1
2 . ~w on a A−1.BT .B.~v = µ~v, don A−1.BT .B est diagonalisable et a mêmes valeurs

propres que M , d'où β2
est aussi la plus grande valeur propre de A−1.BT .B.

Remarque 4.10 Ave (4.24) aux pas n et n+1 :

{

Ar.(~x
n+1 − ~xn) +BT .(~λn − ~λn−1) = 0

~λn − ~λn−1 = ρn−1(B.~xn − ~c).

Quitte à hanger d'origine, on prend ~c = ~0. D'où :

~xn+1 = ~xn − ρn−1Cr .~x
n

où Cr = A−1
r .BT .B.

4.6 Choix de ρn

Proposition 4.11 1- Si on prend r = 0 (lagrangien non augmenté) et ρn = ρ0 pour tout n (shéma

à pas ρn onstant), le hoix optimal pour ρn = ρ0 est donné par :

ρ0 =
2

αm + αM

(as r = 0), (4.30)

où αm désigne la valeur propre minimale non nulle et αM la valeur propre maximale de la matrie

C = A−1.BT .B. Le taux de onvergene de la méthode est alors τ =
1− αm

αM

1+ αm
αM

.
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21 4.6. Choix de ρn

2- Pour r 6= 0 et :

ρn = ρ0 = r (as r > 0), (4.31)

(hoix lassique), le taux de onvergene de la méthode est τ = 1
1+rαm

. En partiulier, si on hoisit

r = 1
αm

, alors τ ≤ 1
2 .

Preuve. Quitte à hanger d'origine, on prend ~c = ~0.
Dans l'algorithme d'Uzawa (4.21)-(4.22) on a :

~xn+1 = −A−1
r .BT .~λn −A−1

r ~α,

d'où ∆~xn+1 = −A−1
r .BT .∆~λn, d'où, ave (4.25)2 :

∆~λn+1 = ∆~λn − ρnB.A−1
r .BT .∆~λn.

On pose :

~µn = A−1.BT .∆~λn. (4.32)

L'égalité préédente s'érit :

~µn+1 = ~µn − ρnA−1.BT .B.A−1
r .A.~µn

= (I − ρnC.A−1
r .A).~µn

où C = A−1.BT .B.

Et A−1
r = (A+ rBT .B)−1 = (A(I + rA−1.BT .B))−1 = (I + rC)−1.A−1

, et don :

~µn+1 = (I − ρnC.(I + rC)−1).~µn. (4.33)

Notons ii R
N = R

n
, où don N la dimension de l'espae, pour ne pas onfondre ave l'itéra-

tion n. Soit une base (~wi)i=1,...,N de veteurs propres de la matrie C = A−1.BT .B assoiées aux

valeurs propres αi (voir remarque 4.7) : pour tout i = 1, ..., N .

C.~wi = αi ~wi (4.34)

On déompose ~µn
sur la base (~wi)i=1,...,N :

~µ =
N∑

i=1

µi ~wi, C.~µ =
N∑

i=1

αiµi ~wi, (I + rC).~µ =
N∑

i=1

(1 + rαi)µi ~wi.

Composante par omposante sur la base (~wi), (4.33) donne :






µn+1
i = (1− ρnαi

1 + rαi

)µn
i = (

1 + (r − ρn)αi

1 + rαi

)µn
i , si αi 6= 0,

µn+1
i = 0, si αi = 0.

(4.35)

On veut la déroissane la plus rapide pour la suite (~µn), i.e on veut maxi |(1+(r−ρn)λi

1+rλi
| le plus

petit possible.

Pour les αi = 0, on a déjà onverger (µn+1
i = 0, don ∆λn+1 = 0, ar BT

est injetive ar B
de rang p). On ne s'intéresse don qu'aux omposantes µn+1

i pour i t.q αi 6= 0.
1- En partiulier, si r=0 et ρn = ρ0 pour tout n, alors (4.35) donne µn+1

i = (1 − ρ0αi)µ
n
i

pour tout i et tout n, et maxi |1− ρ0αi| est minimal pour ρ0 = 2
αm+αM

. (Dessiner les graphes des

fontions ρ→ |1− ρλi|.) Et pour ρ0 = 2
αm+αM

, on obtient :

|µn+1
i | ≤

1− αm

αM

1 + αm

αM

|µn
i |;

Et τ =
1− αm

αM

1+ αm
αM

est le taux de onvergene de la méthode.

2- Si r 6= 0 et ρn = r, (4.35) donne µn+1
i = ( 1

1+rαi
)µn

i . En prenant les valeurs absolues, on

obtient τ = 1
1+rαm

.

Remarque 4.12 Quand ρn = r > 0, le taux de onvergene montre qu'il est souhaitable de

prendre r �le plus grand possible�. On ne peut ependant pas prendre r trop grand, le ondi-

tionnement de la matrie Ar = A + rBT .B se détériorant ave r : on peut montrer que

cond(Ar) = r ||B||2

λmin(A) , où ||B|| = sup ||B.~x||Rn
||~x||Rn

est la norme de B et λmin(A) est la plus petite

valeur propre de A.
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22 4.7. Uzawa : 'est un algorithme de gradient

4.7 Uzawa : 'est un algorithme de gradient

Quitte à hanger d'origine, on prend ~c = ~0. Par élimination de ~xn+1
dans (4.21)-(4.22), on

obtient :

~λn+1 − ~λn

ρn
= B.A−1

r .BT .~λn −B.A−1
r .~α. (4.36)

On note :

Ur = B.A−1
r .BT

la matrie d'Uzawa relative à Ar. On onsidère la fontionnelle �duale� (à une onstante près) :

Gr(~λ) = −1

2
~λT .U.~λ+ ~λT .(B.A−1

r .~α),

à omparer ave (3.9)

Et on herhe à maximiser Gr . On a, la matrie B.A−1
r .BT

étant symétrique :

−~∇Gr(~λ) = B.A−1
r .BT .~λ−B.A−1

r .~α,

qui est bien la diretion de desente (ii diretion de montée pour le maximum) hoisie pour trouver

~λn+1
à partir de

~λn dans (4.36).

Don, la méthode d'Uzawa est un algorithme de gradient appliqué à la fontionnelle duale.

A Annexe. Dimensions des noyaux et images

(Voir aussi le polyopié �algèbre linéaire�.)

Une matrie U = [uij ] 1≤i≤m
1≤j≤n

de taille m × n est dite triangulaire supérieure ssi uij = 0 pour

tout i, j t.q. i > j :

U =







∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗ . . . ∗
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 ∗ . . . ∗







où les `*' représentent des éléments éventuellement non nuls.

Une matrie U = [uij ] 1≤i≤m
1≤j≤n

de taille m × n triangulaire supérieure est dit de type éhelon ssi

elle est de la forme :

U =







* * . . . * . . . *

0 * * * . . . *

0 0 0 * . . . *

0 0 . . . 0 * *







i.e. : si ji est l'indie tel que ui,ji est le premier élément non nul de la ligne i, alors pour la ligne

i+1 on a ui+1,j = 0 pour tout j ≤ ij+1. Par exemple, la matrie

(
1 2 3
0 0 2

)

est une matrie

éhelon, et toute matrie triangulaire supérieure est une matrie éhelon.

Soit B la matriem×n représentant l'appliation linéaire B̃ : Rn → R
m
dans des bases données.

On appelle rand de l'appliation linéaire le réel r = rangB =déf dim(ImB̃). Et on appelle rang de

la matrie B e même réel r.

Proposition A.1 Soit B une matrie m × n. Il existe une matrie triangulaire inférieure L de

taille m×m ave des 1 sur la diagonale, il existe une matrie P inversible de tailles m×m (matrie

de permutation des lignes de B), et il existe une matrie triangulaire supérieure éhelon U de taille

m× n telles que :

PB = LU. (A.1)

ave B et U de même rang : rang(B) = rang(U).

Preuve. On applique la tehnique usuelle de la déompostion LU de Gauss pour les matries

arrées.

Et omme L et P sont inversibles, B et U ont même rang.
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Exemple A.2 Exemple pris dans Strang : Linear Algebra and its Appliations. Soit A =



1 3 3 2
2 6 9 5
−1 −3 3 0




. Le premier pivot est 1 6=0, et on �soustrait� la ligne 1 aux autres lignes :

soit E1 =





1 0 0
−2 1 0
1 0 1




, on obtient E1.A =





1 3 3 2
0 0 3 1
0 0 6 2




. On �soustrait� la ligne 2 à la

ligne 3 : soit E2 =





1 0 0
0 1 0
0 −2 1




, on obtient E2.E1.A =





1 3 3 2
0 0 3 1
0 0 0 0



 =noté U . Ii P = I et

L = E−1
1 .E−2

2 =





1 0 0
2 1 0
−1 0 1



 .





1 0 0
0 1 0
0 2 1



 =





1 0 0
2 1 0
−1 2 1




.

Proposition A.3 Soit B une matrie m× n.

(i) rang(B) = rang(BT ) (= r), (A.2)

(ii) Ker(B) = (ImBT )⊥, (A.3)

(iii) R
n = KerB ⊕ ImBT , (A.4)

(iv) dim(KerB) + dim(ImB) = n (i.e. dim(KerB) = n− r). (A.5)

Preuve. Ave (A.1), il s'agit de montrer que rang(U) = rang(UT ) : par onstrution de U , les
r premières lignes de U sont indépendantes (et les m−r dernières lignes sont nulles). Et don

les r premières olonnes de UT
sont indépendantes (et les m−r dernières olonnes sont nulles).

D'où (A.2).

Puis (ImBT )⊥ = {~x ∈ R
n : ∀~λ ∈ R

m, (~x,BT .~λ)m = 0} = {~x ∈ R
n : ∀~λ ∈ R

m, (B.~x,~λ)m =
0} = {~x ∈ R

n : B.~x = 0} = KerB. I.e. (A.3).
D'où (KerB)⊥ = ImBT

, ave R
n = KerB ⊕ (KerB)⊥, d'où R

n = KerB ⊕ ImBT
, i.e. (A.4).

Et don dim(KerB) + dim(ImBT ) = n et don (A.5) à l'aide de (A.2).

Remarque A.4 On rappelle que ImB = Vect{coli(B); i = 1, ..., n} espae vetoriel engendré

par les veteurs olonnes de B. En e�et, B.~x est le veteur =
∑

i xicoli(B). Don ImBT =
Vect{lignei(BT ); i = 1, ..., n}.

Et ~x ∈ KerB ssi B.~x = 0, i.e. ssi ~lignei(B).~x = 0 pour tout i, i.e. ssi ~x est orthogonal à tous

les veteurs ligne onstituant B, i.e. orthogonal à tous les veteurs olonne onstituant BT
, i.e.

orthogonal à ImBT
: 'est (A.3).

B Annexe. Matries similaires et ongruentes

(Voir aussi le polyopié �algèbre linéaire�.)

B.1 Matries similaires

Dé�nition B.1 Deux matries arrées A et B de R
n2

sont similaires ssi il existe une matrie

inversible P ∈ R
n2

telle que :

B = P−1.A.P (B.1)

Dé�nition B.2 La matrie arrée A est dite diagonalisable ssi A est similaire à une matrie

diagonale D = diag(λ1, ..., λn), et on notera alors D = P−1.A.P .

En partiulier, si A est diagonalisable alors A.P = P.D indique que les olonnes de P sont

les veteurs propres assoiés aux valeurs propres qui sont les éléments diagonaux de D. En e�et,

notant ~pj la j-ème olonne de P , l'égalité A.P = P.D est l'identité A.~pj = λj~pj pour tout j.
Calul des valeurs propres : on alule det(A−λI) = P (λ) = le polyn�me aratéristique de la

matrie A, polyn�me de degré n, et on herhe les raines λ de P , i.e. t.q. P (λ) = 0 (on herhe

les λ t.q. la matrie A− λI n'est pas inversible) : on obtient ainsi toutes les valeurs propres λi.

Proposition B.3 Deux matries similaires ont mêmes valeurs propres.

Preuve. det(B − λI) = det(P−1.A.P − λI) = det(P−1(A − λI))P ) = det(P−1) det(A −
λI) det(P ) = det(A− λI).
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B.2 Matries ongruentes et loi d'inertie de Sylvester

Dé�nition B.4 Si A et B sont deux matries n × n, elles sont dits ongruentes ssi il existe une

matrie Z inversible telle que :

B = ZT .A.Z. (B.2)

Dans e as, omme BT = ZT .AT .Z, on a l'équivalene A symétrique ⇔ B symétrique.

Remarque B.5 Les matries ongruentes sont utilisées pour les fontions quadratiques ou les

formes bilinéaires symétriques, alors que les matries similaires sont utilisées pour les endomor-

phismes.

Remarque B.6 Utilisation ourante de la ongruene : si on onsidère le hangement de variables

~x → ~y = Z−1.~x, alors la forme quadratique Φ : ~x → Φ(~x) = (A.~x, ~x)Rn
de matrie A devient

la forme quadratique Ψ : ~y → (A.Z.~y, Z.~y)Rn = (ZT .A.Z.~y, ~y)Rn = (B.~y, ~y)Rn
de matrie B

ongruente à A.

Proposition B.7 (Loi d'inertie de Sylvester.) Deux matries symétriques ongruentes ont même

signature, i.e. ont même nombre de valeurs propres stritement positives, stritement négatives et

nulles.

Preuve. Soit A et B deux matries ongruentes. Il existe don Z inversible t.q. B = ZT .A.Z.
On onsidère la déomposition QR de Z, soit Z = QR, ave QT = Q−1

(matrie orthogonale)

et R matrie triangulaire supérieure (Right triangular matrix) de diagonale stritement positive

(proédé d'orthogonalisation de Gram�Shmidt à partir des olonnes de Z qui forment une base

ar Z est inversible).

Pour t ∈ [0, 1], la matrie (1−t)R+ tI (baryentre de R et I) est inversible ar est triangulaire
supérieure à diagonale stritement positive (immédiat).

On pose Z(t) = Q.((1−t)R+ tI) pour t ∈ [0, 1], qui est don inversible pour t ∈ [0, 1] (produit
de deux matries inversibles). On a Z(0) = Q.R = Z et Z(1) = Q.

Notons B(t) = ZT (t).A.Z(t). Don B(0) = ZT .A.Z = B, et B(1) = QT .A.Q = Q−1.A.Q est

similaire à A, don a mêmes valeurs propres que A.
Z est une fontion a�ne, don ontinue (pour la norme matriielle).

Don B est une fontion quadratique, don ontinue (pour la norme matriielle).

Don, pour λ �xé, t→ det(B(t)− λI) est une fontion ontinue.

Comme B(t) est symétrique pour tout t, B(t) est diagonalisable.
Si A est inversible, alors, pour t ∈ [0, 1], B(t) est inversible et n'a don auune valeur propre

nulle. Don, pour t ∈ [0, 1], par ontinuité de B, B(t) a même signature que B(0) = B (sinon il

existerait t t.q. 0 est valeur propre de B(t), et alors B(t) n'est pas inversible). En partiulier B(1)
a même signature que B. Et omme B(1) est similaire à A, B(1) à la même signature que A, f.
proposition B.3. Don B à même signature que A.

Si A n'est pas inversible, on onsidère A+ εI qui a pour valeurs propres les λi+ε où les λi sont
les valeurs propres de A. Et A+ εI est inversible pour ε > 0 su�samment petit, et on applique le

raisonnement préédent, puis on fait tendre ε vers 0.

Remarque B.8 Autre preuve (toujours dans le as A symétrique et don B symétrique). On pose

λ1 ≤ ... ≤ λn les valeurs propres de A et µ1 ≤ ... ≤ µn elles de B. Supposons λk > 0.

Le quotient de Rayleigh RA(~v) =
(A.~v,~v)Rn
(~v,~v)Rn

de A donne λk = sup
V :dimV=k

min
~v∈V

RA(~v). Et ave Z

inversible, on a

(A.~v,~v)Rn
(~v,~v)Rn

= (A.Z.~w,Z.~w)Rn
(Z.~w,Z.~w)Rn

= (ZT .A.Z. ~w,~w)Rn
(~w,~w)Rn

(~w,~w)Rn
(Z.~w,Z.~w)Rn

≤ (B.~w,~w)Rn
(~w,~w)Rn

1
α
, où α > 0 est

la plus petite valeur propre de ZT .Z (omme ZT .Z est une matrie symétrique dé�nie positive,

elle est diagonalisable de plus petite valeur propre α > 0). D'où λk ≤ µk
1
α
, et µk est ≥ 0.

D'où B a au moins autant de valeurs propres positives que A. En inversant les r�les de A et B,
on déduit que A a autant de valeurs propres positives que B. Puis en onsidérant −A et −B, on
déduit que A a autant de valeurs propres négatives que B. D'où le résultat.

Corollaire B.9 Si A est une matrie symétrique, si A = L.C.LT
est sa déomposition de Cholesky,

ave L matrie triangulaire inférieure ave des 1 sur la diagonale et C matrie diagonale ontenant

les pivots, alors il y a autant de pivots stritement positifs, stritement négatifs et nuls qu'il y a

de valeurs propres stritement positives, stritement négatives et nulles.
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Preuve. A étant symétrique, on peut hoisir une déomposition diagonale A = P.D.P−1
où

P−1 = PT
. Don A est ongruente à D. Et A = L.C.LT

est ongruente à C. D'où C est ongruente

à D ar C = (L−1.P ).D.(P−1.L−T ) ave (L−1.P )T = PT .L−T = P−1.L−T
. Et on applique loi

d'inertie de Sylvester.

Exerie B.10 Montrer que si A est B sont deux matries symétriques ongruentes, B = ZT .A.Z
ave Z inversible, alors leurs matries diagonales des valeurs propres sont ongruentes. I.e. si

{

D = P−1.A.P, D = diag(λ1, ..., λn), P−1 = PT ,

E = Q−1.B.Q, E = diag(µ1, ..., µn), Q−1 = QT ,
(B.3)

alors :

B = ZT .A.Z ⇐⇒ E = Y T .D.Y, (B.4)

où Y = PT .Z.Q est inversible.

Réponse. On a (Q.E.Q−1) = ZT .(P.D.P−1).Z, d'où E = (Q−1.ZT .P ).D.(P−1.Z.Q) et (Q−1.ZT .P )T =

P T .Z.(Q−1)T = P−1.Z.Q.

Exerie B.11 Démonstration simple de : si D et E sont deux matries diagonales ongruentes

et si D est une matrie dé�nie positive, alors E est dé�nie positive.

Réponse. On a E = Y T .D.Y ave Y inversible. Don (E.~v,~v)Rn = (D.Y.~v, Y.~v)Rn
. Ordonnons les valeurs

propres de E : µ1 ≤ . . . ≤ µn, et quitte à réordonner la base anonique de R
n
, on a E = diag(µ1, ..., µn).

D'où :

µ1 = (E.~e1, ~e1)R
n = (D.Y.~e1, Y.~e1)Rn = (D.~y1, ~y1) =

n
∑

i=1

λiy
2
i1,

où ~y1 dénote la première olonne de la matrie Y , et où Y = [yij ]. On en déduit que si tous les λi sont > 0

alors µ1 > 0 et don tous les µi sont > 0.

Exerie B.12 Soit y11 ∈ R
∗
, Yn matrie n× n inversible, ~c2 ∈ R

n
et Y =

(
y11 0
~c2 Yn

)

. Montrer

par réurrene : si E et D sont diagonales t.q. E = Y T .D.Y , alors E et D ont la même signature.

Réponse. Notant D =

(

λ1 0
0 Dn

)

ave Dn matrie diagonale :

Y
T
.D.Y =

(

y11 ~cT2
0 Y T

n

)

.

(

λ1y11 0
Dn~c2 Dn.Yn

)

=

(

λ1y
2
11 + ~cT2 .Dn.~c2 ~cT2 .Dn.Yn

Y T
n .Dn.~c2 Y T

n .Dn.Yn

)

.

Notant E =

(

µ1 0
0 En

)

, de E = Y T .D.Y on déduit que :

µ1 = λ1y
2
11 + ~c

T
2 .Dn.~c2, Y

T
n .Dn.~c2 = 0, En = Y

T
n .Dn.Yn.

DonDn.~c2 = 0 (ar Yn est inversible), d'où µ1 = λ1y
2
11 et µ1 et λ1 ont même signe, et on a En = Y T

n .Dn.Yn,

et on applique l'hypothèse de réurrene.

C Annexe. Point selle

C.1 Dé�nition

On onsidère une fontion M : X × Λ → R où X et Λ sont deux espaes vetoriels.

Dé�nition C.1 Un point (x, λ) ∈ X × Λ est un point-selle de la fontion M ssi :

inf
y∈X

M(y, λ) = M(x, λ) = sup
µ∈Λ

M(x, µ), (C.1)

i.e. au point (x, λ), M(x, λ) est �min en x� et est �max en λ�.

Exemple C.2 La fontion M(y, µ) = y2 −µ2
a pour point selle le point (0, 0). Faire un dessin.
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26 C.2. �sup inf ≤ inf sup�

Notons, pour µ ∈ Λ et pour y ∈ X :

F (y)
déf

= sup
µ∈Λ

M(y, µ) et G(µ)
déf

= inf
y∈X

M(y, µ). (C.2)

Alors (x, λ) est un point-selle de M ssi :

G(λ) = F (x) (= M(x, λ)). (C.3)

Dé�nition C.3 La fontion G est appelée la fontion duale de la fontion F .

Proposition C.4 Si M ∈ C1(X × Λ;R) admet un point selle, alors pour µ ∈ Λ, on a :

G(µ) = M(y(µ), µ) pour y(µ) véri�ant
∂M
∂x

(y(µ), µ) = 0,

et pour y ∈ X , on a :

F (y) = M(y, µ(y)) pour µ(y) véri�ant
∂M
∂λ

(y, µ(y)) = 0.

Preuve. A µ �xé, l'inf en y de M(y, µ) est atteint en un point y =noté y(µ) t.q. ∂M
∂x

(y, µ) = 0.
Même démarhe pour F .

Exemple C.5 On prend X = R
n
, Λ = R

p
, M = L (lagrangien) où :

L(~y, ~µ) = 1

2
~yT .A.~y + ~αT .~y + ~µT .(B.~y − ~c),

où A est une matrie n× n symétrique dé�nie positive et B une matrie p× n de rang p, ~α ∈ R
n

et ~c ∈ R
p
. Don L est quadratique en ~y et linéaire en ~µ.

Soit ~µ ∈ R
p
donné. On a G(~µ) = L(~z, ~µ) en un point ~z véri�ant ∂L

∂~x
(~z, ~µ) = ~0 = A.~z+BT .~µ− ~α.

Soit ~y ∈ R
n
donné. On a F (~y) = L(~y, ~ν) en un point ~ν véri�ant

∂L

∂~λ
(~y, ~ν) = ~c = B.~y.

Don s'il y a un point selle (~x,~λ) e point selle doit véri�er :
{

A.~x+BT .~λ = −~α,
B.~x = ~c.

Comme A est symétrique dé�nie positive et B est de rang p, e système a une unique solution,

'est notre point selle.

Calul deG :

∂L
∂~x

(~y, ~ν) = 0 donne on a ~y = −A−1.BT .~µ−A−1.~α, et donG(~µ) = L(−A−1.BT .~µ−
A−1.~α, ~µ), d'où G donnée par (3.9), fontion quadratique onave sur R

p
.

Calul de F :

∂L

∂~λ
(~y, ~ν) = ~c = B.~y, et don F (~y) n'est réel (n'est pas in�ni) qu'aux points ~y

dans l'espae a�ne ~c+KerB :

F (~y) =
1

2
~yT .A.~y pour les ~y t.q. B.~y = ~c, (C.4)

omme en (2.11).

C.2 �sup inf ≤ inf sup�

On se plae dans R̄ pour ne pas exlure ±∞.

Proposition C.6 (�sup inf ≤ inf sup�). Dans R̄, quelle que soit la fontion M : X × Λ → R, on a

toujours :

∀x ∈ X, ∀λ ∈ Λ, inf
y∈X

M(y, λ) ≤ sup
µ∈Λ

M(x, µ), (C.5)

i.e. on a toujours �sup inf ≤ inf sup� :

sup
µ∈Λ

inf
y∈X

M(y, µ) ≤ inf
y∈X

sup
µ∈Λ

M(y, µ). (C.6)

Ou enore, on a toujours :

∀x ∈ X, ∀λ ∈ Λ, G(λ) ≤ F (x), (C.7)

i.e. on a toujours :

sup
µ∈Λ

G(µ) ≤ inf
y∈X

F (y). (C.8)
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27 C.3. L'inf-sup

Preuve. Pour (x, λ) donné, on a L(x, λ) ≥ inf
y
L(y, λ) = G(λ) et L(x, λ) ≤ sup

µ
L(x, µ) = F (x),

d'où G(λ) ≤ F (x), e pour tout (x, λ) ∈ X × Λ, i.e. (C.7). D'où les autres relations.

Remarque C.7 Autre rédation de la preuve pour démontrer diretement (C.6) : il s'agit de

montrer que :

sup
µ∈Λ

( inf
y∈X

M(y, µ)) ≤ inf
z∈X

(sup
ν∈Λ

M(z, ν)) dans R̄.

Par dé�nition du sup et de l'inf, e sera vrai si :

∀µ ∈ Λ, ∀z ∈ X, inf
y∈X

M(y, µ) ≤ sup
ν∈Λ

M(z, ν). (C.9)

Mais pas dé�nition de l'inf et du sup, pour tout µ ∈ Λ et z ∈ X , on sait que :

inf
y∈X

M(y, µ) ≤ M(z, µ) et M(z, µ) ≤ sup
ν∈Λ

M(z, ν).

D'où (C.9).

Exemple C.8 Soit M(y, µ) = y2 − µ2
. On pose alors G(µ) = infy∈R M(y, µ) et F (y) =

supµ∈R
M(y, µ). On a immédiatement :

G(µ) = −µ2, F (y) = y2.

Et il est immédiat que G(µ) ≤ F (y) pour tout y, µ ∈ R, ar supµ∈R
G(µ) = 0 ≤ 0 = infy∈R F (y).

On a don bien (C.6), et on a existene du point selle qui est (0, 0).

C.3 L'inf-sup

Corollaire C.9 Un point selle (x, λ) de M (s'il existe) véri�e :

M(x, λ) = sup
µ∈Λ

inf
y∈X

M(y, µ) = inf
y∈X

sup
µ∈Λ

M(y, µ) (C.10)

(on peut inverser le sup et l'inf), et don :

F (x) = G(λ) = M(x, λ).

Et si M ∈ C1(X × Λ;R) alors on a :







∂M
∂x

(x, λ) = 0,

∂M
∂λ

(x, λ) = 0.

(C.11)

Preuve. Soit (x, λ) un point-selle ; alors :

inf
y
sup
µ

M(y, µ) ≤ sup
µ

M(x, µ)

︸ ︷︷ ︸

=F (x)

= M(x, λ) = inf
y
M(y, λ)

︸ ︷︷ ︸

=G(λ)

≤ sup
µ

inf
y
M(y, µ).

D'où � inf sup ≤ sup inf� et la proposition C.6 donne l'inégalité inverse, d'où (C.10).

Puis, pour (x, λ) un point-selle, supµ M(x, µ) = M(x, λ), f. (C.1), et Λ étant un espae

vetoriel et M étant C1
, le sup est donné quand

∂M
∂λ

(x, µ) = 0 pour tout µ. Idem ∂M
∂x

(x, λ) = 0.

C.4 Cas d'un lagrangien

On regarde le as ou M = L : Rn × R
p → R est un lagrangien :

L(~x,~λ) = f(~x) + ~λT .~g(~x), (C.12)

où ~x ∈ R
n
et

~λ ∈ R
p
.

On note enore P = {~x : g(~x) = 0}.
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Proposition C.10 Un point-selle (~x,~λ) ∈ R
n ×R

p
de L (s'il en existe un) est tel que f(~x) réalise

le minimum de f dans l'espae P :

~g(~x) = 0 et f(~x) = min
~y∈P

f(~y), (C.13)

i.e. en partiulier ~x est solution du problème primal (2.11).

Et si f ∈ C1(Rn;R) et ~g ∈ C1(Rn;Rp) alors L ∈ C1(Rn × R
p;R), et un point-selle (~x,~λ) ∈

R
n × R

p
de L (s'il en existe un) est solution de :







~∇f(~x) +
p

∑

i=1

λi~∇gi(~x) = 0,

g(~x) = 0.

(C.14)

Preuve. Par dé�nition d'un point-selle (~x,~λ), on a L(~x, ~µ) ≤ L(~x,~λ) pour tout ~µ ∈ R
p
, i.e. :

~µT .~g(~x) ≤ ~λT .~g(~x), ∀~µ ∈ R
p,

i.e. (~µ− ~λ)T .~g(~x) ≤ 0 pour tout ~µ, i.e. ~vT .~g(~x) ≤ 0 pour tout ~v. Ce n'est possible que si ~g(~x) = ~0,
i.e. si ~x ∈ P .

Puis, par dé�nition d'un point-selle (~x,~λ), on a L(~x, λ) ≤ L(~y, λ) pour tout ~y ∈ R
n
, don en

partiulier pour tout ~y ∈ P , et don, omme on vient de voir que ~x ∈ P :

f(~x) + 0 ≤ f(~y) + 0, ∀~y ∈ P.

Et don ~x est un minimum de f sur P .
Puis par dérivation en ~x puis en

~λ, on obtient (C.14).
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