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Les notations y := x et y def x signifient : la quantité y est définie par y = z.

Premiére partie
Théorie spectrale des problémes aux limites

Le cours d’éléments finis était orienté vers la recherche de solutions de problémes stationnaires. On s’intéresse
ici aux problémes instationnaires.

1 Introduction et rappels

1.1 Equation de la chaleur, introduction formelle
1.1.1 Equation de la chaleur

Soit 2 un ouvert régulier de R de frontiére I' réguliére (C* par morceaux), et un intervalle de temps [0, 7],
T>0. Par exemple © est I’espace occupé par un solide, et [0, 7] est 'intervalle de temps sur lequel on s’intéresse
a la température du solide. On suppose que €) ne dépend pas du temps et on pose :

Qr =]0,T[xQ domaine d’étude,
Y7 =]0,T[xI" bord du solide & chaque instant, (1.1)
Qo = {0} x Q2 domaine 2 considéré a 'instant initial.

Ainsi on s’intéressera aux points (¢, %) € Qr, pour lesquels on cherchera la température u(¢, Z) (température
au point & € Q, a 'instant t).

A chaque instant ¢ on aura besoin de C.L. (conditions aux limites) sur I, i.e. on fixera des conditions (aux
limites) sur Xp.

Et on aura besoin de C.I. (conditions initiales), i.e. on fixera des conditions (initiales) sur Q.

Le solide est soumis & une source de chaleur volumique f(¢,Z) (& l'instant ¢ au point &) et on cherche a
connaitre la température u(t, Z) en tout point & et a tout instant ¢.

Supposant le milieu homogéne et isotrope dans 2, I’équation de la chaleur s’écrit :

trouver u(t, &) pour (¢,Z) € Qr telle que :

0

o (0:3) = Bu(t. ) = (2, 9), ¥(t.3) € Qr 12
sy (b, @) = ug(t, @), V(t,%) € Oy (C.L.),

u(0, &) = uo(Z), vie ) (ClL),
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ot ug : (t,%) € Er — we(t,T) € R (température extérieure au bord) et ug : & € Q — up(Z) € R (température
initiale) sont deux fonctions données.

Remarque 1.1 Si €2 dépend du temps, on pose Qr = Ute]O,T[({t} x Q1) ot Oy est Iespace occupé par le solide
a t- ...

1.1.2 Reésolution directe par éléments finis

Typiquement on approxime la dérivée en temps comme :

ou, w(tpy1, ) — u(tn, @
7( ,1.) ~ ( n+1 ) ( n ), (13)
ot tog1 — tn
et on utilise un schéma comme le schéma d’Euler implicite :
w(tni1,T) —ulty, - -
Unsts D200 ) Nt 0,8 = Ftnnr. ). (14)
tn+1 - tn
On obtient le schéma élément finis usuel (voir cours d’éléments finis) :
—Atp11(F) + any1Un+1(T) = gn1(7), (1.5)
en 'inconnue la fonction u, 1 approximant u au temps ¢, 41, ol on a posé :
1 o - -
an1 = ——— et gn1 (&) = f(tns1, @) + anpru(tn, 7). (1.6)

tn+1 - tn

On ne considérera par cette approche. On veut commencer par trouver les valeurs propres du laplacien (la
fréquence fondamentale et les harmoniques) et des fonctions propres associées, fonctions qui formeront une b.o.n.
de L?(€2). On utilisera cette b.o.n., et on se raménera a la résolution d’un systéme diagonale : on travaillera
comme dans R", ici avec n “grand”, pour résoudre A.7 = b en diagonalisant A.

1.1.3 Séparation des variable

On peut essayer de résoudre le probléme (|1.2) par la méthode de séparation des variables : on cherche u(¢, %)
sous la forme :

u(t, ¥) = @(t)(Z). (1.7)
Regardons le cas f =0, uy = 0 et ug # 0. Alors formellement il vient :
¢ (Y () — p(t)A%(F) =0, VY(t,7) € Qr,
Yir(£) =0, vV eT, (1.8)
©(0) = donné.

car ug(t, £) = p(t)(ZF) = 0 pour tout Z € I' et tout ¢ € [0, T, et on suppose ¢(t) # 0 (sinon v = 0 formellement).
Et donc, toujours formellement :

() _ Av(@) ;
0 = 0@ V(t, %) € Qr. (1.9)

avec les conditions aux limites sur ¢ et initiale sur ¢. Et t et & étant des variables indépendantes, on a en

particulier % = Awd(’gg) .pour tout ¢ quand xg € €, donc % = ¢ constante pour tout ¢, et donc Af(ig) =
pour tout z. Par commodité pour la suite on note ¢ = —\, d’ou :
(¢ AY(Z
Py A (1.10)
o(t) P(I)

avec la condition initiale sur ¢ : ¢(0) donnée, et les conditions aux limites sur ¢ : ¥(&) = 0 pour tout & € I
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1.1.4 Probléme spectral associé

Il reste a trouver ¢, 1 et A tels que (1.10)) soit possible. S’ils existent, on a immédiatement :
p(t) = p(0) e, (1.11)

o \ est tel que (A, 1) est solution du probléme spectral : trouver les couples (A, 1) tels que :

{ — AY(E) = (),

bp =0, (1.12)

Autrement dit X est valeur propre associé au vecteur propre ¥ (Z) pour 'opérateur A = —A.

On verra que ce probléme admet ‘peu’ (un nombre dénombrable) de valeurs propres A. Et on verra qu’on
pourra choisir parmi les vecteurs propres un nombre dénombrables 1, pour k € N* qui forment une base
hilbertienne (base orthonormée de type Fourier) de H!(Q). C’est en particulier I'objet de ce cours.

Exercice 1.2 Montrer : si A < 0 alors ([1.12) n’admet que la solution ¥ = 0 (appliquer Lax—Milgram avec
c=—X>0et donc —AY(Z) + c(Z) = 0 a résoudre dans Hi(Q)). ua

1.1.5 Solution

Supposons qu’il existe une fonction u est solution de (1.2).

A ¢ fixé on note u(t,-) = uy : T € Q — uy (Z) =9 u(t, Z) € R.

Et supposons connus des couples “valeurs propres — vecteurs propres” (Ag, ¥y )ren+ solution du probléme
spectral , ot (¢ : @ — R)pen+ est une base hilbertienne. Alors la fonction u; s’exprime sur la base (1) :

Ut = Z dt,kT/JIw (1-13)

keN*

soit us(T) = Y pen+ de,x%k(Z) pour presque tout 7 € Q, i.e. :

u(t, ) =Y di(t)r(E). (1.14)

keN*

Ainsi u est une somme de fonctions & variables séparées (les di ® 1y)-

1.1.6 Résolution numérique

Pour obtenir ([1.13)), on doit résoudre le probléme spectral (1.12)) (en les inconnues les (A, ¢)). Pour ce, on
integrera par parties :

/ grade.gradv dQ = /\/ YodQ, Yve HLQ), (1.15)
Q Q
pour se ramener & un probléme de la forme :

Cl(d),l}) = A(wvv)[?(ﬂ)v (116)

ot a(yh,v) = [, gradw.grédv dS), et ainsi appliquer la technique des éléments finis.

On se raméne ainsi & un probléme de recherche de valeurs propres de la matrice [a;;] = a(%);, ;) associée &
a(-,-) (cf. le paragraphe [10| et le cours d’éléments finis).

Bien sar ici est mal posé : un couple solution (A,t) oit A est valeur propre n’est pas unique (quand
il existe) : I’espace Ker(—A — AI) (noyau), espace des vecteurs propres 1 associés a la valeur propre A, est un
espace vectoriel de dimension > 1 dans ce cas.

Remarque 1.3 On notera que la solution sans source de chaleur (cas f = 0, uy = 0 et condition initiale
ug # 0) sera amortie trés rapidement en temps (de maniére exponentielle) : en effet, la forme bilinéaire a(-, -)
est elliptique, et en particulier Vo € V, si v # 0 alors a(v,v) > 0, et si A existe, alors a(v,v) = A||[v[[3. > 0
montre que A > 0, et p(t) = p(0) e~ décroit de maniére exponentielle (cf )

C’est la raison pour laquelle dans on a considéré —\ (on a mis un signe moins devant \), les réels A
intervenant dans la solution u étant alors tous positifs. un



7 1.2. Equation des ondes, introduction formelle

1.2 Equation des ondes, introduction formelle

L’équation de la chaleur était un probléme instationnaire de degré 1 en temps. L’équation des ondes est le
probléme instationnaire de degré 2 en temps de type :

trouver u(t, ) pour (¢,Z) € Qr telle que :

32
S (8.8) = Au(t @) = f(t,3), V(L&) € Qr
t (1.17)
ups, (8, ) = w(t, ©), Y(t,#%) € ¥r (condition aux limites),
u(0,Z) = uo(Z) et %(O,f) = uy (Z) VZ €  (conditions initiales).

De méme que précédemment, on essaie de trouver une solution sous la forme variables séparées : u(t, ¥) sous la
forme u(t, &) = ()Y (Z).
Regardons le cas homogéne f = 0 et uy = 0. Alors formellement :

¢ (OY(F) — () AY(T) =0, V(¢ T) € Qr, (1.18)
et donc, toujours formellement :
¢"(t) _ Ap(T) .
= -, Y(t,Z) € Q. 1.19
DT R (1.19)
On déduit : " A
® z
JAER, = ——~ = —\. 1.20
o)~ @) (1.20)
Si ¢, 1 et X existent, on obtient immédiatement :
o(t) = COS(\/Xt) + co Sin(\ﬂt), (1.21)

avec les ¢; € R, et ou (A, %) solution du probléme spectral :

— AY(Z) = M (D),
Yr =0.

On est ainsi, comme pour le probléme parabolique, amené & résoudre le probléme spectral (1.12)).

(1.22)

Solution
Si on connait les couples “valeurs propres — vecteurs propres” (A, ¥x)ren+ solution du probléme spec-

tral (1.12)), alors toute solution u(t, ) de ([1.2) sera de la forme :
u(t7) = 3 di(t)ge(), (1.23)
k

3

comme précédemment, cf. (1.14)). Et pour \; donné, la solution de ¢ (t) = —Axp(t) est de la forme a cos wyt +
bsin wit ou wi, = v/ Ag. Donc la solution générale est :

ult, &) =Y _(ak coswt + by sin wyt) by (). (1.24)
k
Et les condition initiale ug(Z) (position initiale) et ui(Z) (vitesse initiale) supposées connue permet de calculer

les ai et by.

Remarque 1.4 On notera que la solution sans source de chaleur n’est pas amortie en temps : la partie en ¢, a
savoir ¢(t), est sinusoidale (cf (1.21])). Les ondes se propagent donc en conservant leur amplitude (leur énergie). o

1.3 Exemple de la corde élastique
1.3.1 Oscillateur harmonique 1-D libre non amorti et conditions initiales
Probléme en temps (dynamique) classique 1-D de ’équation des ondes avec conditions initiales = résolution

du probléme : trouver la fonction ¢ : [0,7] — R telle que :

d?¢
—5 (t) + wie(t) =0,

dt?
Iy e
©(0) = ¢o, E(O) =1 (conditions initiales),

(1.25)

avec g et 1 deux réels donnés (position et vitesse initiales).
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Ce probléme homogéne a pour solution générale ¢(t) = a cos(wot) +bsin(wot), a et b étant donnés de maniére
unique par les conditions initiales. On obtient :

©(t) = g cos(wpt) + 1 sin(wypt). (1.26)
wo
Par définition, wy est la pulsation, T = 2 la période du mouvement et v = 7 = 42 la fréquence.

Remarque 1.5 Ici, il y a toujours existence et unicité de la solution (probléme de conditions initiales). Ce
n’est plus le cas au paragraphe suivant (probléme de conditions aux limites). un
Exemple 1.6 ¢ est 'allongement d’un ressort élastique de raideur k attaché & une masse m quand wy = \/%,
ie. et o(t) = z(t) la position de la masse m au temps ¢. Effectivement, 1’équation fondamentale ”"somme des
2

forces = mY’ s’écrit —ke(t) = m%T‘f(t) ol ¢ est la position cherchée.

Pour un pendule de masse m, de longueur [ soumis & des mouvements de petite amplitude, wy = ﬁ et ¢(t)
est angle (petit) avec la verticale. Pour un circuit électrique avec une self L et une capacité C, wg = ,/% et

©(t) = i(t) est 'intensité du courant... ua

1.3.2 Oscillateur harmonique libre et conditions aux limites

Probléme en espace (statique) du Laplacien (ici en 1-D) avec conditions aux limites (probléme elliptique aux
limites) : trouver la fonction ¢ : [0, L] — R telle que :
d*y
@(35) + M(z) =0,
P(0)=y(L)=0 (conditions aux limites),

(1.27)

avec ¥(0) et 1(L) positions imposées aux extrémités.

Si A < 0, par passage & la formulation variationnelle, le théoréme de Lax—Milgram donne l’existence et
'unicité de la solution dans Hg(]0, L[) pour A < 0 et I'unique solution est ¢» = 0. Cette solution ne nous
intéresse pas.

Maintenant, si A > 0 ce probléme peut étre mal posé : la solution homogéne générale est :

P(x) = acos(wz) + bsin(wz), ol w=V\, (1.28)
et les conditions aux limites imposent :
a=0, sin(wL) = 0. (1.29)

Et (1.29)2 montre que deux cas se présentent :

km . . .
(1) AkeN:w= T et seule ¢ = 0 est 'unique solution (sans intérét),
. . (1.30)
(2) JkeN :w= T et toute fonction de type ¢ (z) = bsin(fa:) est solution.
On vérifie que les fonctions (¢(z) = sin(%Tz))ycz- (données par le cas (2)) sont effectivement solutions.
D’ailleurs elles forment la base de Fourier des fonctions C° qui valent 0 en 2=0 et en 2=L. Ces fonctions sont
2

les valeurs propres de 'opérateur fdd—; associées aux valeurs propres \p = wi, i.e. satisfont & fdd;é’“ = w,%wk.
Donc contrairement au cas du probléme des C.I. (conditions initiales) ou il existe toujours une unique solution
(théoréme de Cauchy), pour le probléme avec C.L. (conditions aux limites) il peut exister ou non des solutions

en particulier pour les conditions aux limites nulles :

1-si A= (%5)2 pour un k € N donné, il y a une infinité de solutions, les f(z) = csin(®Zx) pour tout c (les

éléments de l'espace engendré par les sin(£2z)),
2- sinon il n’y a pas de solution.
En particulier il n’y a jamais “existence et unicité” d’une solution dans ces cas.

1.3.3 Equation des ondes : corde élastique libre

Le paragraphe (|1.3.1) s’intéressait au mouvement d’un seul point de la corde au cours du temps.
Le paragraphe ([1.3.2)) s’intéressait a& “une photo” de la corde & un instant ¢, i.e. aux positions possibles des
points de la corde (les uns par rapport aux autres) a l'instant ¢ fixeé.
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Ici on regarde I’équation de la corde en temps et en espace : on note u(t, x) la position d’un point z de la
corde a linstant ¢ (voir dessin). L’équation satisfaite par u est :

0%u 0%u
w(t, l’) — @(t,x) + UJQ'LL(t,{L') = 07

u(t,0) =wu(t,L) =0, Vtel0,T] conditions aux limites,

(1.31)
u(0,x) = uo(x),Vr € [0, L] position initiale,
0
8—7:(0, ) = uy(z),Vz € [0,L]  vitesse initiale,

ot les C.L 2 sont, ici données comme étant de type Dirichlet homogénes, et ou les C.I. 374 sont
supposées non toutes deux nulles.

Cherchons une solution & variables séparées : on pose u(t, z) = ¢(t)1(x). D’ou en supposant f = 0 (mouve-
ment libre de la corde), on obtient :

@ (1) + wrlt) _ v (@)
2(0) bla)

D’ou il doit exister A € R (sinon il n’y a pas de solution) tel que :
() +WPe(t) = Apt) et Y(z) = —M().

On a vu pour I’équation en ), cf. probléme ([1.25), qu’il n’existait de solution non nulle que pour les A du type :
il existe k € N*, v\ = ’% = =10, et on a alors ¥(z) = sin(wyx).

Vx, Vt.

1.4 Compléments sur les espaces hilbertiens

Les espaces de Hilbert ont été introduit dans le cours d’éléments finis. On rappelle ici certains aspects qu’on
compléte pour les besoins de I’étude des problémes spectraux.

1.4.1 Cauchy—Schwarz

Définition 1.7 Un espace vectoriel H sur un corps K (R ou C dans ce cours) est un espace pré-hilbertien §’il
est muni d’un produit scalaire (-, -) g (une forme bilinéaire symétrique définie positive). Et la norme associée au
produit scalaire est définie par ||Z||g = +/(Z, %) H.

Un espace pré-hilbertien est hilbertien (ou de Hilbert) ssi il est complet pour la norme ||.||z associée au
produit scalaire.

Théoréme 1.8 (Cauchy—Schwarz) Dans un espace de Hilbert, le produit scalaire est inférieur au produit des
normes :
vi,je H, (@ 9)u| <||Zallflla (1.32)

Et il y a égalité ssi & est paralléle a /.

Preuve. Le polynome de degré 2 défini par ||Z + A7]|%

= p(A) = (F+ M\, % + \J) g est positif, donc son
discriminant est négatif, donc, (2(Z,9) ) — 4/|Z||%||7]|% < 0. E

galité ssi & 4+ Ay = 0 (sinon p(A\) > 0). e

Exemple 1.9 R” muni de son produit scalaire usuel est hilbertien. Avec la base canonique usuelle ce produit
scalaire est défini, pour = (%;)i=1,....n €t ¥ = (Yi)i=1,....n DAr

n
- te o,
(T, P)rn = sz Yi (no:ex.y).
i=1

mn = />0, #2. Cauchy-Schwarz : |(Z,7)gn| < (1, 22)7 (X0, 42)7.

Définition 1.10 No;gation : danosoR, la notation Y ;- x; signifie lim, oo (D1, 7;) = la limoic‘fe de la suite (y, )n-
ollon aposé y, =y . x;;et y ., x; est appelée la série de terme x; ; et dire que la séried |~ , x; est convergente
dans R signifie que la suite (y,)y+ converge dans R.

Norme associée : ||Z|
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Exemple 1.11 ¢? espace des suites de carré sommables, (2 = {# = (z;)n- € RV : 3% [2;]? < 0o} muni de

son produit scalaire
o0
(fa 27)@2 = Z ZTiYi
i=1

est hilbertien (exercice). Norme associée : || ]|,z = /S o0, #2. Cauchy-Schwarz : (&, )¢ | < (300, 22)2 (3200,52)3 .
C’est le prototype des espaces hilbertiens de dimension infinie qui sont séparables, i.e. qui admettent une base
dénombrable. Sa base canonique est constituée des vecteurs (appelés suites) e, = (0,...,0,1,0,...), le 1 étant en
n-iéme position. L’espace £? est une généralisation & la dimension infinie de R™ avec n ‘grand’. Autrement dit,
R”™ muni de son produit scalaire usuel peut-étre vu comme ’espace ¢2 tronqué (le sous-espace de ¢? engendré

par les n premiers vecteurs de base). un

Exemple 1.12 Pour 2 domaine de R", L?(2) muni de son produit scalaire
() 2y = /g (@) v(F) dO
)

est hilbertien (voir cours d’intégration). Norme associée : |[[u|l2() = 1/ [q |u(Z)|? dz. Cauchy-Schwarz :

| Jo u(@) v(%) dQ| < (fQ )%(IQ v(z)? dQ)%. -

Exemple 1.13 H'(Q) muni de son produit scalaire

(,0) 111 (@) = /Qu(a‘c’)v(a?)dQ+Z: / g;(f> ggi(a‘;’)dQ

ou 8v
= usz Q)—‘rz (958 L2(Q)

noté

= (u,v)2(0) + (gradu,gradv)Lz(Q)n

- 1
est hilbertien. La norme associée est définie par ||u||1(q) = ([[ull72 () + llgradul|7zg))

NB : H}(Q) muni du produit scalaire (-,-)z2 n’est pas hilbertien (car non complet). Voir cours éléments
finis. un
1.4.2 Continuité

(H,||-||a) et (G, |]-||¢) Banach. Une application f : (H,||.||#) — (G, ||-||¢) est continue en Z; € H ssi :

Ve >0, dne>0, Vitq. |[T—Dolla <ne, [If(&)—f(@o)lle<e. (1.33)
ce qui est également écrit lim f(z) = f(xzo) (= f( lim z) : “passage a la limite sous f”), ou encore, pour toute
T—To T—To

suite (z,,)ny in H t.q. T, —n—oo o on a lim f(z,) = f(zo). En particulier
n— oo

Proposition 1.14 la norme ||.||g : (H,||.||g) — (R,|.|) est continue (par rapport a elle-méme!) en tout
To € H :

Ve >0, 3. >0, asavoirn. =¢, VT t.q ||Z—Tollag <ne, ||z — ||Zol|u | <e. (1.34)
D’Oa, pour f’ g7 (gn)N e H7
U — = T —0ullg — |7 = 9la (1.35)
n—0o0 n— oo

Et quand ||.||g dérive d’un produit scalaire (-, ) g, pour &, ¥, (Zn)N, (¥n)y € H,

n— oo n—oo n— oo

Preuve. ||Z||g < ||Zollg + ||Z—%o||x (inégalité triangulaire) et ||Zollx < ||Z]|g + ||Zo—Z||x (idem) donnent

|12l = [1Zollz | < .|f ol |u, dOfl G-D D0l § —+nsoo § domne [||I7 = Gz — |7 — Gallu| < |17 —
Yl —n-s00 0, d'ott (L35). Dot |(Z,9) 11— (&n, Gn)r| = |(& = T, D1z + (T, =) | < T = ZallmllFlm +
| Zn || 2 |F—Tn || 5r —n—00 O car (||xn||H) est bornée, d’ou (|1.36]). wa

Exercice 1.15 Montrer que f: 7 € H — f(%) = ||Z]|% est continue (donc lim ||z||% = ||zol|%)-
T—To

Réponse. Prendre Z = 0 dans (1.35)), ou bien : g : y € R — g(y) = 3 € R est continue (car y°—y2 = (y+0)(y—2o)), et
la composée avec une application continue o : H — R est continue (car car |g(y)—g(yo)| = o(1) et a(x)—a(zo) = o(1)

donnent |(g((@))—(9(a(@0))| = lg(a(o) + o(1)—(g((F))| = o(1). Et f = go |L||

10
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1.4.3 Projections, Bessel-Parseval, Bases hilbertiennes

Définition 1.16 Projection : si F est un sous-espace vectoriel fermé dans (H, (-, -) i) Hilbert, alors la projection
orthogonale sur F' est I'opérateur Pr : H — F défini par :

(Z— PpZ, flu =0, VfeF (1.37)

— —

(i.e. T — Pp@ L F, ou encore : PrZ est la solution de (PpZ, f)y = (Z, f)u pour tout f € F.) (Existence et
unicité : voir poly d’éléments finis.)

En particulier, si € € H est t.q. |[€]|g = 1, alors (¥,€) g€ = Pyect{a} T est la projection de & sur Vect{e}
'espace vectoriel de dimension 1 (donc fermé) engendré par €. En effet, Pyeci(e)@ € Vect{€} donne I\ € R t.q.
Pyect{ey® = A€, ot donc A = (Pyect{e} T, €)1, et (1.37) donne A = (Pyecrya1 2, €) i = (7, €) 1.

Et Pythagore dans Vect{Z, PrZ} (de dimension < 2) donne ||Z||} = ||PrZ||% + ||T—PrZ||% car & =
(.’f—PFf) + Prp¥ € Ft EBL F (développer ||f‘|%l = (f—pr—FPFf, f—PFf—‘rPFf)H)

Théoréme 1.17 Soit (€;);en- une suite orthonormale dans (H, (-,-) ) Hilbert. Inégalité de Bessel :
(oo}
FeHetz =T e)n = Y a; <|&lh (1.38)

i=1

Et avec V' = Vect{(€;)n+}, on a I’égalité de Bessel-Parseval (Pythagore généralisé) :

o0 o0
F=Y m& eV = |7 =) 1] on z=(&)n. (1.39)
1=1 3

Preuve. Rappel : Zoolxzéz = limn_mo(zn 1Ti€).

Donc si Z = 3% x;€; alors (Z,€)g = (3, 7€), €)m €39 D€, € = oo 0 = i
Soit V,, = Vect{€}, ..., &,}, soit ¢, = > i 1(33 € )HE; = Z" 1€ (le vecteur projection de Z sur V,,); donc
(f_gnygi)H = (fa gz)H - (y’ru )H = T; — Z (ejaez)H = T; — Z;l 1(f g])Héz] = Ty — =0 pour tout

i =1y, done #—fiu L Vs done 7 = (F—Jn )+ ( )EVL@anadonC”xHH:Hm yn||H+||yn||H>||yn||H*

> 1;10 (Pythagore) pour tout n, donc ||Z]|3 > Y0 22, d’on
Soit V = Vect{(€;)ien+}, T =D o 2i€; €t Yo, = > 1 T;€;, OU donc (Y )N+ converge vers T (par définition de
S x:€;) dans V (fermé). Et ||Z]|%, = (2, oo @i€) g =029 S°%° (2, &) g = Yoo 02, ie. (1.39) 7

Définition 1.18 Une base hilbertienne (base orthonormale) dans un Hilbert (H, (-,-)x) est une suite ortho-
normale (e;);en+ qui est totale dans H, i.e. t.q. F = Vect{(€;)ien-} est dense dans H (i.e. F = H), i.e., si le
seul vecteur orthogonal & F' est le vecteur nul (i.e. F- = {0}).

Exemple 1.19 La famille {¢, : z — n € Z} est une base hilbertienne dans (L2(]0,2x[;C), (-,-)2)

eine
[lem=]lL2°
ina

(base de Fourier). Mais la famille {¢,, : z — HeeTH n € Z} n’est pas une base hilbertienne dans
(H'(]0,27[;C), (+,-) 1) : elle est libre mais non génératrice, voir annexe @ wa

Remarque 1.20 On rappelle que si A est un sous-ensemble de H, A C H, alors ’espace vectoriel engendré
par A noté Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de H contenant A. Et que sa caractérisation est : ¢’est
Pensemble des combinaisons linéaires (sommes finies) d’éléments de A :

Vect(A) ={g€ H:IneN, I(oy) € R", I(a;) € A", g = Zaiai} (1.40)

i=1

Exemple : I’ensemble P[z] des polynomes est engendré par la famille des monomes (z"),en : on a Plz] =
Vect{(z")y+} = {g: R > R:3n €N, J(a;) € R", g = 3" | ;z’ (polynoéme de degré n)}. Et le théoréme
de Stone-Weierstrass indique : toute fonction continue définie sur un segment [a,b] peut étre approchée uni-
formément par des fonctions polynomes : I’adhérence P[x] dans le Banach (C°([a, b]), ||-||) est C°([a,b]) tout
entier.

Une base hilbertienne n’est pas une base au sens ordinaire, car x € H n’est pas combinaison linéaire

(combinaison linéaire = somme finie), mais limite de combinaisons linéaires. un

11
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1.4.4 Sous-espace vectoriel fermé ou non

Rappel : soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Aprés choix d’une norme dans V (toutes les normes
sont équivalentes en dimension finie), tout sous-espace vectoriel de V est fermé. (Il suffit de prendre une base
et de considérer les composantes...)

C’est faux en dimension finie. Exemple : soit V = 2 = {# = (z,)y- € RV : 3°° 22 < oo}, 'ensemble
des suites réelles de carré sommable (d’énergie finie), muni de sa norme usuelle ||Z]|2 = (32—, 22)2. Soit

S ={Z = (zo)n € 2 : Y 07 n?x2 < oo}; clest trivialement un s.e.v. de ¢2. Mais il n’est pas fermé : son

adhérence est ¢% tout entier. En effet la suite & = (zy,)n+ = (+)n+ est dans 2, n’est pas dans S, et pourtant
est limite dans ¢2 de la suite tronquée 7(0V) = (x,(lN))NeN* définie par 20" = 2, sin < N et 20V = 0 s

n > N. Lasuite (z4"))yen- est bien dans V car oo n? (z)2 = SN n2(x,)? est une somme finie. Et on a

TN — N oo @ dans €2 car |[#N) — #|2, =300 L a2 =307 v A —Nooo 0, mais Z ¢ S. Cette approche
montre également que S est dense dans V' (et si S était fermé dans V on aurait S = V).

1.4.5 Espace séparable

Définition 1.21 Un espace de Hilbert est séparable s’il contient une suite dénombrable totale : il existe
(un)nen € HY telle que (u,,) soit génératrice, i.e, Vo € H, I(a,)y € RY t.q. 2 = DN Ol

Théoréme 1.22 Tout espace hilbertien séparable admet une base hilbertienne. Et une telle base est au plus
dénombrable, isomorphe a R™ si de dimension finie, et isomorphe a ¢? si de dimension infinie. De plus, toutes
les bases hilbertiennes de H ont méme cardinal appelé dimension hilbertienne de H. (La considération de (? est
donc fondamentale.)

Preuve. On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt : & partir d’une suite dénombrable totale
(un)nen, on prend le premier élément non nul, soit g; qu’on norme a 1 en posant f; = Hsﬁﬁ’ et on considére
Pespace F qu’il engendre. Puis on prend le premier élément indépendant de fi, soit go, et on considére go — Pr, g2
qu’on norme a 1 et qu’on baptise fo. Et fa est bien orthogonal & f1. On considére Fy = Vect{ f1, f2} et on prend
le premier élément non dans Fb, soit g3, et on considére g3 — Pr,g3 qu’on norme a 1 et qu’on baptise fs...

On procéde par récurrence, et la suite (f,,) ainsi obtenue est orthonormale et totale.

Et si x € H est décomposée sur la base (f,,), i.e. x = > . @i f; ot x; = (z, fi) r, alors Vapplication f : H — (2
définie par f(x) = (z;)n+ est un isomorphisme (vérification immédiate).

On rappelle qu’en dimension finie, la dimension d’un espace vectoriel est le cardinal d’une base quelconque
et ne dépend pas du choix de la base (on a d’ailleurs les formules de changement de base). Montrons-le en
dimension infinie dans le cas séparable : soit donc (g;)jcs une autre base orthonormale de H ot J est un
ensemble quelconque. Il s’agit de démontrer que J est dénombrable, et plus simplement que cardJ < Ny
(prononcer “alef 0”) ou Ry =cardN =cardQ. Par définition d’une base, et ayant Q dense dans R, I’ensemble
F = {combinaisons linéaires des f; & coefficients rationnels} est dense dans H. Et de plus F' est dénombrable
(de dimension Rg) car Q est dénombrable ainsi que N.

Et les boules B(g;, %) de centre g; et de rayon L sont disjointes 2 & 2 et contiennent chacune un élément de

2
F (car F est dense dans H), et donc F' a plus d’éléments que {g; : j € J}, donc cardJ < cardF < Ry. un

1.4.6 Isomorphismes d’espaces hilbertiens

Définition 1.23 Si F et F sont deux espaces vectoriels normés, un isomorphisme de F dans F' est une appli-
cation linéaire bijective qui conserve les normes.

Définition 1.24 Si H et G sont deux espaces hilbertiens sur le méme corps K, on appelle isomorphisme
d’espaces hilbertiens de H sur G toute application J bijective de H sur G qui conserve le produit scalaire :

(J (@), TY)e = (x,9)H, Vr,y € H.

(En particulier J conserve la norme : ||J(z)||¢ = ||x||g pour tout x € H).

2 Opérateurs bornés, autoadjoints, positifs, inversibles

Ici on s’intéresse & la formulation “en espace”.

12
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2.1 Introduction
2.1.1 Généralités et exemple du Laplacien

Le but est de généraliser a la dimension infinie la théorie des applications linéaires de R™ dans R™ (en-
domorphismes), représentées par des matrices carrées une fois des bases de R™ choisies. On rappelle qu’un
endomorphisme symétrique dans R muni d’un produit scalaire est diagonalisable dans une base orthonormée
formée de vecteurs propres. Voir poly “Matrices”.

Le probléme qui se pose : est-ce encore vrai en dimension infinie ?

Non en général. Oui dans le cas ‘simple’ d’un espace de Hilbert séparable et des endomorphismes continus
symétriques et compacts.

L’exemple fondamental sera donné par ’application linéaire T inverse du Laplacien. Par exemple probléme :
pour  ouvert borné¢ de R” et f € L*(Q) :

trouver u € H}(Q) t.q. — Au= f. Solution notée u=TF. (2.1)

Le signe “—” n’est la que pour simplifier la suite : les valeurs propres seront positives (donnent les fréquences
de résonance). Le théoréme de Lax—Milgram donne le caractére bien posé de ce probléme : existence, unicité de
la solution u, et cette solution dépend contintiment de f, i.e., la fonction T' donnée par ([2.1) vérifie :

T=(-A)"1: {

ot ¢ € R est indépendant de f, voir cours d’éléments finis (théoréme de Lax—Milgram). Et comme T est linéaire
(immédiat), on a noté T'(f) =T'f.

T n’est pas un endomorphisme (L?(Q2) # H}(Q)). Pour trouver “les” valeurs propres de T on considérera
(Ho () [1mg) — Ho (), ll-llsp)
f = T.(f)=1(f)

“sévére” au sens : non seulement on a réduit I'ensemble de départ & H}(Q) € L?(9)), mais qu’on a également
changé la norme de I'ensemble de départ : de [|.|[r2 on est passé & [|.|[s;. Grace a I'inégalité de Poincaré :

L2(Q) — Hy()

; %qu} et |[T(f)llag < cllfllzz (T est continu), (2.2)

alors ’endomorphisme 7. : { } C’est une restriction “séveére” de T'a H}(Q),

Jeq > 0, Vf € HY(Q), [|fllr2 < callgradf|| 12,

voir cours d’éléments finis, donne [T, f|[gz < ccall ||y pour tout f € H}(2), done T, : HE(Q) — HL(Q)
est un endomorphisme continu.

On montrera que de plus cet opérateur 7T} est autoadjoint dans H{ (symétrique relativement au produit
scalaire (-,-) my, facile voir exercice et compact (difficile, c’est 'objet essentiel de ce cours). On aura alors
les résultats connus sur les matrices symétrique réelles : il existe une base orthonormale de H}(Q) constituée
de vecteurs propres de l'opérateur 7, (et on aura un nombre dénombrable de “fréquences de résonance”).

2.1.2 La compacité en dimension infinie

La compacité est un outil essentiel pour les théorémes d’existence, et ici elle permettra de démontrer 1’exis-
tence des valeurs propres du Laplacien, et qu’elles sont en nombre dénombrable.

Rappel : en dimension finie un compact est un fermé borné.

Ce n’est malheureusement jamais le cas en dimension infinie dans un espace de Hilbert H. En effet, prenons
la boule unité fermé B(0,1) = {x € H : ||z||g < 1} : elle contient une famille orthonormée (e, )nen+- Or cette
suite d’éléments de B(0, 1) ne contient aucune sous-suite convergente car aucune sous-suite n’est de Cauchy. En
effet, pour tout n # m, ayant e,, L e,,, le théoréme de Pythagore donne :

len = emllir = \/lleall? +lleml3 = V2 = constante 0.

n,m— 0o

B(0,1) contient donc une suite qui n’a aucune sous-suite convergente : B(0,1
de Bolzano-Weierstrass). Et il en est évidemment de méme pour toute boule B
7 > 0) qui ne saurait donc étre compacte.

En d’autres termes, les compacts dans un Hilbert de dimension infinie n’ont pas “d’épaisseur”, puisqu’il ne
sauraient contenir une boule de rayon n aussi petit soit-il (on dit parfois que les compacts en dimension infinie
sont “plats”). Il n’y a donc que ‘trés peu’ de compacts en dimension infinie.

Mais il y en a suffisamment pour que 'opérateur T, = A~! du paragraphe précédent soit compact, i.e. pour
que l'image T;.(Bp) de la boule unité de HY(Q) par T, soit d’adhérence compacte dans Hg(£2). Cest I'objet
principal de ce cours que de démontrer cette propriété. (Une application comme T, est caractérisée par ses
valeurs T).(v) pour tout v € Hi(Q), et il est donc naturel de s’intéresser a I’ensemble image T,(Bp; ), ou bien

) n’est pas compact (théoréme
(a,n) (centrée en a et de rayon

de maniére plus générale aux ensembles T,.(Z) pour tout borné Z de H}(f2).)

13



14 2.2. L’espace £>

2.2 L’espace (?

Soit 2 ’ensemble des suites de carrés sommables :

oo

= {Z = (zn)nen- €RY > |aa|* < o0} (2.3)

n=1

C’est un espace de Hilbert de produit scalaire et norme associée, avec les notations usuelles :
o0 o0
— 1
(T He =Y Tnyn, 2l = (D |znl?)2. (2.4)
n=1 n=1

Et 2 est de dimension infinie dénombrable, une base orthonormée étant donnée par la base canonique (€;);en-+,
& =(0,...,0,1,0,...), le 1 étant a la i-éme place. £? est “I'espace de Hilbert”, prototype des espaces de Hilbert
de dimension infinie dénombrable.

Exercice 2.1 Montrer que ¢2 est complet.

Réponse. Soit (*)ren+ une suite de Cauchy dans ¢°. Donc, ||#% — &|[j2 —k 00 0, L€y, 300 (2 — 205)% —k 000 0
ot & =10 (k) n- € 2. Donc a n fixé on a (zF — 25)? —4.1 00 0, donc la suite de réels (z¥)ren- est de Cauchy
dans R, donc convergente (R est complet) : notons z, = limg— 00 :U,'i Montrons que Tk — koo Z dans £2. Pour m € N,
on a, pour k € N* :

m m m o0

> lan —aal? = 221320 lzk — b = ZILIEOZ |k — 2b)°, donc < 413202 lzh — 2b)? = Jim |2 — 2|7

n=1 n=1 n=1 n=1

Et (Z")ren- est de Cauchy, donc pour e > 0 fixé, IN. > 0, Vk, £ > N., ||7% — &||72 < &7, donc, dés que k > N,
™ |ak — x| < €2, vrai pour tout m, donc 3°°° . |2* — 2,]? < €2, donc (ZF — &) € £2, donc T € £2 car ¥ € 2. Donc
n=1 n=1

la suite (Z")ren+ est convergente vers & dans £2. un

2.3 Opérateurs bornés (= applications linéaires continues)

Notation : lorsqu’une application T est linéaire, on note T(x) = T.x = Tz, notation d’un produit :
T(z+ \y) =T(z) + AT'(y) (distributivité), noté T.(x + \y) = T.x + AT.y, noté T'(x + \y) = Tz + A\Ty.

Rappel : soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit T : E — F une application linéaire continue
sur F. La linéarité donne : T est linéaire continue ssi elle est continue en 0, ou ssi elle est bornée sur la boule
unité, ou ssi sur la sphére unité, i.e. ssi :

GeeRy, VB, |Tallr < cllalle. (2.5)

T
(“Image bornée par antécédent a une constante prés dans les normes disponibles”.) Et alors ¢ > sup ||| THF
0#£zcE ||T||E

. T
On note ||T| (g, ) la plus petite constante ¢, donc, ayant HHxUICI‘LF = HT(IIxIHE)HF :
Tx||p té
Tllsnry = s MEE = qup 2alle = sup [Tl "2 ), (26)
ozace |2l jjafjp=1 llell s <1

la derniére notation ||T’|| quand il n’y a pas d’ambiguité. Et on note :
L(E,F)={T : E — F linéaire et continue}, (2.7)
et si £ = F on note simplement L(FE) l'espace L(FE, E) des endomorphismes continus.

Remarque 2.2 On emploie aussi la notation L(E, F) =note Leont (E; F) pour insister sur le fait qu’on ne consi-

dére que les applications linéaires qui sont continues. un

Proposition 2.3 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

e T n’est pas continu. (2.8)
o Iz € BN, VneN*, ||z,|lp =1et ||[Tz,||r —7 oo 2.9)
hd El(xn)N* S EN*v HITLHE ? 0 et Vn e N*7 ||Txn||F =1 (2]‘0)

14



15 2.3. Opérateurs bornés (= applications linéaires continues)

Preuve. T n’est pas continu ssi Ve € R, 3z € E t.q. ||Tz||r > c||z||£, négation de (2.5, donc
:> ([2-9). Hypothése “T n’est pas continu” : en prenant c=n et x, t.q. ||[Tz,||[r > n|/z,||g on a

HT E |F>ndonc (2.9).
h (2-8). Hypothése (2.9) : soit (z,,)n+ une suite dans E t.q. ||z,||g =1 et |[|T2y||p —n—o0 00 : donc
sic 6 R alors on peut choisir un ,, t.q. ||Tz,||r > ¢ = c||z,]|p, doit T n’est pas continu. Donc [2.9)< ([2.8).
= - Hypotheése . : s0it (2, )n+ une suite dans E t.q. ||z,||g = 1 et [|T2,||F —n—00 00 : 0N

pose zn = HT , donc ||z,||E Hn_,oo() et ||Tzn||lF = H;i"”i 1, donc ([2.10).

Hypothese : soit (2, )~ une suite dans E t.q. ||2,][E —n—00 0 €t ||[Tz,||r = 1 : on
donc l[alle =1 et [[Ta||p = H2lle oo, donc (2.9). Done (2.9) s (2.10).

pose Ty =

- HZnIlE’ ||2n||E

L’usage fait qu’on donne aussi un autre nom aux applications linéaires continues dans le cadre des problémes
spectraux qui nous préoccuperons :

Définition 2.4 1- Un opérateur 7' : £ — F' est une application linéaire £ — F'.

2- Un opérateur borné T : E — F est une application linéaire continue : T € L(E, F'). (“Borné” sous entend
“borné sur la boule unité”, cf. )

(3- Un opérateur non borné est une application linéaire T : E — F telle que le domaine de définition de T
est un sous-ensemble dense de E. NB : Attention & ce vocabulaire maladroit! Ainsi un opérateur borné est un
cas particulier d’un opérateur non borné..., et dire qu’un opérateur T n’est pas borné (= n’est pas continu) ne
veut pas dire que T est non borné... Et tant qu'un mathématicien renommeé ne mettra pas un peu de cohérence
dans le vocabulaire, on subira ce vocabulaire.)

Exemple 2.5 T = (—A)~1: L2(Q) — H}(Q), cf. (2.2), est borné.
(Et A : H(2) — L?(Q) est non borné car son domaine de définition Hg (2)N H?(Q) est dense dans H}(2).)
(Remarque : si T : E — F est borné (= continu) alors son domaine de définition est I’espace F tout entier.

Et si T: E — F est non borné de domaine dense ¢ F, alors T n’est pas continu) un
Théoréme 2.6 (i)- (L(E, F),+,.) est un espace vectoriel, s.e.v. de (F(E,F),+,.).
(ii)- La fonction :

L(E,F) —R

té
e,y "E 11 { y (2.11)
T — |T|uer = T

définit une norme sur L(E, F).
(iii)- Si (F,||.||r) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet) alors
(L(E, F),||.||L(E,F)) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Preuve. (i) L(E, F) s.e.v. : immédiat.

(ii) Norme : (avec (2.6)) 1- positivité ||T|| > 0 pour tout T € L(E,F) : immédiat, 2- ||T|| =0 = T =0
(opérateur identiquement nul) : immédiat, 3- pour A € R on a ||AT|| = |A|||T]| : puisque pour tout z € FE,
|IANTz||p = |A||Tz||F et ||.||F est une norme, 4- inégalité triangulaire (||T° + S|| < ||T|| + ||S]| pour tout
T,S € L(E,F)) : immédiat car ||.||r est une norme.

(iii) Montrons que L(E, F') est complet pour la norme ||.||z(g r) (conséquence de F' Banach) : Soit une
suite (T},) de Cauchy dans L(E, F) : ||T;, — Tin|| = n,m—oo 0- Montrons que cette suite est convergente vers un
opérateur T de L(E, F'). Construction de T : pour x € E, la suite (y,) = (Tx) est de Cauchy puisque :

yn = ymllp = [Tz = Trz||p < [|Tn — Tinll |2l — 0, (2.12)
n,m—co

car (T},) est de Cauchy. L’espace F est un Banach, donc la suite (y,) = (T,x) converge dans F vers un élément
E - F
r —Tz:= lim T,x

n— oo
1- T est linéaire : en effet, T,, étant linéaire pour tout n, on a, pour tout x1,z2 € E et tout A € R :

qu’on note y = lim,, o T,z = Tx. On a ainsi défini 'application T : {

T(x1 + Ax2) = lim (T (z1 + Az2)) = lim (Tn(xl) + AT, (z2))

n—oo

= lim (T, (z1)) + A hm ( n(z2)) = T'(x1) + A\T'(z2).

n—oo

2- T est borné : la suite (M,,) = (||T%,||) est de Cauchy dans R car |||T,|| — ||Tm||‘ <||T5, = Tin|| = 0. Donc

(M,,) est convergente dans R (qui est complet). Notons M = lim ||T},]].
Pour z € E, soit Te = lim, o0 Tz défini & Vaide de (2.12). Donc ||Tz||r = limpoeo [|Thzllr <
lim, o0 ||T0]| ||| = M||z||g. Donc T est borné.

15



16 2.4. Exzemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

3- T, converge vers T : pour n € Net z € E t.q. ||z||g < 1, sachant T,z — Tz dans F on a (continuité de
la norme ||.||7) :

[|Thx — Txl||rp = lim ||The — Trellr < lim ||T, — Twll||zl|g < lim ||T, — Tl (2.13)
m— 00 m—r 00 m—00

Dou lim ||T,, — T|| = 0 car (T;,) est de Cauchy. Donc la suite (7)) est convergente dans L(E, F) (vers T
n—oo

opérateur borné). Toute suite de Cauchy étant convergente, L(E, F') est complet. un

Proposition 2.7 Si E, F et G sont trois Banach, et siT € L(E,F) et S € L(F,G) alors SoT est dans L(E, G)
(est également linéaire et borné). Et :

I1SoT||ee.q) < NTlLe,m ISl (2.14)

Preuve. [[(SoT)(z)|lc = ||S(T(2))lle < [[SI[IT()||= < [ISIT]|z||e-
Pour les applications linéaires, on utilise aussi la notation :

noté

SoT "2¢ ST (2.15)

Proposition 2.8 L(E) est une algébre (non commutative) pour la composition SoT et on a ||S o T||y gy <
IS1 L2y [Tl (m), aussi noté [|ST|| < ||.S]|[|T]]-

Preuve. Immédiat (exercice). s

Proposition 2.9 Soit H et G deux Hilbert. Pour T € L(H,G) on a :

WT||,6) = sup (T2, y)al = sup |(Tz,y)al- (2.16)
llzlla <L,|lylle <1 llzlla=1]lyllc=1
Preuve. On a HTH = SUP|||| z<1 ||Tm”G et ||T£L'||G = I Sllup |(Txay)G|; le sup étant atteint pour y = H,Z;Tﬁ
ylle<1
(Cauchy-Schwarz), d’ou (2.16). ua

2.4 Exemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

Exercice 2.10 Soit F et F' sont deux espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que si 7' : E — F est
linéaire (opérateur) alors T est continu (borné).

Réponse. Soit (-, ) et (-, ) r des produits scalaires sur F et F, soit (€;)i=1,....» des b.o.n. associées (donc (&;,€;)r = &;;
et (f,, f;)p = §,; pour tout 4, j). Soit T;; les composantes de T dans ces bases, i.e. T¢; = Z?ZlTijﬁ pour tout j, et soit
[T] = [T3;] la matrice de T' dans ces bases (les composantes de T¢€; sont stockées dans la j-éme colonne de [T7]). Si & =
> xj€jona ||Z]|% = > z7 (Pythagore) et TZ = > | > Ti]-x]-f; (linéarite), donc ||TZ||% = > (0 Tix;)>
(Pythagore) < 37" (327, Tij)z(zyzl z;)? (Cauchy-Schwarz dans R™). Donc posant ¢ = (32" ( 1 Ti-)2)%, on a:
pour tout Z € E, ||TZ||r < ¢||Z||e. Donc T est continu avec ||T'|| < ¢ (ici la constante ¢ donnée est la norme de Frobenius
||T||2 de T, et voir aussi plus loin les opérateurs de Hilbert—Schmidt § [4.2.7). wn

Exercice 2.11 Soit 'endomorphisme T : (¢2,||.||r2) = (¢2,]|.]|¢2) de multiplication par une suite X = (An)n-,
i.e. donné par T€, = \,€,, ol (€,)n+ est la base canonique de ¢2. Montrer :
1- T est borné ssi X € £, i.e. ssi (A,)n- est bornée, et alors ||T]| = ||X||oc € R (011 || X]]oo = supy-
2- T n’est pas borné ssi ||||sc-

An');

Réponse. 1- T peut étre représenté, dans la base canonique de £2, par une “‘matrice généralisée diagonale infinie” ayant
les A, comme éléments diagonaux (car T€, = A\ €, pour tout n) :

A1 O

7] = diag(A) = | ° N (2.17)

Pour =377 | xnén =10 (1 Ve on a TT = 3%, Apanén =" (Anan)n+, donc [|TF||* = S0 A%l

n=1

16



17 2.4. Exzemples fondamentaux d’opérateurs bornés ou non

<= : Supposons X = (An)n+ bornée, i.e., [|X|Jsc = supy. |An| < co. Done ||TZ|* = [|X]1% Y02, = = [|N|% 177,
donc T est borné et ||T|| < [|X||co. Si le sup est atteint, i.e. s'il existe n t.q. ||X||oo = |An|, alors [|[T€]|e2 = || Anénllez =
|An| = [|[X]|o donne ||T|| > [|X]|oo, €t donc ||T| = ||X||co; Si le sup n’est pas atteint, alors I(An, )ken+ (sous-suite) t.q.
Al —tmso0 [[Xlloc €t [|T€n, |le2 = [Any | =00 [|X]|oc, done ||| > ||X]|oc ; et donce ||| = ||X]|oc-

= : Supposons X = (A,) non bornée; alors I(An,, Jken+ (sous-suite) t.q. |[An,| ——k—oo 00, €t ||T€n, |z =
[Angl1€nillez = [Anp| — k=00 00. Comme [|€y, ||,z = 1 pour tout k, Popérateur T' n’est pas borné, cf. .

2- Négation de 1. un

Exemple 2.12 Q ouvert borné dans R™, et T : f € L?(Q) — Tf = u € HZ () ou u est la solution de
—Au = f dans Hg (). Alors T est un opérateur borné de (L*(), [|.[|z2(o)) dans (Hg(Q), ||||m1 ), cf. (2-2)

(Lax—Milgram). .
Exercice 2.13 () ouvert borné. Montrer : I'opérateur A : (H?(Q) N HL(Q), -2 ) — (L2(), []-||L2(0)) nest
pas borné (munir H{(€2) de la norme lull gy = ||gradu|2).
Réponse. 11 suffit pour s’en convaincre de regarder le cas 1-D ou Q =]0, [ et ot A = d < et de prendre

un(z) =sin(nz), donc ul,(x) =n cos(nz), donc wul(z)=—n’sin(nz).
Donc ||uy(z)||r2 = n||uy(z)]| 2 pour tout n, donc

Ve>0, IneN', ||lup|lpe > cllun|l gy,

donc % cH2(Q) (N Hg () — L*(Q) n’est pas borné : H%HL(H(}(Q)’LQ(Q)) = oo. un

Remarque 2.14 (relative & Pexercice ) Pour la formulation faible du probléme —Au = f ot u € H}(Q),
voir cours d’éléments finis, bien que A ne soit pas continu, la forme bilinéaire associée a(u,v) = fQ gr?idu.gradv
est bornée : on a |a(u, v)| < [|ul[g;|[v][m;, et |la]| < 1. N.B.: la forme bilinéaire a(-, -) ne contient que des termes
de dérivation d’ordre 1, et c’est cette forme bilinéaire qui permet d’appliquer le théoréme de Lax— Mllgram
donnant un probléme blen posé dans Hi(9). un

Exercice 2.15 Montrer : l'opérateur diagonal T : ¢? — ¢? de multiplication par la suite ()\n:%)N* est borné,
inversible (au sens T : £2 — ImT est inversible) d’inverse non borné.

Réponse. L’exercice [2.11| montre que T est borné avec ||T|| = 1.

On a T(zn)n+ = (yn)n+ = (2 )n+ avec (zn)n+ € €% donc (nyn)n+ € €%, Soit Y = {§ = (yn)n+ € €% t.q. > n’yn <
oo}, sous-espace de £2. On a ImT =Y (immédiat) et donc T : £> — Y est surjectif. Et T : £ — Y est injectif car T est
linéaire et T'(zn)n+ = 0 ssi (2 )y- =0, ssi L& = 0 pour tout n € N*, ssi 2, = 0 pour tout n € N*. Donc T € L(£*,Y) est
bijectif d’inverse T~ € L(Y, £?).

Et Papplication inverse 7! =10 gy 5 02 est linéaire (inverse d’une application linéaire) et trivialement définie
par Sé, = né, pour tout n (on vérifie que (€,) est une base de Y et que S(T¢€,) = €, = T(S€,) pour tout n). Mais
S o (Y,]]le2) = (£%,]].]|¢2) n’est pas bornée, car &, € Y, ||€x]l2 = 1 et ||SEnlli2 = N —3noo 00, donc S ¢ L(Y,£%)
(linéaire mais non borné).

N.B. : on peut remarquer que Y est dense et non fermé dans £* (voir remarque suivante , et donc qu’ici (Y, |].||¢2)
n’est pas un espace de Banach (n’est pas complet). un

Remarque 2.16 L’image T(E) = ImT d’un opérateur borné T' € L(E, F) (donc linéaire continu) n’est pas
fermée en dimension infinie en général. Exemple de I’endomorphisme T : ¢2 — (2 de I’exercice :

1- T n’est pas surjectif sur £2, i.e. Im(T) C (2. En effet la suite § = (y,) = (1) € (2 n’a pas d’antécédent :
si elle en avait un, ce serait nécessairement ¥ = (ny, ) = (1) suite constante qui n’est pas dans ¢2.

2- Im(T) = Y est dense dans (2. En effet, soit y = (y,) € ¢?; donc, pour ¢ > 0 il existe N € N tel que
> Ni1¥s < e On considére alors la suite tronquée 7V = (y))nen- donnée par (§V), = yn si n < N et
(#™)n = 0 sinon. Soit #V = (z) son antécédent, donc z,, = ny, pour n < N et z,, = 0 sinon. Cette suite
N est dans (* (somme finie de termes non nuls), et vérifie [|[TZY — 7]|* = ||V — 7> = >N 1 ¥2 —N—oc 0.
Et donc ¢ € £? peut-étre approchée “aussi prés que souhaité” par un élément de T'(¢2). Vrai pour tout ¢ > 0 :
Im(7) est dense dans ¢2.

3- Y =Im(T) n’est pas fermé, car fermé et dense impliquerait Im(7T") = ¢2, ce qui est faux.

(4- Donc son inverse T~ 1 : Y C £2 — (2 est un opérateur “non borné”(son domaine de définition Y est dense
dans ¢2.) s

Remarque 2.17 Complément. “Théoréme de Papplication ouverte”, voir Brézis [4] : Si (E, ||.||g) et (F,]||.||F)
sont, deux Banach (espaces vectoriels normés et complets pour la norme choisie), et si T : E — F est linéaire,
bijectif et continue, alors T~! : F — F est également continu. Ici T surjectif sur F Banach.

Dans l’exercice T :¢? - T({?) =Y est linéaire borné bijectif, mais avec (T'(¢?), ||.||¢2) qui n’est pas un
Banach (n’est pas complet) le théoréme de ’application ouverte ne s’applique pas.

Idem pour 'exemple 2.12| ot ImT = H}(Q) N H%(Q) non fermé dans H{ (). ua
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18 2.5. Opérateur borné positif

Exemple 2.18 Mécanique quantique : fonctions & valeurs complexes, et on considére les endomorphismes
T:H — Hou (H,(-,-)g) est un Hilbert complexe muni d’un produit scalaire (forme sesquilinéaire hermitienne

positive) (- -)u : (f,9) = (f,9)u. (Bg., pour H = L*(Q), (f,9)n = [,cr f(x)g(x) dx ou Z est le conjugué de 2.)

e . R =R
1- Opérateur T,,, de multiplication par la fonction ¢ : :
x = ox)==r

S {Lmo, 1) = 22(0.1) (218)

f %Tm(f):@fa donc Tmf(x):xf(x)

Il est immeédiat que T}, est borné avec ||T|| < 1. (Bt T),, f =% 2f.) Ici (Tnf,9)2 = werTf(@)g(x)dr =
(f,Trng) L2 : Vopérateur T,, est autoadjoint.)
2- Opérateur T, de dérivation :

4 [L?00.1) — L*(o,1])
Ty=i- d (2.19)
de foTulf) =iz () =if
T
Le domaine de définition de T, est D(T,;) = H'(]0,1[), et D(T,) est dense dans L*(]0,1[), donc Ty est “non
borné”. Et Ty n’est pas borné, i.e., n’est pas continu (prendre f,(z) = sin(nmz) et calculer ||f,||r2 = O(1)

et [ Tafulle = [1f3]lzs = O@). (Bt (Tufig)re = [y if' (0)g@)du = — Jyif (2)g'(x) do + [f(@)g(@)lh, et
on a (f,Tyg)rz = fol —if(x)g'(z)dz, donc (Tyf,g)r2 — (f,Tug)rz = f(1)g(1) — f(0)g(0); en particulier si on
restreint le domaine de définition de Ty & C§°(]0, 1[) ensemble des fonctions C*° & support compact alors T,
est autoadjoint. D’ou l'introduction de 'imaginaire pur ¢ dans T; = 4 % : donne le caractére autoadjoint.

3- Remarque : avec L?(R) au lieu de L?(]0,1[), la transformée de Fourier transforme Ty en T,,, et c’est
une remarque fondamentale en mécanique quantique. (Dans ce cas L?(R), T}, est non borné, son domaine de

définition étant H'(R) dense dans L?(R).) ua

2.5 Opérateur borné positif
On se place dans le cas G = H (Hilbert).
Définition 2.19 Un opérateur T' € L(H) est dit positif (resp. défini positif) si :

Vee H, (Tz,z)g >0 (resp. Vo # 0, (Tz,z)g > 0). (2.20)

2.6 Adjoint et opérateur borné autoadjoint
2.6.1 Adjoint

On se place ici dans le cas T € L(H;G) ou (H, (-, )g) et (G, (-,-)c) sont des espaces de Hilbert. Pour une
généralisation aux espaces de Banach et opérateurs non bornés, voir Brézis [4].

Définition 2.20 Soit T € L(H,G) (un opérateur borné de H dans G). Son adjoint 7™ est 'opérateur T €
L(G, H) défini par, relativement aux produits scalaires choisis :

V(.’E,y) € H x Gv (T*y7m)H = (Tl'vy)G (221)
(Remarque : pour une matrice A = [A;;] on parle de matrice transposée AT : définie par (A7);; = A;; pour
tout 7, j ; une application linéaire T" peut étre représenté par une matrice aprés s’étre donné des bases, et ’adjoint

T* est alors étre représenté par une matrice, mais cette matrice ne dépend pas uniquement de T : elle dépend
également du choix des produits scalaires (-,-)g et (-,)g.)

Proposition 2.21 Il existe un unique opérateur vérifiant (2.21|) qui de plus est borné et vérifie :

T = 11Tl (2.22)

Preuve. (Application du théoréme de représentation de Riesz.) Soit y € G. Construisons T*y. Soit la forme
(immédiatement bilinéaire) a(-,-) : H x G — R définie par a(z,y) = (Tx,y)q, et soit, pour y € G fixé, la

fonction
H —R
@y _— (2.23)
r — ay(z) = (Tx,y)c = projection de Tx sur y.
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19 2.6. Adjoint et opérateur borné autoadjoint

1. ay est linéaire (immeédiat) et borné : |ay(x)| < ||Tz||c ||ylle < [|T|]||z||#|y|lc donne ||ay|| < ||T||]yllc-
2. Comme a, € L(H,R) (forme linéaire continue), le théoréme de représentation de Riesz donne :

ATy e tq VeeH, ayr)=T,,z)g et [T,z =layllLmr)- (2.24)
- . I G—-H
On a ainsi défini 'application 7% : . .
y—=T"(y) =T,.

3. T* est linéaire car (T*(y),xz)m = ay(z) = (Tz,y)u et (-,-)q est bilinéaire, et donc on peut noter T*(y) = Ty,
etona (Iy,z)g = (Tz,y)q, i-e. (2.21).

* Ri * 2 *
4 NT* |l "= ayl L) < T yllG, cf. 1., donc T* est borné avec ||T*|| < [|T].

5. De maniére immédiate (T*)* =T, donc 5. donne ||T|| = [|[(T*)*|| < ||T*||, donc ||T*|| = ||T|. s

Exemple 2.22 Dans L(¢?) muni de sa base canonique (&;);cn+, 'opérateur défini par T'(€1) = €1 +2¢,, T(é) =
1 3 0

2 40
3¢1 +4¢é5 et T(€;) = &; pour tout ¢ > 3 (de matrice généralisée O 01 ) a pour opérateur adjoint

Popérateur défini par T*(€1) = €1 + 3, T*(€2) = 2€) + 45 et T*(€;) = €; (de matrice généralisée la matrice
transposée) : le vérifier.

Réponse. La matrice [T] de T est définie par T;; = (7. J )2. Celle de T™ par T;; = (T7.€,€)p2. Et T =
(T*.€;,€:)p2 = (T.€;,€5) 2 = Tj; pour tout i, 5. Donc [T*] = [T

Proposition 2.23 Pour T et S dans L(H,G) et A et u des réels :
(i) (T*)* =T et on note T** = (T*)* (et T** est appelé biadjoint de T),
(ii) ||T*|| = ||T||, i.e. 'opération * conserve la norme,
(iii) (AT + pS)* = NT™* + pS*, i.e. * est linéaire de L(H, G) dans L(G, H),
(iv) (T'S)* = S*T*, avec ici S € L(G, F) ou F est un Hilbert,
(v)SiT € L;(H,G) alors T* € L;(G,H) et (T*)~! = (T~1)*,
(vi) (Im(T))* = Ker(T*) et (Ker(T*))* = (Im(T)).

Preuve. (i),(iii),(iv),(v) sont immédiates.

() : 1Tyl = (T"y.Tyu = (T 9o < ITTyllelylle < ITIHIT*Yllelvlle donne [Tyl
Tl [yl|:> done ||| < [[T]]. Done |[T]] = [[(T*)*[| < [|7*[]. Done [|77]| = |IT]I

Vi) : (ImT)t ={y e G: (y,Tx)c =0, Ve e H} ={y € G: (T*y,2)gp =0, Ve e H} = {y € G : T*y =
0} = Ker(7T™). On en déduit que, ImT étant un sous-espace vectoriel :

IN

(Ker(T*))* = ((ImT)*)* = (ImT).

(Un orthogonal est toujours fermé : ne pas oublier la fermeture, voir remarque [2.16]) o

2.6.2 Opérateur autoadjoint
Cas G = H (Hilbert), et T € L(H) := L(H; H) endomorphisme (pour trouver des valeurs propres) borné.
Définition 2.24 Un opérateur T' € L(H) est dit autoadjoint (ou hermitien) ssi T' = T, i.e. ssi :
Ve,y € H, (Tz,y)g = (z,Ty)s (= Ty, x)nm). (2.25)
Et il est dit autoadjoint positif ’il est autoadjoint et positif ((Tz,z)y > 0 pour tout x).

Exercice 2.25 Dans L(/?), 'opérateur défini par T'(e1) = €1 + 2ea, T'(e2) = 2e1 + 3ez et T'(e;) = e; pour tout
i > 3 (de matrice généralisée a représenter) a pour opérateur adjoint opérateur défini par T*(e1) = e; + 2es,
T*(e2) = 2e1 + 3ez et T*(e;) = e; pour tout ¢ > 3 (de matrice généralisée transposée elle-méme) : le vérifier.
Donc T* = T, i.e. T est autoadjoint. Mais T n’est pas positif. Le vérifier. (Indication : calculer ses valeurs
propres).

Réponse. [T] est la “matrice par blocs” [T] = <A 0) ou A = <1 2) et I est la matrice identité. det = —1 < 0,

0 I 2 3
donc une valeur propre A de A est < 0, et pour un vecteur propre &> € R? associé on a (A%, Ta),2 = )\||:v2||42 < 0. Etle
vecteur & = (%2,0,0...) € £* vérifie (T'F, %), = \|Z]|2 < 0. =
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20 2.6. Adjoint et opérateur borné autoadjoint

L*(Q) — L*(Q)

f=Tf=(A)"F
de L*(Q) donné par la solution u = T'f = (—A)~! f du probléme de Dirichlet homogene : trouver u € H{(£2)
t.q. —Au = f dans 2. Montrer que T est autoadjoint positif.

Exercice 2.26 Soit 2 un ouvert borné dans R™. Soit T : { } I’endomorphisme

Réponse. Il s’agit de montrer que, pour tout f,g € L*(Q), on a (T'f,g)r2 = (f,T9) 2.
Soit f € L*(Q). Soit u = T(f) =" Tf (par linéarité de T) la solution v € Hg(Q) de Au = f donnée par le
théoréme de Lax-Milgram. De méme soit g € L*(Q), et v = Tg € H}(Q), i.e. —Av=g.On a:

IPP
=

(Tf,9)r2 = (u, —Av) 12 "2 (gradu, gradv) 1> "2 (= Au,v) 12 = (f, Tg) > (2.26)

Et on a bien T* = T en tant qu’opérateur de L*(Q) — L*(Q).

N.B. : on vient de voir que A™! = A™'*, mais pas que A = A* qui n’a pas de sens ici. En effet 'opérateur A est
“dérégularisant” (d'une fonction u € H?(Q) on obtient Au € L?(2) et donc perte de deux crans de dérivabilité ou encore
pour u € L*(Q) la dérivée Au est une distribution qui n’est pas, en général, une distribution réguliére identifiable & une
fonction L?(1)).

Complément : pour définir A* | il faut regarder la dualité sans passer par un produit scalaire et le théoréme de Riesz,

voir Breézis [4], par exemple en considérant A : H} (Q) — H~'(Q). =

Hy(Q) — Hp(Q)

f=Tf=(A)"
de H}(Q) donné par la solution u = Tf = (—=A)~! f du probléme de Dirichlet homogéne : trouver u € H}(Q)
t.q. —Au = f dans .

1- On munit H}(Q) muni du produit scalaire usuel : (u, V)i = (gradu, gradv) ;2. Montrer que T est autoad-
joint positif.

2- On munit Hg(Q) muni du produit scalaire de H*(Q) : (u,v) g3 = (u,v) 1. Montrer que T est autoadjoint
positif.

Exercice 2.27 Soit Q un ouvert borné dans R™. Soit T : { } I’endomorphisme

Réponse. 1- Autoadjoint dans (HJ (), (-, -)Hé) s pour f,g € H}(Q) il s’agit de montrer que (Tf, g)Hé =(f, Tg)Hé. Soit
u="Tfetv="Tg (dans H}(Q)), i.e. les solutions de —Au = f et —Av = g dans Hg (). On a, sachant f,g € Hj(Q) :

27

(Tf,9)uy = (u,9) 3 = (gradu, gradg) 2 "= (—Au, g) 2 = (f,9)12 = (f, —Av)2 = ... = (£,Tg) 3 -

Défini positif : on a (~A7'f, Pay =z = || f]|22 > 0 pour f non nulle dans Hj(Q).

2- Autoadjoint dans (Hg(Q),(-,-)g1) : pour f,g € H3(Q) u = Tf et v = Tg (dans Hg(Q)), i.e. les solutions de
—Au = f et —Av = g dans Hj(Q). On a, sachant f,g,u,v € H3(Q) :

(A7 f,9)m = (u,9) 1 = (gradu, gradg) 2 + (u, g) 2 = (—Au,g)r2 — (u, Av)pa
= (f,9)12 + (gradu, gradv) 2 =" (=A"g, f) 1.

Défini positif : on a (=A7'f, £ g1 > (f, f)z2 = ||f]|32 > 0 pour f non nulle dans Hy (). wn
Proposition 2.28 Pour H Hilbert :

(i) Pespace des opérateurs bornés autoadjoints est un sous-espace vectoriel de L(H),

(ii) si T et S sont autoadjoints et si T'S = ST (i.e. si T et S commutent) alors T'S est autoadjoint,
(iii) si T € L(H) alors T*T est autoadjoint positif.

Preuve. Immédiat. un
Remarque 2.29 Rappel : méme en dimension finie, si A = AT et B = BT (matrices symétriques), en général

(AB) # (AB)T (i.e. AB n’est pas symétrique).
Exemple : A = (1 O> et B = (0 1) donnent A.B = (O 1> non symeétrique.

0 2 1 0 2 0
Et pour A et B symétriques on a : AB symétrique < (AB)T = AB <& BTAT = AB & BA = AB (car
A= AT et B= BT) & A et B commutent. -

Remarque 2.30 Pour la mécanique quantique, fonctions & valeurs complexes, (H, (-,-)m) Hilbert complexe;

pour H = L*(Q), (f,9)n = [,cx f(2)g(2) d.
Pour les opérateurs A : D — H non bornés ou D C H est le domaine de définition de A on dit que A est
symétrique ssi (Ax,y)y = (z, Ay) g pour tout x,y € D. un
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21 2.7. Opérateurs inversibles

2.7 Opérateurs inversibles
2.7.1 Définitions et remarques

On note I : E — E l'opérateur identité Ir(x) = x de E. Il est immédiat que /g € L(E) et [|[/g|[=1. On
notera Ig ="°% I si le contexte est clair. On rappelle que S o T ="°% ST quand S et T sont linéaires.

Définition 2.31 Un élément T € L(E, F) est inversible dans L(E, F) ssi :
IS e L(F,E), ToS=1Ip et SoT=Ig, (2.27)
noté T'S = Iy et ST = I, auquel cas S ="°% 7-1. On note :
L,(E,F)={T: E — F t.q. T est linéaire inversible bicontinu}, (2.28)

Pensemble des opérateurs inversibles de L(F, F) (I’ensemble des applications linéaires continues) ; et on note
Li(E,E) ="°% L,(E) I’ensemble des endomorphismes inversibles bicontinus sur F.

Donc :
T est linéaire et borné (T € L(E, F)),
TeL/(E,F) < T~ existe (et donc est linéaire), (2.29)
T~ est borné (T~! € L(F, E)).
Exemple 2.32 1l est immédiat que Uidentité Ig € L;(E) : est inversible dans L(E) d’inverse lui-méme. wa

Exercice 2.33 Si E et F' ont méme dimension finie, montrer : (T'S = Ir) = (ST = Ig).
Montrer que c¢’est faux en dimension infinie : en particulier ('S = Ig) # (ST = Ig), quand dim E = cc.

Réponse. Cas dimension finie. Soit (f_;)izl ,,,,, » une base de I'. Notons €; = S(ﬁ) pour i = 1,....n. Donc T'(&;) =
TS(f;) = fi car TS = I, donc T(&;) est libre, donc (&) est libre e =0=3, @ S(fi) =0= T, @ S(fi) =
TO)=0=Y, o TS(fi) = > o fi = a; = 0 pour tout i).

Puis T'S = I donne ST'S(fi) = S(fi) pour tout 4, soit ST(&;) = &; pour tout i, donc ST = I.

[Ou encore, on représente T' et S par leurs matrices [T'] et [S] aprés choix de bases, et si [T].[S] = I on a S inversible,
car det[T]det[S] = det[I] = 1 et donc det[S] # 0; d’ot en multipliant a droite par [S]™! on a [T] = [S]™!, puis en
multipliant & gauche par [S] on a [S].[T] = 1]

Cas dimension infinie. Voir remarque suivante. un

Remarque 2.34 En dimension infinie, il n’est pas suffisant de vérifier T'S = I'r pour avoir T inversible. Il faut
également vérifier ST = Ip.
Exemple avec E=F=(? et T : /> — (? l'opérateur de décalage & gauche (“shift a4 gauche”) :
- = deéf
pour & = (zp)n+, 1% =T(x1,22,23,...) = (T2, T3,...). (2.30)
On a perdu l'information z;. Autrement dit 7'¢; = 0 et Té;11 = €; pour tout ¢ € N*.
Soit S : £2 — (2 Popérateur de décalage & droite (“shift & droite”) :

ST = S($17$2,ZL'3, ) = (O,IL’l,IEQ,(Eg, ) (231)

Autrement dit S€; = ;41 pour tout ¢ € N*.

On a TS = I mais ST # I puisque STZ = (0,22, z3,...) (perte de l'information z1). Donc T n’est pas
inversible, S n’est pas inversible. (Ou encore 7'Se; = €; alors que STé; = 6) Ici T est inversible & droite mais
n’est pas inversible & gauche.

0O 1 0 .. 0O 0 O
o o 1 .. 1 0 0 ..
D’un point de vue matricielle [T] = 0 0 o letlSl={o 1 o .| wa

Remarque 2.35 En dimension infinie, on peut avoir T bijectif continu sans que T~! soit continu. Et dans ce
cas T n’est pas inversible dans L(E, F) (car T~! n’est pas borné). Voir les exemples et o
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22 2.7. Opérateurs inversibles

2.7.2 Propriétés (série de Neumann)

Lemme 2.36 Pour T € L;(E,F) on a :
1

T M ore) > T (2.32)
= T e,y
EtsiT € Ly(E,F) et S € L;(F,G) alors ST € L;(E,G), d’inverse T~'S™1 € L;(G, E).
Preuve. On a 1 = ||Ip|| = [|TT Y|1(py) < ||T|le,m) || T |L(F,E), ¢t de maniére immédiate, STT1S™! =
I=T"1'S718T. =
Remarque 2.37 En général ||[T~ Y| rm # ||TI7} : prendre [T] = L0 pinverse [T-1] = L0
(F.E) L(E,F) 0 2 0 %
1
ouon a ||T||pme) =2et ||[T7|re) =1# % On peut avoir ’égalité avec par exemple [T] = ((2) 0). un

Dans le cas E = F on a: si ||T|| <1 alors T est une ‘petite’ perturbation de I, ‘petite’ au sens ou I — T
conserve le caractére inversible de I :

Proposition 2.38 Pour T € L(E) avec E Banach, si ||T|| < 1, alors (I —T) est inversible et on connait son
inverse :

ITl|<1= (I-T)eLy(E) et (I-T)'= iT". (2.33)
n=0

Et||T||<1=>T+T)eLy(E)et [ +T)t=>,(-1)"T" : considérer —T'.)

Preuve. Rappel dans R : 1—2" ! = (1—2)(1+a+2?+...+2"), et si |z| < Lalors 1 = (1—-2) > o2 = (1—2)~ !,

donc = = (1 —z)~! =372 2" (série géométrique convergente). D’ou la démarche pour démontrer
Pour T € L(E) et ||T|| < 1,onpose S, = [+T+T?+...+T™ =>"" T% et donc (I-T)S, = I-T""*. Donc

[[(I =T)S, —I|| = ||T""|| —n—00 0, donc (I — T)S,, —n—s00 I. De plus (S,,)nen- est de Cauchy dans L(E),

car, pour 0 < m < n,

i - i - i 1 Tt
1S =Sull =1l 30 TS 30 Tl S 30 T =TI I = T =2, 0
i=m+1 i=m+1 i=m+1 i=0 ’

car ||T|| < 1. L’espace L(FE) étant complet (car E ’est, cf. thm, la suite (S, )n+ converge dans L(E). Notons
S =lim, 00 Sy, la limite dans L(E). Alors ||(I-T)S — (I-T)S,|| = ||(I=T)(S—=Sn|| < |I-T||]|S—Sn|| — 0,
donc (I-T)S,, —n—0o(I=T)S, donc (I-T)S = I (car (I-T)S, —n—co I). Idem S(I-T) = limy, 00 S, (I-T) =
I. Donc I-T est inversible dans L(E), d’inverse S = (I-T)~1 =10 Y% T (= lim,, 00 Sp). on

Corollaire 2.39 L’ensemble L;(E,F) est ouvert dans L(E,F). (Généralisation du résultat matriciel : I’en-
semble des matrices inversibles n x n est ouvert dans I’ensemble des matrices.)

Preuve. Soit T € L;(E, F). 1l s’agit de montrer qu’il existe n > 0 tel que la boule ouverte B(T,n) = {R € L :
|R—T||<nt={T+SeL(EF):||S|<nt={T+SeL(E,F):SeB(0,n)}, de centre T et rayon n > 0,
est dans L;(E,F). On a :

T+S=TIg+T'S). (2.34)
On pose 1 = ﬁ cona ||[T1S|| < ||T71|||S]| < 1 pour tout S € B(0,7), donc I +T~1S € L;(E, F), donc
T+ 5S¢ L(E,F).

Corollaire 2.40 L’application inverse f : T — T~ est continue de L;(E, F) dans L;(F, E) pour les normes
usuelles ||.||p(z,r) et ||.||L(rE)-

Preuve. Soit T € L;(E, F) et soit n = ﬁ Pour S t.q. ||S|| <nona ||T71S|| < 1et
fT+8)—f(M)=T+8) ' —T ' =TUg+T ') ' —T'=(Ipg+T7'S)™' —I)T*

= > 2.35
=(Q_ (TS —Ip)T 7 = (Y _(-T's)"MT (2.35)
n=0 n=1
D’ou :
AT +8)— FOl < 1m0 S st < s S s = —I P e o (ase)
a = - ~ L— (|7 [IS]]" " 1s]1—e0
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3 Ensemble résolvant, spectre et spectre ponctuel

3.1 DMotivation

On regarde ici le cas o F' = E et T € L(F) (endomorphisme borné), ce qui permettra de considérer le cas
des opérateurs T — A\ € L(E) (car l'identité I € L(E, F) n’a de sens que si F = F) et ainsi de chercher les
valeurs propres de T. On commence par regarder ce que devient la notion de valeur propre dans les espaces de
dimension infinie.

Un premier but sera de savoir quand le probléme “(T" — AI)x = b” est bien posé, i.e. quand l'opérateur
(T — \I) est inversible dans L(E), i.e. quand (T — A\I)~! existe et est borné. On aura alors ||z||z < C||b||r avec
C = ||(T — M\I)7!|| < oo, et donc une petite perturbation de b (de 'ordre de €) n’aura qu’une petite influence
(de lordre de C¢) sur le résultat z = (T'— X\ )~ 1b.

Un second but est de chercher les valeurs propres de T (résolution de (T' — AI)x = 0 o © = 0 n’est pas
P'unique solution), et de savoir si on peut former une base hilbertienne (une b.o.n.) de E de vecteurs propres
(associés aux valeurs propres = fréquence fondamentales et fréquences harmoniques) dite base de Fourier. Ce
sera le cas si T est un opérateur borné autoadjoint et compact.

3.2 Ensemble résolvant

Définition 3.1 On appelle ensemble résolvant de T' € L(E) 'ensemble p(T) des réels A tels que T — AI soit
inversible dans L(F) :
p(T)={NeR:(T—-X) e L;,(E)}, (3.1

ie. :
1: (T — M)~ existe algébriquement, et

Aep(T) <+ 3.2
PT) { 2: (T — AI)~* est borné (continu). (3.2)

Exercice 3. 2 Base canonique (€;) de (2, et T' € L(¢?) donné par T.€, = A\,€, avec A, = + pour tout n, noté
[T] = diag(1, 2, ey 711, ) (opérateur “diagonal” de matrice généralisé la matrice diagonale des ;.

Montrer que p( y=R-{0,1,1 5y ,n,...}.

Réponse. 1- On vérifie que T est bien un endomorphisme borné : T(¢?) C £2, T linéaire, T borné : T est linéaire par
définition, et |[TF|[;2 = 307, [Lan? < 307, 2nl® = ||Z]l;2 < oo puisque (An) est bornée par 1. (Donc ||T|| < 1, et
[IT]| =1 car Té: = €é1.)

2- Calcul de p(T). 21- Supposons que Uinverse (T—\I)~! =10t g, existe et calculons-le. Dans ce cas (calcul formel)
Sx(T—XI)(én) = €, donne Sx(1é, — Aé,) = €, donc (£ — \)Sx(€n) = €n, donc, pour tout n € N* :

1 n
%—Ail—)\n’

S)\Cn = linCn, Un = (3.3)

i.e. S\ est 'opérateur de multiplication par la suite (un = —)n+ qui existe si A ¢ {1 : n € N*}; et on vérifie

LAY
immédiatement que Sy o (T~\T) = I = (T—AI) o 5. !

22- Cela n’a de sens que si A # 1. Et si A\ = £ alors T — Al n’est pas injectif (car (T — AI).€, = 0 avec €, # 0), donc
non inversible. Donc Sy exlste ssi A §Z {1,% 3o :L, b

23- Soit A ¢ {1, 3, ... ..}. A-t-on Sy borné?

231- Supposons ||(gn)||ec @ alors [|SaZ]]e2 = (3 unxn)Z < 1 (n) oo |12 g2 et donc Sy est borné. C’est le cas quand la
suite (%_A) est bornée, i.e. c’est le cas quand A # 0. Donc p(T) DR —{0,1,3,..., 2, ..}

7n7

232- Cas A = 0, i.e. So = T~ %, donc pun = % =mn:on a l||Senllez = ||nen\| = n, donc So n’est pas borné sur la

sphére unité : donc Sp n’est pas borné. Donc 0 .Donc p(T)=R—-{0,1,% ... L .} un
P 1% p P

7727 Y

Donc pour montrer que A € p(7T), il faut montrer que (T — AI)~! existe, ce qu'on fera en général en le
calculant (calcul algébrique), puis il faut montrer (T — A\I)~! : E — E est borné.
Et donc pour X\ € p(T') donné et pour f € E donné, le probléme :

trouver x € E tel que (T'— M)z = f (3.4)

est bien posé : il existe une unique solution z = (T'— AI)~!f qui dépend continiment de f : on a ||z||p <
[[(T — XI)7Y|||f]|z- D’ott le nom d’ensemble résolvant donné & p(T).

Exercice 3.3 Montrer a I’aide du théoréme de Lax—Milgram : si T est borné et si A > ||T|| alors \I — T est
inversible dans L(F) : ici on suppose que E est un Hilbert de produit scalaire noté (-,)g.

Réponse. Remarque : avec 1) on a ||T|| < X implique H—ZH <1,donc I — % € Li(E), donc A\l — T € L;(E). Mais ici
on demande d’utiliser Lax—Milgram. Probléme a résoudre pour A > ||T|| : pour f € E, trouver u € E t.q. (Al —T)u = f.
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24 3.2. Ensemble résolvant

Formulation faible : pour tout v € E, trouver u € F t.q. (A —T)u,v)e = (f,v)e. On pose a(u,v) = (A —T)u,v)g et
£(v) = (f,v)E. La bilinéarité de a(-,-) et la linéarité de £ sont triviales. La continuité de a(-,-) et la continuité de ¢ sont
triviales. Coercivité de a(-,-) : On cherche X t.q. (A — T)v,v)r > o||v||%. On a (M — T)v,v)e = A||v||% — (Tv,v)E,
avec |(Tv,v)s| < ||T||||v]|% : en effet |(Tv,v)r| < ||Tv||e||lv|]|z (Cauchy-Schwarz) < ||T||||v||=||v||z (définition de la
norme de 7). Donc (M — T)v,v)r > Mv||% — ||T]||[v||E = (A = |ITI)||[v]|%, et & = A — ||T|| convient. Conclusion : le

probléme est bien posé : (A\] — T) ™' existe (existence et unicité de la solution) et (AI —T) ™" est continu (bien posé). o

p(T) — L(H)

Exercice 3.4 On considére 'application résolvante Ry : 1
A= (T =X~

}, avec H Hilbert. Montrer

(identité de la résolvante), pour tout Ag, A € p(T) :

Rr(A) = Rr(Ao) = (A = Ao) Rr(A) Rr(Xo). (3:5)

Réponse. (T — X))~ — (T = XoI)™' = (T = XI)"HT = XoI) " ((T — XoI) — (T — M) car T commute avec lui-méme et
avec 'identité. =

Remarque 3.5 Pour la mécanique quantique, avec E Hilbert complexe, pour T : E — FE linéaire (T est un
opérateur) de domaine D C F, le spectre est
p(T):={NeC:A— X :D — E bijectif et (A —XI)"!: E — D continu }. wa

Exercice 3.6 Soit T, : L*(]0,1[) — L?(]0, 1]) 'opérateur de multiplication donné en (2.18). Calculer p(T).
(Pour la suite.) Soit ¢, (z) = v/2sin(nmx). Montrer que (¢,,) est une famille orthogonale dans L2(]0, 1]).
Calculer ||Top||rz et lim, oo ||T@n||r2 (donc T n’est pas compact).

Réponse. Ici T est borng, avec ||T|| < 1, car ||Tf||3. = fol 22 f(z)? de < fol f(@)?dz = ||f||3-

Si A € p(T) alors, ayant (T — AI)(f) = (p — A)f, Vinverse de T — A est opérateur Sy : L? — L? donné par
Sx g = 55 Eneffet (I'= Al) o Sa)(g) = (T' = M)(Sx(9)) = (T = M)(3%) = (¢ — M)(3%5) = g de méme que
(Sx o (T = AD))(g) = Salpg — Ag) = #1532 = g.

Si A ¢ [0,1] alors [[SyfEs < (sbueioy) m) i 2@ do = (upepo i) IfI32, done Sx : Z200,1) —
L?(]0,1]) est borné, donc R — [0,1] C p(T).

Sinon A € [0, 1], mais alors Sy n’est pas défini sur L?(]0, 1[) tout entier : prendre g = 1j0,1; qui est bien dans L? mais
pour laquelle Syg n’est pas dans L? (la fonction ﬁ n’est pas intégrable au voisinage de A). Donc p(T) =R — [0, 1],
donc o(T') = [0,1].

Remarque : dans ce cas A € [0, 1], le domaine de définition de Sx est D = {g € L*(]0,1[) : -9 € L*(J0,1[)}, avec
D dense dans L*(]0,1]) : par exemple, pour A = 0 (plus facile a écrire), si g € L*(]0,1[), alors h,, = 1[%’1]g € D, et

[lg = hnllzz — O (immédiat). (Faire le paralléle avec la remarque [2.16)).
w, donc fol sin®(mnz) de = § et fol sin(rnz) sin(rmzx) dz = 0 pour
n # m, donc (¢n)n+ est un famille orthonormée. Et T, (z) = zv/2sin(rnx) donne ||Ty,|[32 = fol x? sin®(mnz) de =
1 1

6 2mn

(Pour la suite : on a sinasinb =

—nooo % # 0, et donc T n’est pas compact, voir la suite.) an

Exercice 3.7 Soit Ty : u — iu’ Popérateur de dérivation donné en ([2.19).
1- On considére Dy = {u € H'(]0,1]) : u(0) = 1} et T,; : D1 — L*(]0, 1[). Montrer que p(Ty) = 0.
2- On considére Dy = {u € H'(]0,1[) : u(0) = 0} et Ty : Dy — L2(]0, 1[). Montrer que p(T,) = R.

Réponse. 1- Pour T : D; — L*(]0,1[), considérons le probléme : trouver uy € Di t.q. (Ty — M)uy = 0, i.e., trouver
ux € H(]0,1]) t.q. iuh — dux = 0 et ur(0) = 1, i.e., uh(z) = —iAuxr(z) et ux(0) = 1 : on obtient ux(z) = e~**. Donc
Ker(T; — M) D Vect{e~**}, donc Ty — Al n’est pas injectif, donc Ty — M n’est pas surjectif. (Ici tous les A € C sont
valeurs propres de Ty.)

2- Cherchons un inverse (Ty — A)~" : L?(]0,1]) — Do de Popérateur T; — A\ : Do — L?(]0,1[). Donc, pour
f € L*(]0,1[) cherchons u € Dy t.q. iu' — Au = f. Solution homogéne up(x) = e~ ***. Solution particuliére u,(x) =
c(z)e”*, donc t.q. ic'(x)e”* = f(x), donc ¢/(x) = —if(x)e™”, donc c(z) = —i [ f(y)e"™’ dy (& une constante
prés), donc up(z) = —ie ™® Iy f(y)e? dy. Donc solution générale u(x) = ce™* 4 u,(z), avec u(0) = 0, donc ¢ = 0,
donc u(x) = up(x). Donc (Ty — M)~ : L?(]0,1[) — Do est bien défini. Montrons que (Ty — AI)™! est borné. On a
fup ()] < [ 1) dy < S2 1@ dy = (L 1fDee < IMllgallfllze = 1fllze, et wh(@) = —i(—iNe ™ [T f(y)e™ dy —
ie” ™ f(x)e™ = (—iNup(x) —if (), donc ||up||rz = [|fllr2, et lupllre < [Al[Jupllr2 +[1f]lz2 < 2[[f]|z2, donc [Jup|[F =
511122, done |[(Ta — M)~ ()|l a1 = ||upl|lar < V/5]|f]|p2- Done (T — M)~ ! est borné, donc p(T) = R. un
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25 3.3. Spectre et spectre ponctuel

3.3 Spectre et spectre ponctuel

Définition 3.8 Oun appelle spectre de T € L(FE) lensemble o(T) des scalaires A tels que T — AI ne soit pas
inversible dans L(F) :

o(T) =R — p(T), (3.6)
ie.:
soit (T'— AI)~! n’existe pas,
Aeo(T) <
soit (T'— NI )~! existe mais ||(T — ) 7!|| = oo. (3.7)
= T AN ¢ Ly(E) < (T — \)™! n’existe pas dans L(E).
Exemple 3.9 Suit de l’exercice: o(T) ={0,1, 2, ceey %, ~={0}UAn)nx. un

Définition 3.10 On appelle spectre ponctuel de T' € L(FE) ensemble :

op(T) = {A e R: Ker(T — \I) # {0}} (3.8)
={AeR:3Fw#0, T(v) = M} = {\ valeur propre de T'}. '
Donc X € 0,,(T') ssi Ker(T — XI) # {0}.
Si A € 0,(T) alors X est appelé valeur propre, Ker(T' — AI) est I’espace propre associé, et un vecteur
v € Ker(T — AI) — {0} est un vecteur propre associée & A (également appelé fonction propre associée si E est
un espace vectoriel de fonctions).

Exemple 3.11 Suite de l’exemple: op(T) ={1,%,....2,..} = (M) (on a T.&, = \,&p). a

Remarque 3.12 Rappel : en dimension finie, on a o(T") = 0,(T’) : un endomorphisme 7' € L(R™) est toujours
borné (continu), voir exercice [2.10} et est bijectif lorsqu’il est injectif, voir exercice

Mais c’est faux en dimension finie : suite de l’exemple: pour A = 0 on a Ty (borné) est inversible d’inverse
(Tp) ™! non borné (de matrice généralisée diag(1,2,...,n,...)). oa
Proposition 3.13 Pour T € L(E) :

1- ensemble résolvant p(T) est ouvert dans R,

2-0,(T) C o(T),

3- le spectre o(T') est compact dans R, et o(T) C [—||T|, ||T]]-

Preuve. 1- p(T) est ouvert est un corollaire du corollaire

2- Et si A € 0,(T) alors T — A n’est pas injectif car Ker(T — M) # {0}, donc n’est pas bijectif, donc
A & p(T), donc X € o(T).

3- Et le complémentaire d’un ouvert étant un fermé, o(7T') est fermé. De plus o(T') est borné, étant inclus

dans [—||T||,+||T'||], puisque pour A en dehors de cet intervalle, on a |[$7|| < 1, donc I — 1T est inversible,
cf. (2.33). Donc o(T') est borné, donc, étant fermé, est compact dans R. =h
Remarque 3.14 ||T|| peut étre ou non dans o(7"), voir (3.12) et exercice [3.19 a

Exercice 3.15 Soit T : £2 — (2 I'opérateur (I’application linéaire) 7" de multiplication par une suite (\, )y

bornée : montrer que o(T) = o,(T). wa

Exercice 3.16 Soit T l'opérateur de L?(]0,1[) de multiplication par la fonction identité ¢ : @ — p(z) =z :

T:L2(0,1]) — L2(]0,1])
f —Tf=7fp, note Tf=af,

ou donc, pour tout z €]0,1[, on a (Tf)(z) = zf(x).

Montrer que o, (T') = (Z) et o(T) =[0,1] : il n’y a pas de valeurs propres alors que le spectre est un intervalle
fermé non vide.

(Pour la suite.) Soit ¢, (z) = v/2sin(nmwz). Montrer que (¢,) est une famille orthogonale dans L?(]0, 1[).
Calculer ||Typ||r2 et lim, o0 ||T¢n||2 (donc T n’est pas compact).

(3.9)

Réponse. Pour f € L?(]0,1[), Tf est la fonction donnée par Tf(z) = xf(x) pour presque tout = €]0,1[. L’opérateur T
est linéaire car ¢(f + A\g) = pf + Apg pour tout f,g 6 L et tout )\ 6 R.

1- T est borné, avec ||T|| < 1, car [|Tf|[2: = [ a?f(z)?dz < [ f(z)*dz = ||f]|2.

2-Soit AeR.SiTf =Af,ie sipf =Af,ie. si pour tout = € [0 1] on a z f(z) = Af(z), alors f(x) = 0 pour tout
x # A, donc f = 0 presque partout, donc f = 0 dans L? : il n’existe pas de valeur propre, i.e. o, (T) = 0.
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26 3.4. Propriété : spectre et diagonale de T

3- Si A € p(T) alors, ayant (T'— XI)(f) =
Sx g = ;%5 En effet ((T'— AI) o S\)(g)
(Sx o (T = AD))(g) = Sx(pg — Ag) = 2232 = g.

Si A ¢ [0,1] alors cet inverse est b1en défini de LQ(]O 1[) a valeurs dans L*(]0,1[) car pour f € L*(]0,1]) on a
||S>\f||2L2 > (SUPze[o 1] (@— A)z fo f2 )dx = (SUPze[o 1] (x ,\)2 )HfHL2

Sinon A € [0, 1], mais alors S n'est pas défini sur L>(]0, 1[) tout entier : prendre g = 1j0,1[ qui est bien dans L* mais
pour laquelle Syg n’est pas dans L? (la fonction ﬁ n’est pas intégrable au voisinage de A). Donc p(T) =R — [0, 1],
donc o(T') = [0,1].

Puis sinasinb = w donne fol sin®(mna)dr = 1 et fol sin(rnz) sin(rmz) dz = 0 pour n # m donne

1

(¢n)n+ famille orthonormée. Ty, (x) = zv/2sin(mnz) donne HT(aniz = fol 22 sin? (mnzx) doe = 5= ﬁ —Fn—oo § L.

(¢ — A)f, linverse de T — AI est Uopérateur Sy : L? — L? donné par
= (T =AD(SA(9) = (T = AM)(3%5) = (¢ = A(F%3) = g de meéme que

Remarque : on peut se demander si, dans le cas A € [0, 1], Popérateur S est borné sur son domaine de définition D :
prenons le cas A\ = 0 pour simplifier I'écriture (les autres cas sont laissés en exercice). Alors D = {g € L*(0,1[) : 19 €
L?(J0,1])}, et T': D — L*(]0,1[) donné par Tf = xf est bijectif d’inverse S : L?(]0,1[) — D donné par Sg = 1g: on a
bien T'S = I et ST = I (algébriquement).

Mais S n’est pas borné sur D. En effet prendre g, = 1[ 1) , faire le dessin.

On a g, € D car ||gn||32 = f1 dr <1< o0, et||q"||L2 fl }dzf[ff} =n—1<oo.

Donc [|Sgn||z2 = ||22]]72 — oo alors que |[|gn|[72 < 1. Donc § est non borné.

Et on peut noter que D est dense dans L*(]0,1[) : si g € L?*(]0,1]), alors h,, = L1 9 € D, et llg — hnllrz — 0
(immédiat). (Faire le paralléle avec la remarque [2.16]). =

3.4 Propriété : spectre et diagonale de T
Pour T € L(H), soit Sy (0,1) = {z € H : ||z||g = 1} ="°' S (la sphére unité), et soit

mp = 1r61f (Tz,z)g, Mr= sup(Tx T)H, (3.10)
T €S

soit my = inforo (Tier, i )i et Mr = subyso (T iy oy ) -
Donc my < (Tz,z)g < My pour tout z € S, et il existe une suite (z,)y+ et une suite (y, )y« dans S t.q.

myp = lim,_, o (T‘Tm xn)H et Mr = limnaoo(Tym yn)H

Lemme 3.17 m_7 = —My et M_7 = —m7. Et

imp| < |IT|| et [Mrp|<||T]|. (3.11)

Preuve. Pour tout x € S, m_r < (-Tz,2)g < M_p donne —m_p > (Tz,x)yg > —M_r; et I(x, )y dans S t.q.

m_p = lim, oo (—T2p, Tn)g = —limy, oo (TTy, n) g, done t.q. —m_p = limy, oo (Tp, Tpn ) g < M7, et I(yn)N

dans S t.q. Mp = hmn%oo(Tynvyn)H = _hmn%oo(_Tynayn)H; donc —Mp = hmn%oo(_Tynayn)H > m_r,
donc My < —m_7p; donc m_p = —Mrp ; donc mp = —M_qp (dessin). Puis on applique Cauchy—Schwarz :

soit une suite (x,)y« dans S t.q. My = lim, oo T (@, Tn)m; done |Myp| = limy oo [T (@0, n)m| <

limy,—s o0 || 720 || g l|Znl g < limyeo [|T)] 20|13 = ||T||, done |Mz| < ||T|]; idem avec mr. un

Proposition 3.18 Soit T' € L(H). On a :
o(T) C [m, M], (3.12)

ie., p(T) DR — [m, M]; donc si A ¢ [m, M) alors \I - T € Ly(H), i.e. I — £ € L;(H).

Preuve. (Application du théoréme de Lax-Milgram.) Soit A > M. Montrons A € p(T'). Construisons de
(M —T)7'. Pour f € H, connaitre z = (A — T)~! f c’est résoudre le probléme :

trouver x € H tel que : ) trouver x € H tel que :
soi (3.13)
(M -T)z=f a(r,y) = (f,y)n, VyeH
ol on a posé :
a(z,y) = (M - T)z,y)u,  Va,y € H. (3.14)

a(-,-) est bilinéaire (immeédiat), continue avec ||a|| < A+||T|| (immédiat), et (M —T)x,z)g > (A—M)||z||%, d’ott
a(-,-) est a-coercitive avec « = A—M > 0. Et la fonction ¢ : y € H — £(y) = (f,y)g € R est linéaire et continue
sur H, avec ||4|| < ||f|lg (immédiat). Donc le théoréme de Lax-Milgram indique que le probléme est bien
posé : il admet une unique solution z = x(f) € H (existence de 'opérateur (A —T)~1) avec ||z(f)||z < ||f||#
(la solution x dépend contintiment de la donnée f), et donc 'opérateur (AI —T)~! est bien borné (par 1. Donc
X € p(T), donc |M, co[C p(T).

Pour A < m, on considére S = —T (au lieu de T') : on a —m = sup(—T'z,z)g = sup(Sz, )y et p = —A >
—m. Le calcul précédent donne p € p(5), donc A € p(T') (car —(AI —T) = pl — S). ua
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27 3.5. Spectre d’un opérateur borné autoadjoint

01

Exercice 3.19 Dans R?, [T] = (0 0

Donner p(T).

>. Calculer M, m et ||T||. Et vérifier qu’ici |m| et |M| sont < ||T|.

Réponse. Avec ¥ = (cosf,sinf) on a T'Z = (sin6,0) donc ||[TZ||gz = |sinf|, donc ||T|| = 1; et on a (TZ, T)gz =
cosfsinf = §sin(20), dot m = —3 et M = L.
Et 0 est vp double, 0,(T") = {0} = o(T") (on est en dimension finie), donc p(T)) =R — o(T) = R™. =

Exercice 3.20 Soit B = {z € H : ||z||g < 1} boule unité. Dans la prop que se passe-t-il si on remplace
m par infg(Tx,z)y et M par supg(Tz,z)y 7
Réponse. 1- Si T' > 0 alors M > 0 et sup),,<1(T2,2)u = sup|,|,=1(T'z,x)g = M, rien de changé pour M. Et
inf||3) ,<1(Tz,2)n = 0 < m, donc le résultat reste vrai mais est moins précis.

2- Idem si T' < 0 (considérer —T).

3- Sinon on a m = inf)|y) ;=1 (T, z)n et M =sup, (Tx,x)n, donc rien de changé. un

[lg=1

3.5 Spectre d’un opérateur borné autoadjoint
On reprend S ={zeH:|lz|lg =1}, m=infs(Tz,z) g, et M =supg(Tx,x)p.
Proposition 3.21 Si T € L(H) est autoadjoint alors :
T = sup |(Tz,z)u| (= max(|m],[M]), (3.15)
et on dit que le sup est obtenu “sur la diagonale” (quand T est autoadjoint).

Si de plus T' est positif, alors la forme (trivialement) bilinéaire (-,-)r : (z,y) = (z,y)r = (Tx,y)nx est un
semi produit scalaire (c’est un produit scalaire si T autoadjoint est défini positif). Et :

vee H, ||Te|ln < VITIIVI(Tz,2)nl. (3.16)

Preuve. On a toujours ||T| sup |(Tx,y) | > sup |(Tz, z) g| (trivial). Réciproquement : on a (T'(z+y), v+y) g —
z,y€S €S
(T(z—y),z=y)n = (Tz,2)n + (Tz,y)un + (Ty,x)n + (Ty,y)n — (Tz,2)u + (Tx,y)u + (Ty, 2)w — (Ty, y)u,
d’ott si T* =T alors
A[(Tz,y)u| = [(T(z+y), 2+y)u — (T(z—y), 2—y)u)|

D’ou, pour z,y € S, z+y # 0 et z—y # 0 (cas z+y = 0 et z—y = 0 immeédiats car alors y = +x),

Tty Tty 2 Ty Ty
(T, y)m| < |lz+yll3 (T ; )+ =yl (T :
le+ylla " [letyllm le=ylla " [le—yllm
< clllz+yllfy + lle—yllz) = c@lallf +2lylli) =4e, ov ec= sup [(Tz2)nl.

[lz]lm <1

Dot [(Tz,y)u| < c=sup,eg |(T2,2)u| pour z,y € S. D’ou sup |(Tx,y)u| < sup |[(Tz,z) |, d’ou (3.15).
z,y€s €S
SiT=T*et T >0 alors la forme bilinéaire (z,y)r = (Tz,y) est symétrique positive, et on peut appliquer

Cauchy—Schwarz : pour tout z,y € H, on a |(z,y)r| < +/(z,2)r\/(y,y)r, donc

(Tz,y)u| <V (Tx,2)a/(Ty.y)u < v/ (Tx,2) [ 1T [yl

Si Tx # 0 alors y = HTzll donne ||Tz||y < +/(Tz,z)u+/||T||#, inégalité encore vraie pour Tz = 0. L

Remarque 3.22 Si T # T* alors (3.15) est faux; exemple : T' € L(R?) donné par la matrice (0 1) relati-

0 0
vement & la base canonique (€7,é5) de R?; on a (T 62,61)R2 =1 donc [IT|| > 1, cf. -, alors que ||Z||gz = 1,
x = (cosf,sinf), donne |(T.%, T)gz| = |COS€Sm 6] = 3|sin(260)| < 1. Mais ici T’ n’est pas autoadjoint. ua

Proposition 3.23 Soit T' € L(H) (opérateur borné) autoadjoint (T =T*).
1. Les sous-espaces propres associés & deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux : si A, Ay € op(T),

A1 75 Ao — Ker(T — )\1[) 1 KGT(T — )\2[) (317)

De plus si T est positif, ses valeurs propres éventuelles sont positives.
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28 3.5. Spectre d’un opérateur borné autoadjoint

2. Si H est séparable, alors le spectre ponctuel o,(1T") est au plus dénombrable : il y a un nombre au plus
dénombrable de valeurs propres. (Mais on ne peut rien dire sur le spectre continu.)

3. m,M € o(T), et plus précisément :
1- Avec , si le sup M = supg(T'z,z)p est atteint alors M est valeur propre, i.e. M € o,(T) :

si Azsup € S t.q. M = (Txsup, Tsup)u alors Taeyp = Mgyp. (3.18)

(En particulier si T autoadjoint est > 0 alors M = ||T||, et si ||T|| est atteint alors ||T|| est valeur propre.)
Idem : si 'inf m = infg(Tx,z) g est atteint alors m est valeur propre.
2- Si le sup M n’est pas atteint, alors M € o(T)—o,(T) (application linéaire (T'— MI)~* : ImT — H existe
mais n’est pas continue). Idem, si I'inf n’est pas atteint alors m € o(T') — 0,(T).
En particulier si ||T|| n’est pas atteint alors ||T|| € o(T) — o,(T).

4. Sio(T) C {0} (i.e. o(T) est vide ou réduit a 0), alors T = 0.

Preuve. On écarte le cas trivial T' = 0.

1. T est autoadjoint donc (T'x1,x2)y = (x1,Tx2)y pour tout x1,z9 € H. Do, si Tz = Mz et Tog = Aaxo
alors Aj (21, 22) g = Aa(21,22) . D’ott si Ay # Ay alors (z1,22)g = 0, i.e. 21 Ly xo. Et si T est positif alors
0 < (Tl‘l,l‘l)H = )\1||l‘1||%{ d’ou )\1 > 0.

2. H étant séparable est de dimension au plus dénombrable. Et les vecteurs propres étant orthogonaux (théoréme
précédent), quitte a les normer, on applique le théoréme m : prenant un vecteur propre ¥U; pour chaque
valeur propre \;, les ¥; étant 2 & 2 orthogonaux forment une famille libre donc au plus dénombrable, d’ou les
A; forment une famille au plus dénombrable.

3. l-a- Cas T positif, i.e., (T'z,x)y > 0 pour tout = # 0. Si le sup est atteint alors donne : Jzg,p € S t.q.
M =||T|| = (TZsup, Tsup) & > 0. Donc T'zgy, # 0 et Cauchy—Schwarz donnent, avec ||zgup|lg =1 :

si TZsup Hxsw alors ||T'|| = (szup7xSUP)H < ||szup”H Hxsup”H <||T] ||xsup||H ||xsup”H = ||T],

donc ||T'|| < ||T||, absurde. Donc Txgup || Zsup (# 0), donc I € R t.q. Txsup = AZsup, donc A est valeur
propre de T associé au vecteur propre Zgyp.

1-b- Cas général (T non nécessairement positif). On pose U = T + ||T||I. Trivialement U et T ont les mémes
vecteurs propres : TZ = \Z & (T + ||T||)Z = (A +||T||)Z. Et U est autoa d'oint (car T et I le sont). Et U

est positif car (U, al)ir = (Ta + ||Tl|z, 2y = (Tz, )i +||T||(z, x])g >EL || [|2|; + || T [|]|F > 0
pour tout z. Et si ||U]|| est atteint, alors p = ||U]|| est valeur propre, donc A = p — ||T|| est valeur propre de
T=U—-|T|.

1-c- Idem pour m = inf(Tz, ) en considérant —7" au lieu de T

2- Cas T > 0 (autres cas en exercices). M n’est pas atteint : iz € S t.q. M = (T'z,r)g, mais I(x,)y € SV
q- (Txp,20)g — M = M||z,||5 = M(2p,2,) g = (M, 2,)5 (définition de M), donc
n—oo

(MI-T)xn,zn)g — 0. (3.19)

n—oo

Si M est valeur propre alors 3z € S t.q. Te = Mz, donc (Tz,z)y = M : faux ici. Donc M ¢ 0,(T") (n’est
pas valeur propre). Supposons M € p(T), i.e. MI — T inversible d’inverse borné : C := ||(MI-T)7!|| < oc.
Comme x, € S et 2, = (MI-T)"Y(MI-T)x,, on a

1= lanllg < I(MI=T)"HI[(MI=T)zn|lz = CI(MI=T)zn||1

- (3.20)
< CV||IMI-T||/(MI-T)xp,x,) 1 !
Et 1 —,, 0 0 est absurde. Donc M ¢ p(T'). Donc M € o(T).
4. On am,M € o(T) donc si o(T) C {0} alors m = M = 0, donc ||T|| = 0 cf. (3.15), donc T" = 0. wa

Exemple 3.24 Si T € L(¢?) est 'opérateur diagonal de matrice diag((\,)n+), dans la base canonique, avec
(An)n- suite positive décroissante vers 0, alors m = 0 appartient & o(T") et m ¢ o, (T). ua

Exercice 3.25 Suite de I’exercice Calculer ||T)]. Ici ||T|| n’est pas atteint.

Réponse. T : f € L*(10,1]) — Tf = =f € L*(]0,1]), cf. ) T est autoadjoint (Tf,g)r2 = fol zf(x)g(x)de =

fo z)xg(z)dr = (f,Tg)r2 donne T = T*. Et (Tf, f)r2 = fo zf(z)’de < fo Vde < HfHLz, don ||T]| < 1,
cf. 1; SOltfn Vil _1ggonallfallie = [ s nde =1, et||T||>(Tfn,fn 12 = fl 1a:ndx>f1 (1-Yyndz =
)

(1-)nt=1- ;—>n_>oo1 D’ou ||T]| > 1. Do [IT|| = 1. Et ||T|| = 1 n’est pas atteint car T' w'a pas de valeur
propre. Vérification : Tf = f donnerait (Tf, f)p> = ||f||32 avec (T'f, f)r2 = fol zf(x)?* dzx, donc fol(aztfl)f(oc)2 dx =0,
donc f = 0 p.p., donc f = 0 dans L*(]0, 1[), impossible pour un vecteur propre. un
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4 Opérateurs compacts

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et T' € L(H; H). On souhaite savoir s’il y a des opérateurs
“simples” qui se comportent comme les opérateurs dans L(R™; R") (“diagonalisable”).

On va voir que oui ... : dés que T': H — H est un opérateur borné autoadjoint compact qui n’a pas 0 pour
valeur propre. Applications aux opérateurs de type Laplacien.

4.1 Compacité : rappels

Voir le cours de topologie de 3éme année pour les détails sur les compacts. On rappelle que la compacité
permet d’avoir de nombreux théorémes d’existence.

4.1.1 Rappels : topologie
Soit E un ensemble, P(E) I’ensemble des sous-ensembles de E, et un ensemble de sous-ensembles O C P(E).

Définition 4.1 (Topologie) O est une topologie sur E ssi :

04 :EcOetheO.

O : Stabilité par intersection finie : pour tout J ensemble fini, pour toute famille (U;)ics ot U; € O pour
touti € J, on a (e, Ui) € O.

Os : Stabilité par union quelconque : pour tout ensemble I (quelconque), pour toute famille (U;);cr 0w U; € O
pour tout i € I, on a (U,c; Us) € O.

(E,O) est alors un espace topologique, et les éléments de O sont les ouverts de E (relatifs a O).

Exemple de la topologie usuelle de R engendrée par les intervalles ouverts : O; “intersection finie” s’impose :

les intervalles U,, =]0,1 + %[ sont ouverts, mais leur intersection (), cy. U, =0, 1] n’est pas ouvert.

Définition 4.2 (Topologie induite) Si (E, Q) un espace topologique et si F C E, alors la topologie dans F'
induite par E est la topologie F = ONF ={UNF:U € O}.

(On vérifie immédiatement que F est une topologie dans F.) (Exemple : dans F = R usuel, F' = [a,b] C R
est considéré muni de la topologie induite.)

Définition 4.3 (Topologie séparée) Un espace topologique (E, Q) est séparé ssi

Oy :siz,y € E et x #y alors il existe deux owverts U, et Uy tels que x € U, y € Uy et U, N U, = 0.
Définition 4.4 (Métrique) Une application d : E x E — R, est une distance ssi :

M : (d(z,y) =0) < (x = y) (séparation),

My : symétrie : d(x,y) = d(y, x) pour tout x,y € E,

Ms : inégalité triangulaire : d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) pour tout x,y,z € E.
Un espace métrique est un couple (E,d) ot E est un ensemble et d(-,-) est une distance sur E. Et alors une
boule (ouverte) B(x,r) de centre x et de rayon r > 0 l’ensemble :

B(x,r)={y € E :d(z,y) <r}, (4.1)
et boule fermée de centre x et de rayon v > 0 l’ensemble B(xz,7) = {y € E : d(z,y) <r}.
(Un espace métrique est séparé, et 'ensemble des boules ouvertes engendrent la topologie métrique.)
Eg., la distance usuelle dans R est donnée par d(z,y) = |y — z|.

Définition 4.5 (Suite convergente) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. Une suite (z,)n~ dans E est conver-
gente (dans E) ssi
HeE, dz,,l) — 0, (4.2)

n—oo

i.e. A€ E,Ve>0, 3N, Vn > N, d(xy,l) < e. Et{ est alors appelée la limite de la suite (x,,).

Définition 4.6 (Suite de Cauchy) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. Une suite (zy,)n~ dans E est de Cau-
chy ssi
d(xp, Tm) — 0. (4.3)

i.e. Ve >0, AN, Yn,m > N, d(xn, Tm) < €.

Une suite convergente est toujours de Cauchy car d(xy,, ) < d(xy, £) + d(¢, ), mais une suite de Cauchy
n’est pas toujours convergente : Eg. dans Q prendre une suite de Cauchy qui “converge dans R” vers 7 (¢ Q).

Définition 4.7 Un espace métrique (E,d(-,-)) est complet ssi toute suite de Cauchy dans F est convergente
dans F.

Eg., R usuel est complet (et Q usuel n’est pas complet).
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30 4.1. Compacité : rappels

4.1.2 Compacité de Borel et Lebesgue

Définition 4.8 (Borel-Lebesgue) Soit (E,O) un espace topologique séparé et K C E. K est compact dans
E ssi quelque soit le recouvrement | J;c; U; O K de K par des owverts U; C E, o I est un ensemble quelconque,
il existe un sous-recouvrement fini | J,c ;Ui D K ou J C I est de cardinal fini.

Exercice 4.9 Soit R muni de sa topologie O usuelle. Montrer : 1- E' = R n’est pas compact, 2- |0, 1[ n’est pas
compact, 3- E = [a, b] est compact pour tout a,b € R.

Réponse. 1- R C |J, ¢ ]k, k+1[, et il n’y a pas de sous-recouvrement fini (un recouvrement fini est borné).
2- UneN*]%, 1[=]0, 1], donc UneN*]%, 1[2]0, 1], donc UneN*]%, 1[ recouvre |0, 1[, mais il n’existe pas de sous recouvre-
ment fini qui recouvre ]0, 1[ (qui serait alors inclus dans un ] 5, 1[ : faux).

3- Si b < a alors [a,b] = @ est contenu dans tout ensemble. Si a = b alors [a,a] C J,¢; Us implique a € |J,¢; Ui, donc

Fig € I t.q. a € Uiy, donc {a} = [a,a] C Us,. Si a < b, soit A =déf {z € [a,b] : [a,z] a un recouvrement fini}. A est non
vide car a € A. Soit ¢ = sup(z € A). Il s’agit de montrer que c=b. Comme [a,b] C |J,c; Ui et c € [a,b], il existe k € T
ouvert tel que ¢ € Uy. Comme Uy, est ouvert il existe 7 > 0 tel que Uz D]c—n, c+7n[. Et [a,c— 2] a un sous recouvrement

fini (J,., Ui par définition de c. Donc [a,c+ 5] C (Uk U(Uses Ui)), et donc [a,c+ 2] a un sous recouvrement fini. C’est

absurde si ¢ < b par définition de c¢. Dot ¢ = b. un

4.1.3 Compacité de Bolzano et Weierstrass

Définition 4.10 (Bolzano—Weierstrass) Soit (E,d(-,-)) un espace métrique. K est compact dans E ssi :
pour toute suite (T,)nen+ € KN il existe une sous-suite (Zn, )ken= convergente dans K, i.e. :

N* — N*

V(2n) nen eKY, JzeK, In: ,
© kE — n(k) L

} fonct. strict. croissante t.q. x,, — x.  (4.4)
k—o00

4.1.4 Equivalence des définitions

Théoréme 4.11 Dans un espace métrique, les définitions de Borel et Lebesque et de Bolzano et Weierstrass
sont équivalentes.

(Voir poly de topologie.)

4.1.5 Caractérisation d’un compact a ’aide de boules

Dans la suite on ne considérera que des espaces métriques (F,d(-,-)). En particulier, pour tout ¢ > 0,
U.cr Be(,€) recouvre E (est égal a E).

Théoréme 4.12 Soit (E,d(-,-)) un espace métrique complet. Un sous-ensemble K C E est compact ssi

Ve > 0, du recouvrement U B(z,e) D K, on peut extraire un sous-recouvrement fini, (4.5)
zelE

ie., Ve >0, AN € N*, 3(z1,...,zn) € BV, Ufil B(x;,e) D K (dans un espace métrique il suffit de considérer
les recouvrements par des boules de méme diamétre.

(Voir poly de topologie.)

Exemple 4.13 a < b. E = [a,b] (topologie usuelle) est compact. Soit ¢ > 0 et |J,.p B(x,¢), recouvrement
de [a,b]. Si e > (b— a), alors B(%b,e) N [a,b] recouvre [a,b]. Si e < b — a, soit n = partie entiére de ”’T“, soit
zr = a+ ke pour k=0,..,n (donc a = xg et b < ). Alors J;_, B(zg,€) N [a, b] recouvre [a,b] (dessin).

En revanche |0, 1] = {J,, cx-] L 1] n’est pas compact, et ne s’applique pas. un

n’
4.1.6 Vocabulaire : relative compacité

Définition 4.14 Un sous-ensemble G d’un espace métrique complet E est dit relativement compact ssi son
adhérence G est compacte dans F :

G relativement compact g} G compact. (4.6)

Proposition 4.15 1- La caractérisation de Bolzano—Weierstrass dans un Banach peut se réécrire : G est rela-
tivement compact dans un Banach ssi de toute suite de G on peut extraire une sous-suite qui est de Cauchy:.
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31 4.2. Opérateur compact

Preuve. = : si G est compact, alors on peut extraire une sous-suite convergente, donc de Cauchy.
< : si de toute suite on peut extraire une sous-suite qui est de Cauchy, alors cette sous suite est convergente
FE car E est complet. Donc convergente dans G par définition de ’adhérence. Donc G est compact. un

4.1.7 Dimension infinie, Hilbert : la boule unité fermé n’est pas compacte

Rappel : en dimension finie, la boule unité fermé d’un Hilbert est compacte.

Théoréme 4.16 Soit (H,||.||r) un espace de Hilbert de dimension infinie. Une boule ouverte B(x,e) = {y§ €
H:||§—Z||lg < e}, otz € H ete >0, nest jamais relativement compacte (la boule fermé B(z,¢) n’est pas
compacte). Donc dans un Hilbert de dimension infinie un compact ne contient aucune boule ouverte : on dit
que les compacts en dimension infinie sont “plats” ou qu’ils n’ont pas d’épaisseur (ne contiennent pas de boule
ouverte aussi petite soit-elle).

(Ce théoréme reste vrai dans les Banach de dimension infinie, voir Brézis [4] p. 92).

Preuve. Soit (€,),en+ une suite orthonormale (construite par exemple a 1’aide de Gram—Schmidt), soit Z € H,
soit € > 0, soit &, = Z + 5€é,, donc (z,)n- est une suite dans B(z,¢). Et (#,)n+ n’admet aucune sous-suite

2
€ €
convergente, car n’admet aucune sous-suite de Cauchy : ||Z,, — Zn||* = ZHé’n + (—&m)l? Pythagore Z<||€n||2 +
> 1|12 62 [ ]
m = n,m—soo Y. LL]
1Enl?) = 5 A 0
Exercice 4.17 Soit (E,||.]|) un espace de Banach ou ||.|| une norme qui ne dérive pas d’un produit scalaire,

sinon cf. prop. précédente. Si F' C E et x € E alors on note d(z, F') = infycp d(y, ). Montrer :

1- Si E est de dimension fine, si © € E et si F' est fermé non vide dans E, alors U'inf,cp d(y, z) (= d(z, F))
est atteint, i.e., xp € F t.q. ||z — aFp|| = d(x, F).

2- En déduire : si E est de dimension infinie alors B n’est pas compacte (un des théorémes de Riesz).

Réponse. 1- Soit une suite (yn)nx € F t.q. ||z — yn||E —nooo d(z, F). Comme ||yn|| < ||z —ynl| + ||z]| et d(z, F) < oo,
la suite (yn)n- est bornée : y, € B(0,R) avec R = |z|| + maxn-(||z — yn||e). Donc y, € F N B(0,R) fermé borné
dans un espace de dimension finie, donc compact ; donc il existe une sous-suite (yn, ) convergente dans F' (fermé); soit
zr = liMg o0 Yn, € F lalimite : on a ||z — zr|| = limk o0 ||z — yn, || = d(z, F).

2- Soit z1 € E, z1 # 0 (existe car F est de dimension infinie donc non réduit a {0}). Soit y1 =

e € B (on a
[ly1]| = 1). Construisons y2 € B t.q. ||y2 — y1]| > 1. Soit V4 = Vect{y1} = Ry1, de dimension 1 donc est fermé (une suite
de Cauchy est convergente dans R). Soit 22 ¢ Vi ; avec 1-, soit v1 € V4 t.q. ||z2 —v1]| = d(z2, V1) (> 0 car Vi est fermé et

22 ¢ Vi). Soit y2 = ﬁ, donc ys € Bet yo —y1 = ﬁ -y = m(zg —w1) avec w1 = v1 + ||z2 —v1||y1 € V4,
donc [|z2 — w1|| > [|z2 — v1]], donc [ly2 — y1|| > 1. Puis Vo := Vect{yi,y2}, on construit z3 ¢ Vs, puis vz € V2 t.q.
||zs — v2|| = d(zs, V2), puis y3 = ﬁ, et |lys —yi|| > 1 pour ¢ = 1,2. Puis récurrence : on a construit une suite normée

(yn) djns B t.q. ||yn — ym|| > 1 pour tout n, m, donc aucune sous-suite de Cauchy, donc aucune sous suite convergente,
donc B n’est pas compacte. un

4.2 Opérateur compact
4.2.1 Deéfinition

Comme toute application, le domaine de définition étant donné, un opérateur T est caractérisé par ses
valeurs T'(z). On note By =%f By(0,1) la boule unité de E.

Définition 4.18 F et F' Banach. L’opérateur T € L(FE,F) (application linéaire continue) est compact ssi
T(Bg) (image de By par T') est relativement compacte dans F :

deéf
<~

T compact de L(E, F) T(Bg) relativement compact dans F,

g T(BEg) compact dans F.

(4.7)

On note K(E, F') 'ensemble des opérateurs compacts de L(E, F').
On a le lemme, qui donne d’ailleurs une définition équivalente :

Lemme 4.19 T € L(E, F) est compact ssi tout sous-ensemble Z borné de E a son image T(Z) relativement
compacte dans F'.
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32 4.2. Opérateur compact

Preuve. (i)« En effet, si tout sous-ensemble Z borné de E a son image T'(Z) relativement compacte dans F,
alors c’est également vrai pour la boule unité, et T est donc compact.

(ii)= Réciproquement, soit T compact et Z un borné de E. Donc 3R > 0 t.q. Z C Bg(0, R). Donc si (x,, )N+
est une suite de Z, alors (% )+ est une suite de Bg(0,1) =10t By, Donc, T étant linéaire, la suite (T )
est une suite de T'(Bg) relativement compact, donc cette suite admet une sous-suite de Cauchy dans F. Donc
(T'zp, )N+ est une suite de T'(Z) qui admet une sous-suite de Cauchy dans F. Donc toute suite de T(Z) admet

une sous-suite de Cauchy, donc T'(Z) est relativement compact, cf. proposition a

Exercice 4.20 Dans L(¢?), montrer que l'opérateur T de multiplication par une suite (\,)y- telle que
An 7+ n—00 n’est pas compact. En particulier I’identité I : £2 — ¢ n’est pas compacte.

Réponse. Par hypothése T'€, = \,é, et il existe une sous-suite extraite (An, )ren qui ne converge pas vers 0 : Ja > 0,

Vk € N, |A\n, | > a > 0. Donc la suite orthonormale (T'ey, )xeny n’admet pas de sous-suite de Cauchy car, pour k # £ on a

|[Ten, — Ten,|| = A2, + A2, > 2a® > 0, donc aucune sous-suite convergente. =

Exercice 4.21 Dans L(/?), montrer que l'opérateur T de multiplication par une suite (\,)n+ telle que
An —n—00 est compact. On notera B = By2(0, 1) la boule unité de ¢2.

Réponse. A T'aide de “Borel-Lebesgue”. Soit ¢ > 0 (fixé quelconque) et T(B) C Uger2 B(y,€) (recouvrement). Il

€

s’agit d’extraire un sous recouvrement fini. Ayant A, —n—0c0, AN=N. € N t.q. Vn > N, |\,| < 5. Soit (€;)n+

la base canonique de ¢*. Soit ¥ € B, ¥ = >.7°, x;€;, donc avec ||Z]|22 = >.0°,x7 < 1. Donc, par linéarité de T,

= N — oo -
=30 i€+ 37 n iy i€ donne

N [eS)
i=1 i=N+1
ol, notant Amaz = rrézg])*c(|)\n|) (existe dans R car (A,)n= est convergente) et R = Vect{&1,...,én} :
Fy = B(0, Amas) (| RY et Gy = B(, g) (car ||Z]| < 1). (4.9)

On a Fy fermé borné dans l'espace RY de dimension finie, donc Fy est compact dans RY, donc compact dans ¢2.
i e

Donc du recouvrement J;.,» B(7,5) de F on peut extraire un sous-recouvrement fini (JI_, B(#’,5) D Fn. Donc
T(B) C Fx + Gy C UL, B(#,5) + B(0,5) = UL, B(#¥,¢) (car & = §j;+7 € B(&¥, §) + B(0, §5) donne ||F—;|| <

j=1
T =25 |1 +[12] < 5+3)- .

Remarque 4.22 (hors programme). Cas particulier de la définition Mquand E = F ="°% [ est un Hilbert.
On montre aussi dans ce cas que : T € L(H) est compact ssi T(Bg) (image de la boule fermée) est compact.

Pour ce on a besoin d’utiliser la notion de topologie faible, voir Brézis [4], la boule unité étant alors faiblement
compacte (i.e. compacte pour la topologie faible). Voici comment :

Si (y,)n- est une suite dans T(Bp), il s’agit de montrer qu’on peut en extraire une sous-suite qui converge
dans T(Bpg). Soit (2, )y une suite dans By telle que y,, = T, (une telle suite existe car y, € T(Bg) pour
tout n).

Comme By est faiblement compacte, il existe une sous-suite (x,, )ren+ qui converge faiblement vers un
x € By : pour tout 2 € H, (Tn,,2) 0 —k—00 (T, 2) 1.

Donc en particulier, pour tout z € H, (zn,, T*2) g —k—oo(x, T*2) g, ot T* est I’adjoint de 7.

Donc, pour tout z € H, (T%y,, 2) H —k—oo(TZ, 2) .

Comme T est bornée, T(By) est bornée dans H, donc (T'zy, )ken< = (Yn, )ken= est bornée, donc faiblement
convergente dans H : il existe une sous-suite (yn,, Jeen< = (I, )een- qui converge faiblement vers un y € By :
pour tout z € H, (Txn,w yZ)H —i—00 (Y, 2) g Avec (Ta:n,w ,2)H —0—o0o(Tz, 2) g pour tout z, cf. ci-dessus, donc

Tz =y, donc y € T(By). Donc T(By) est compact. s

4.2.2 Propriété : suite orthonormale écrasée

Proposition 4.23 Soit H et G deux Hilbert de dimensions infinies. SiT € K(H,G) (opérateur borné compact),
alors :
si (en)n est suite orthonormale dans H  alors ||T(e,)|l¢ — 0. (4.10)
n—oo

@A

(En dimension infinie, une suite orthonormale est “écrasée” par un opérateur compact.)

32



33 4.2. Opérateur compact

Preuve. Sinon, quitte a extraire une sous-suite, Ja > 0 t.q. Vn € N*, ||Te,||¢ > a. Et T est compact, donc
I(en,, )ken+ (sous-suite dans le borné By (0,2)), t.q. (T'(en, ))ren= converge vers un y € G. Et T est continu donc
[|Ten,|lc > o donne ||y||¢ > a. Donc, par continuité du produit scalaire, cf. (1.36),

noté

0<a?<(y,9)g = lim (Ten,,y)g = lim (en,, Ty = lim (T*Y)n, ot (T*Y)n, = (T, en,.)n-
k—o0 k—o0 k—o00
(4.11)
Et, T*y € H et l'inégalité de Bessel (1.38) donnent [|T*y||3; > > . [(T*Y)n,|? donc > . (T*y)2, < oo, donc
(T*Y)n,, —k—00 0. Absurde avec a > 0, d’ou (4.10]). ==

Exemple 4.24 Soit dans /> = H = G usuel et T P'opérateur de multiplication par une suite A = ()\,)
relativement & la base canonique (€,,) dans £2. Montrer & 'aide de (4.10) : si T est compact alors A, — 0.

Réponse. (&, )nen- est une b.o.n. dans (£2, (-, -)s2) (Pespace £2 usuel). Donc ||T(€,)|| = |An| doit tendre vers 0 si T est
compact, cf. (4.10). an

Exercice 4.25 Montrer que T : f € L?(]0,1[) — z=f € L*(]0,1]) n’est pas compact

Réponse. Soit e,(x) = v/2sin(27nz) : la suite (e,) est orthonormée dans L?(]0, 1]). Et Te,(z) = v/2zsin(27nz) donc
[|Ten|22 =2 fol z? sin?(2rnz) dor = 2f01 :EQM dr —noo 5, done [|Tenl|72 Anooo 0. un

4.2.3 Dimension infinie : T compact n’est pas inversible d’inverse borné

Théoréme 4.26 Si H est un Hilbert de dimension infinie et si T € L(H) (opérateur borné) est compact alors
T compact n’est pas “inversible d’inverse borné” (en dimension infinie), i.e.,

dim(H) =00 et T compact = 0¢€o(T). (4.12)

Preuve. Si 0 € p(T), i.e. si T est inversible d’inverse borné T~!, alors T~1(By) est bornée, donc By =
T(T~1(Bp)) est relativement compacte dans H car T est compact, donc H est de dimension finie, cf. thm. m

Donc si H est de dimension infinie alors 71 n’est pas borné, donc 0 & p(T). oa

4.2.4 L’ensemble fermé des opérateurs compacts

Proposition 4.27 Soient E et F deux Banach. L’ensemble K (FE, F) est un sous-espace vectoriel fermé dans
L(E,F).

Preuve. Il est clair que c’est un sous-espace vectoriel. Montrons qu’il est fermé. Soit T}, une suite d’opérateurs
de K(E,F) telle que T,, — T dans L(E,F) (i.e. telle que ||T;, — T|| — 0). Montrons que T € K(E,F),
i.e., que T(Bg) est relativement compact dans F' & l’aide de Borel-Lebesgue. Soit € > 0 et le recouvrement
Uyer Br(y.e) D T(BEg).

Soit N € N tel que pour tout n > N on a ||T — T,|| < 5. Comme T,,(Bg) C U,cr Br(y,5) et T, est

compact, on peut recouvrir T,,(Bg) par un nombre fini £ de boules de rayon § : 3k € N, 3(y;)i=1,.x € FF t.q.:

k
T,(Bg) C U Br(yi,

i=1

%). (4.13)

donc si x € Bg, alors il existe i € [1,k] tel que T2 € Bp(y;, 5), ie||Thx—yllr < Et [|[Te—yillr =

1>
5.
[ Tx—Thzx + Thx—yillr < [|[T-To||||z||e + [|Thz—yil|lr < §+§ < e. Dot Tz € Bp(y;,e). Et donc que

T(Bg) C Ule Br(yi,€) sous-recouvrement fini : T(Bg) est bien relativement compact. s

4.2.5 Opérateur de rang fini

Définition 4.28 Si E et F' sont deux espaces de Banach, T' € L(E, F') est dit de rang fini ssi son image est de
dimension finie (son rang est fini) :

T de rang fini g dim(ImT") < oo. (4.14)

Comme dim(ImT) ="°% 1 < oo, on a ImT = Vect{ey, ...,e,} ot les e; sont des vecteurs indépendants
dans F', et dans Im7T les compacts sont les fermés bornés (Im7 est isomorphe & R™). D’ou :
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34 4.2. Opérateur compact

Lemme 4.29 Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Preuve. L’image de la boule unité est un borné car T" est borné, et un borné dans un espace de dimension finie,
ici ImT', est relativement compact (i.e. un borné fermé est compact en dimension finie). un

Corollaire 4.30 Si (T},) est une suite d’opérateurs de rang fini convergeant vers T € L(E,F), alors T €
K(E,F) (est compact).

Preuve. Puisque T, est de rang fini, il est compact, et K(F, F) est fermé dans L(FE, F'), cf. proposition ua

Exercice 4.31 Montrer avec le corollaire précédent que dans /2 = H = G, opérateur de multiplication par

une suite A = (\,) est compact dés que A\, — 0.
n—oo

Réponse. On considére la suite T d’opérateurs de multiplication par la suite tronquée ()\%N)), i.e. pour n < N on a
posé AV = An, €t pour n > N on a posé MY = 0. Autrement dit la matrice de T est la matrice diagonale dont tous
les termes sont nuls apreés le N-iéme.

Les Tn sont de rang fini N, car ImTn = Vect{€1,...,En}, et sont donc compacts. Et la suite (Tn) est convergente
dans L(E, F) vers T opérateur de multiplication par la suite (\,) (non tronquée) : en effet, pour & = (x,)n+ € £2, tel
que ||Z]|;2 < 1, ice. tel que 35 27 < 1, 0n a [[(T — Tn)&| |2 = [|(0,...,0, AN+1ZN8+1,--.)||e2 < SUP,> N1 [An| qui tend
vers 0 quand N tend vers co puisque A, fyd 0. Donc ||T — T|| — 0, et T est compact car limite des opérateurs de rang

fini TN . l.l

4.2.6 Hilbert et densité des opérateurs de rang fini dans K(F,G)

La réciproque du corollaire est fausse en général dans un Banach quelconque, mais vraie lorsque F' est
un espace de Hilbert (grace aux projections orthogonales) :

Théoréme 4.32 Soit E Banach et G Hilbert. Tout opérateur compact de K(E,G) est limite d’opérateurs de
rang fini. Autrement dit, I’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans K(E,G).

Preuve. Avec Borel-Lebesgue. Soit T' € K(E,G). Donc T(Bp) est relativement compact, donc, pour tout € > 0,
du recouvrement, UyeG Ba(y,e) on peut extraire un sous-recouvrement fini : IN, € N*, 3(y;)i=1,..n € GN .

N
T(Bg) C | Ba(yi. o). (4.15)

Soit Z. = Vect{y;,i = 1,..., N.} et soit Popérateur P, de projection orthogonale sur Z., opérateur qui existe
car Z. est un s.e.v. de dimension finie donc fermé.

L’opérateur T := Py o T est de rang fini car Im(T) C Z. Montrons ||T — || < e.

Pour x € Bg on a Tx € T(Bg) donc Jy; € Z t.q. Tx € Bg(ys,€), ie. ||[Tx —yil||lg < e. Bt Te—Tx =
Tx—Py (Tx) € Z* (car Py est la projection orthogonale sur Z ). Donc :

Ta —y; = (To—Tx) + (Lr—y;) € 2" @ Z,

donc ||Tz — yi||3 = ||[Te—Tz||% + ||Ex—yi||3 (Pythagore), donc ||[Tz — Tx||g < ||Tx — yi||lg < e. Vrai pour
tout € Bp, donc ||T — T|| < e. Vrai pour tout . Donc l’ensemble des opérateurs de rang fini est dense
dans K(E;G). ua

Corollaire 4.33 Si H et G sont des Hilbert, si T € L(H,G) est de rang fini alors T* € L(G, H) est de rang
fini. Et si T est compact alors T* est compact.

Preuve. Soit n := dim(T'(H)). Soit (g;)i=1,...,» une b.on. dans T'(H) ; donc pour x € H, Tx € T(H) et on a

n n

Tz = Z(Tx7gi)G 9i = Z(T*giaff)c 9i- (4.16)
i=1 i=1
Donc, pour y € G,

n n

(T*y,2)u = (1, Tx)a = Y (T g 0)a (v, 9)e = D ((4,9)a T"9i,7) -
=1 i=1

Donc Ty = Z(y,gi)gT*gi € Vect{T"g1,...,T*gn}. Donc dim(T*(G)) < n, donc T* est de rang fini.

i=1
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35 4.2. Opérateur compact

D’ou si T est compact alors T* est compact : en effet, si (T,,) est une suite d’opérateurs de rang fini tels
que T, approche T, alors (7)) est une suite d’opérateurs de rang fini qui approche T*, car ||T* — T|| =
(T —T,)*|| = ||T — T||, voir proposition [2.23]

4.2.7 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont des opérateurs qu’on rencontre trés souvent en physique. D’un point
de vue calcul, c’est le cas de I'extension du calcul matriciel aux espaces de Hilbert séparables de dimension
infinie (espaces qui admettent une b.o.n. dénombrable). On utilisera indifféremment le vocabulaire “b.o.n.” et
“base hilbertienne”.

Cadre : (H, (-, )u) et (G, (+,-)g) deux espaces de Hilbert séparables de dimension infinie. Soit (&;)y« une
b.o.n. de H.

Définition 4.34 On dit que T € L(H, G) est un opérateur de Hilbert—Schmidt ssi :

D NITE; % < oo (4.17)
j=1

On note :
Ly(H,G) (4.18)

Pensemble des opérateurs de Hilbert—Schmidt de H dans G. On note, pour T' € Ly(H,G) :

oo 1
def = 2
1Tl < (3 Nireiz) (4.19)

Jj=1

Soit (Gi)n+ une b.o.n. de G. On note T;; les composantes de T'¢; sur cette b.o.n. : pour tout j € N* :

ng = ZT”‘?“ ou donc Tij = (ng,gi)g, et ||T€]||2G = ZTZ (420)
Définition 4.35
T=Mylige (=10 (4.21)

est appelée matrice (généralisée) de T relativement aux b.o.n. choisies dans H et G.

Donc la j—éme colonne de la matrice généralisée [T;;] contient les composantes du vecteur 7'€; dans la
base (§;), cf. - Donc ||T||2 est 'extension de la norme matricielle de Frobenius en dimension finie donnée
par ||A]]2 = (Z” a?,)7 pour les matrices A = [a;;].

Proposition 4.36 On a, pour tout j € N* :

> 1
172 = (Y T5)=. (4.22)
ij=1
Ainsi opérateur T est dans Lo(H, G) (est de Hilbert-Schmidt) ssi ;- =1 T? < oo.
Et si T est de Hilbert—Schmidt alors T* est de Hilbert—Schmidt, et ||T||2 = ||T*2.
Et ||T||2 ne dépend ni de la base hilbertienne (€;)n+ choisie dans H, ni de la base hilbertienne (§;)n- choisie
dans G.

ol

Preuve Fublnl pour les séries de termes positifs donne 37, >°. = >, > —noté >_ij» & valeur dans [0, 00].

D’oi et (420) donnent (4.22).

Montrons que |[T*|| = ||T||- (g;) étant une b.o.n. de G, On a T€; = > .2, Ti;g; avec T;; = (T'€;,g;)c car
(i) est une b.o.n. dans G, d’ou ||T¢;||Z = > 2, [Ti;1* = >0y (T€), Gi)|* (Pythagore), d’ott avec Fubini pour
les séries de termes positifs :

oo oo
|T|‘2_Z||T6]||G_ZZ|Tejvgl ZZ (€, T"g)ul* = ZIIT* il (4.23)
j=11:=1 =1 j=1

car (€;) est une b.o.n. dans H. D’ou ||T*||2 = ||T||2 < oo, donc T™* est de Hilbert—Schmidt.
Et si (€;) et (g;) sont d’autres b.on dans H et G alors le calcul précédent montre Z;’;l ||Te;||Z =

S IT*Gilll = 3252, 1T |18 = 222, ||T*G:]|% : résultat indépendant du choix des b.o.n dans H et G. o
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36 4.2. Opérateur compact

Proposition 4.37 ||.||2 définit une norme sur Ly(H,G), norme qui vérifie :

T < 1172, (4.24)
Preuve. ||.||2 est visiblement une norme (positivité, homogénéité, inégalité triangulaire).
Pour Z = )%, ;€;, on a, sachant (g;) b.o.n. :
oo
TE=Y (T%§)c g = Z ZJSJ Tej, gi)a) Gi = Z Z%‘ﬂj)ﬁu
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

D’ot, (g;) étant une b.o.n., Pythagore donne [|T'7||g, = 3232, (3272, ,Ti5)*.
Et, pour i fixé, Cauchy-Schwarz dans ¢* donne (3-72, 2;Ti;)* < (3272, 23) (3072, T7). Dot :

o0 o0 o0 oo
rEE < (1) = 7% 3 T2 = @I
=1 j=1 j=1 i,j=1
Donc la constante ||T||2 vérifie : V& € H, ||TZ|¢ < ||T||2||Z||z- Et, par définition, ||T|| est la plus petite des
constantes ¢ t.q. VZ € H, ||TT||q < c||x|\H s dou [|T] < ||T|2- a

Proposition 4.38 SiT € Ly(H,G) (est de Hilbert—-Schmidt), alors T est limite d’opérateurs de rang fini, donc
T € K(H,G) (est compact).

Preuve. Soit (e,)n- est une b.on. de H. Soit T € Ly(H,G). Soit N € N*. Soit T l'opérateur T tronqué a
Vordre N, i.e. défini par Te; = T€; pour j =1,...,N, et Te; = 0 pour j > N. Donc ImZ = Vect{Tey,...,Ten},
donc T est rang fini. (La matrice [T] de T a toutes ses colonnes nulles a partir de la N+1-iéme.)

Et 3.2, ||Té]|% < oo, donc, pour € > 0, 3N, € N, Vn > N, 372 . ||Té]|3 < &%, donc

oo
IT-Tullz= > IITallE <<,

i=n+1
donc ||T — T,|| < e, cf. (4.24). Donc T est limite d’opérateurs de rang fini : T est compact. wa
Notations. Soit la forme bilinéaire (-, -)s : Lo(H, G) x La(H,G) — R définie par :
(5, T)2 =) (8¢, T¢)c, (4.25)
j=1
ot (&) est une b.on. dans H. Avec S€; = 3, Si;g; et Te; = 35, Ty;gx on a (S,T)2 = 3.5, SiTi; car

(Gi» Gr)a = k- Bt 3551 SijTij < ||S][2]|T|2 < oo (Cauchy-Schwarz dans ¢%), donc (S, T) est bien défini.

Théoréme 4.39 (-,)s est une produit scalaire dans Lo(H,G) de norme associée ||.||2, et (L2(H, G), (-, -)2) est
un Hilbert.

Preuve. (-,)2 est bilinéaire, symétrique, définie positive, de norme associée ||.||2 : immédiat.

Soit (T}, )n+ une suite de Cauchy dans Lo(H,G) : ||T—Tmll2 —n,m—o 0; donc || T, —Thnll2 —nm—oo 0,
cf. - : c’est donc aussi une suite de Cauchy dans L(H,G) complet (car G est un Hilbert donc complet),
donc convergente dans L(H,G). Soit T = limT,, la limite dans L(H,G). Montrons que T € Ly(H,G), i
S 1T < o0, puis [[T-Ta |2 — 0.

Soit (€;) une b.o.n. dans H, soit € fixé, soit N. t.q. Vm,n > Ng, ||[T,—Tnll2 < € (car (T,,) de Cauchy
dans Lo(H,Q)), i.e. Yoo |(Tn=Tw)éil|% < e. Comme ||(T—T),).€||lc = limp—oo |[(Tn—T0)-€il|c (continuité
de la norme cf. (1.35)), on a, pour tout k € N* et tout n > N, :

k k k
S I@-TalE = Y lim [[(Tu-T)E(2) = tim (3 [[(T L)) 2) (somme finie)
i=1 =1 =1 . (426)
< < _ > 112 < 2
< 1im ( ZH Ta=T)elE) <<%, done 3IIT-TENE <<
Donc :
S OITENE =D (T =Tn)é + Tu(@)|[& < Z2H (T-T)&Z + 2| Tn (@G < 2¢° + 2M,
= i= i=1
ot M = sup, ||T,]| < oo car (T,) est de Cauchy dans L(H,G). Donc Y i, ||T€]|% < oo, donc T € Ly(H,G).
Et (4.26) donne : pour tout € > 0, AN, > 0, ¥n > N, ||T-T,||]2 < €. Donc T,, — T dans Ls(H, G). ==
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37 4.8. Thm de Rellich : linjection canonique H'(Ja,b[) — L?(Ja,b]) est compacte

Exercice 4.40 Soit  un ouvert de R", soit H = L?(f2), et soit K € L?(Q x ), et soit T € L(H) I'opérateur
de noyau K, i.e. :

Tf(@) = K (Z, 4) f (4) dQ2. (4.27)
JEQ
Montrer que T est un opérateur de Hilbert—Schmidt. Et qu’ainsi on a défini un isomorphisme entre Lo (L*(Q))
et L?(Q x Q) alaide de (T}, €;) 2 = (K,€; ®€;)2(02) ol (€;)n- est une base hilbertienne de L*(€2) (la matrice
[T;;] de T est égale a la matrice [K;;] de K).

Réponse. Voir polycopié sur les opérateurs a noyaux intégraux (généralisation de la multiplication matricielle aux
fonctions sur un Hilbert séparable). un

Exercice 4.41 Montrer : pour T' € Ly(H, G), avec la notation (4.20) et &= > x;€; € H on a (échange des

signes ) : _ . N
Z D G= Y (T Go)- (4.28)
i=1 j=1 =1

uMg

Réponse. Avec (€;) b.o.n. de H et (g;) b.o.n. de G, d’une part :
TE =) (T%,5) ZZ% Té;,4:)c) g ZZ% ars
et d’autre part par linéarité de T :

1= 31 = Y (505300 5) = S (50170
J

D’ott le résultat. (Ce n’est pas Fubini.) =

4.3 Thm de Rellich : I'injection canonique H'(]a,b]) — L*(]a,b]) est compacte

C’est un des résultats essentiels du cours (permet d’appliquer le théoréme de décomposition spectrale) :
grace & ce théoréme on peut prouver que le “laplacien est diagonalisable dans une b.o.n.”; et en particulier qu’il
a un nombre dénombrable de valeurs propres (fréquences de résonnance).

On commence par regarder le cas des intervalles bornés de R, les démonstrations étant élémentaires grace
aux séries de Fourier. On regardera ensuite le cas des ouverts bornés de R".

L’identité I : L2(]0,1[) — L?(]0, 1[) n’est pas un opérateur compact puisque la boule unité est transformée
en elle-méme et que L?(]0,1[) n’est pas de dimension finie, voir théoréme
Par contre, en changeant les normes utilisées, Rellich a montré que ’'opérateur injection canonique

Lo = (H'(0, 1)), [ /) — (£200, 1)), [|-]]22),

(4.29)
u — Iijpu = u,

est compact (la boule unité de H! est vue comme étant étant un ensemble “sans épaisseur” dans L?).

Remarque 4.42 Attention, 'opérateur I1o n’est pas l'opérateur identité topologique :

1- Ce n’est qu’une identité algébrique : © — u = Ijpu (un élément n’est pas transformé).

2- Ce n’est pas du tout une identité topologique : I;9 ne conserve pas les normes, i.e., u est regardé avec deux
instruments de mesure différents, le premier ||.||g: qui est “précis” (prend en compte la dérivée), et le second
||.||z2 qui est “grossier” (qui est trés “myope” : qui “écrase a P'infini”). NB : la boule unité fermée de H'(]0, 1[)

By = {u€ H'(]0,1]) « [[ullZ2 + [[/|[7 < 1} (4.30)

n’est pas relativement compacte dans H(]0, 1[), car (H'(]0,1[),||.||z:) est un Hilbert de dimension infinie. En
revanche By est relativement compacte dans L?(€) (voir théoréme suivant) : elle est “suffisamment
petite” dans I'Hilbert (L2(€2),||.||z2) pour I’étre. En particulier une b.o.n. (e, )+ dans H*(Q2) (donc ||€, ||z = 1
pour tout n) est telle que |[I€,||r2 = ||€n|/r2 —n—o0 0, cf. (£.10), dés que Q est borné (c’est le cas de 0, 1[). o

Théoréme 4.43 L’injection canonique I o de (H(]0,1]),]||.||g) dans (L?(]0,1]),]|.||z2) est compacte, i.e., la
boule unité de H'(]0,1[) est relativement compacte dans L*(]0, 1]).

Preuve. Voir annexe [D] ot on montre que I est de Hilbert-Schmidt, donc compact. un
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38 4.4. Théoréme de Rellich : injection compacte de H'(Q) dans L?(Q)

Corollaire 4.44 L’injection canonique Ig : u € (H(]0,1]),||||z1) = u € (L2(]0,1[), ||.]|z2) est compacte, i.e.,
la boule unité de HE(]0,1[) pour la norme ||.||g: est relativement compacte dans L?(]0, 1]).

|12, Iinjection canonique 1o : u € (HA(]0,1[), [Mzp) = ue (L2(]0,1]),]|-||z2) est
compacte, i.e., la boule unité de Hg(]0,1[) pour la norme |[.|[z3 est relativement compacte dans L2(]0,1]).

Et avec [|v||g; = ||gradv

Preuve. La boule unité de (H(]0,1[), [|./[z1) est By = {u € H5(J0,1[) : [Jul[m <1} = By (VHg(]0,1]) C
Byi. Donc une suite (uy,) de Byyy est une suite dans By, donc, théoréme de Rellich, on peut extraire une
sous-suite de Cauchy (un,) = (I1otn,) = (I10tn,) dans L2(]0,1[). Donc flo(BHé) est relativement compact :

I’opérateur f10 est compact.

Dans H}(]0,1[) la norme [/ est équivalente a la norme ||.[|g1 grace a I'inégalité de Poincaré, I'intervalle
10,1[ étant borné. Et toute suite de Cauchy dans une norme est de Cauchy dans une norme équivalente : on
applique la premiére partie de la preuve. un

Remarque 4.45 Ce résultat se généralise immédiatement : 'injection naturelle de H*(]a, b[) est compacte dans

L*(Ja, b[) pour tout intervalle Ja, b[ borné. wa

Remarque 4.46 Si]a,b[ n’est pas borné, alors on perd la compacité. Eg., I1o : u € H'(]0,00[) — u € L%(]0, oo[)
n’est pas compacte : prendre une fonction ug € H'(]0,00[) t.q. supp(ug) €]0,1[ et ||ug||z: = 1, et poser
un(x) = u(z—n) (les translatées de wg, dessin); on a ||un|/g1 = [|uol||gr = 1 pour tout n, et, les fonctions
ayant leur support disjoint, (ty, U, )y = 0 pour tout n # m, donc (u,)n+ est orthonormale dans H!(]0, oo[);
et on a ||uy||rz = ||uol|zz # 0 pour tout n, et, les fonctions ayant leur support disjoint, (t,,u,,)rz = 0 pour
tout n # m; et pour m #n, ||[un — |32 = |[unl|3z + [|[uml|32 = 2|Juollzz —n,m—oe0 0 (Pythagore) : la suite

(un)n+ ne contient pas de sous suite de Cauchy dans L?(]0, oo[), donc I;p n’est pas compacte. ua

Remarque 4.47 Le théoréme de Rellich de H!(]a,b[) dans L?(]a,b]), pour ]a, b[ borné, est a la base de nom-

breux résultats d’existence (grace a la compacité) pour les équations aux dérivées partielles. un

Remarque 4.48 Rappel : I1g : (H*(Q), (-, ")) — (L3(2),(-,-)12) n’est pas une identité topologique. Ou si
on préfére la bijection linéaire I1g : (H*(Q), (-,-)g1) — (HY(Q), (-,-)12) n’est pas bi-continue car les normes de
I’espace de départ et de ’espace d’arrivée sont trés différentes : elles ne sont pas équivalentes. un

Exercice 4.49 Caractériser adjoint I5, de Io (Popérateur I;9 € L(H'(Q2), L?(£2)) n’est pas autoadjoint car
H'(Q) £ L2().
Réponse. L'adjointIj, € £(L*(Q), H*(Q)) est caractérisé par, cf. , pour f € L*(Q) :

Yo e H'(Q), (Ijof,v) gt = (f, Tiov) 2. (4.31)

Donc Ify f vérifie (Ifof,v) 2 + ((Ifof),v") 12 = (f,v) 12, pour tout v € H*(Q). Donc la valeur I3, f =noté ¢ H'(Q) est
solution de (u',v") 2 + (u,v) 2 = (f,v) .2 pour tout v € H'(2). On a existence et unicité de cette valeur u, cf. théoréme
de Lax—Milgram : c’est la solution du probléme —Awu + u = f pour les conditions aux limites de Neumann homogénes
(conditions aux limites naturelles). Ainsi pour f € L*(Q), on a caractérisé I7of = u. un

Exercice 4.50 Soit 1o : (H{(Q),(-,)m) — L*(Q), la restriction de I & H}(€2) muni du produit scalaire
usuel de H'(Q2). Caractériser I'adjoint I7,.

Réponse. u = I}of € H}(Q) est solution de (u',v') 2 + (u,v) 2 = (f,v)2 pour tout v € H(Q) : c’est la solution du

probléme de Dirichlet homogéne —Au + u = f. .

Exercice 4.51 Soit }10 : (HY(Q), (-, V) = L?(Q), linjection naturelle ot Hg () est muni de son produit
scalaire (u, f)p1(q) = (v, f')r2 (cas @ borné). Caractériser 'adjoint I,

Réponse. u = I}, f € H}(Q) est solution de (u',v') 2 = (f,v) 2 pour tout v € Hi(€) : c’est la solution du probléme de

Dirichlet homogéne —Au = f. --

4.4 Théoréme de Rellich : injection compacte de H'(Q2) dans L*()
4.4.1 Théoréme de Rellich

Soit 2 un ouvert borné de R™, n > 2. Le théoréme de Rellich fut aisé a établir dans R (en dimension 1,
voir ci-dessus), mais il est plus difficile & établir dans R™. On I’admet ici, les 2 paragraphes optionnels suivants
donnant les indications pour la démonstration.
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Théoréme 4.52 On suppose 2 ouvert borné régulier de R™. Alors l'injection canonique :

Lo« (HY (), |1 |m0) — (L), 1]l 2(0);

(4.32)
u — lou=u,

est compacte.

Le., la boule unité fermé B; = {v € H(Q) : ||v||%2(9) + ||gradv||%2(m < 1} de HY(Q) est compacte pour

la norme |[.||z2(q) (elle n’est évidemment pas compacte pour la norme ||.|[f1(q), puisque Bj est la boule unité
pour cette norme dans un espace de dimension infinie). Donc, de toute suite (u,) de Bj, on peut extraire une
sous-suite (u,, ) qui est convergente dans L%(Q), i.e. :

((un)ner € (@)

= (Eiv € L*(), I(un, )ren sous-suite, ||un, —v|[r2(0) . O).
—00

et [|un|lrio) <1 Vn),
(4.33)

Attention : il ne faut pas oublier d’indicer les normes, sinon cette propriété n’a pas de sens.

Remarque 4.53 Attention : si {2 n’est pas borné, I'injection canonique n’est pas compacte, voir remarque .

4.4.2 * Théoréme d’Ascoli

On donne ici des résultats classiques d’analyse fonctionnelle sur lesquelles est basée la démonstration du
théoréme de Rellich.

Avant de regarder les fonctions intégrables, on regarde les fonctions continues. On se donne un compact K
de R™, et on se place dans 'espace de Banach CY(K) des fonctions continues sur K & valeurs scalaires, espace
muni de sa norme uniforme : pour f € C°(K) :

[1£lloe = sup |£()]. (4.34)
reK

On considére un sous-ensemble F' C C°(K) qui est borné, i.e., tel que :
Je>0, Fc{fecClK):||flle <c}. (4.35)
Exercice 4.54 La boule unité By = {f € C%(K) : ||f||oc <1} de C(K) est un tel ensemble. o

On souhaite savoir dans quels cas un tel ensemble F est relativement compact (C°(K) est un espace vectoriel
de dimension infinie, et donc la boule unité fermé By n’a aucune raison d’étre compact ; attention, il n’y a pas
de produit scalaire associé & la norme ||.||o et donc C” n’est pas un Hilbert).

Définition 4.55 On dit que I’ensemble de fonctions F est équicontinu dans C°(K) si :
Ve >0, 30 >0, Vry,22 € K, d(z1,22) <0 = VfeF:|f(r1)— f(z2)] <e. (4.36)

Donc dans ce cas toutes les fonctions de F' sont non seulement uniforméments continues (elles sont continues
sur un compact), mais vérifient des propriétés d’uniformité entre elles (le méme ¢ et le méme § pour toutes les
fonctions).

Dire que F est équicontinu dans C°(K) s’écrit aussi :

sup |f(z1) = f(22)| —0. (4.37)
fer 5—0
z1,22€K t.q. d(z1,22)<8

Exemple 4.56 (Contre-exemple) Soit K = [0,1]. La boule unité By = {f € C°(K) : ||f||lc < 1} n’est pas
équicontinue dans C°(K) :

prendre ¢ = %, et, a 0 donné quelconque, prendre f(z) = 2" et 25 = 1 et ;1 = 1 — § ou & = min(J, %), puis
choisir n assez grand pour que x5 — zT > % ce qui est toujours loisible puisque :

2y —at=1—-(1-0)" —1.

n—0

Faire un dessin : on voit que les pentes des fonctions f,(x) = z™ ne sont pas uniformément bornées, et le
développement de Taylor au premier ordre f,(x) — f,(1) = (x — D)n 4+ o(xz — 1) (car f'(1) = n) indique que
fn(x) — fr(1) n’est pas controlé uniformément (i.e. indépendamment de n) par (z — 1). a
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Exemple 4.57 La boule unité de C*([0,1]) :

By = {f € C'([0,1]) : [Illoc + [1flloc <1},

est équicontinue dans C°(K). En effet, |f(z) — f(v)] < |z — y| ||f'||c (inégalité des accroissements finis) et a ¢
donné, il suffit de prendre § = €. Ici B1 ne contient pas de fonctions dont les dérivées sont aussi grandes que
souhaitées en norme ||.||o : on a ||f']]0 < 1. ua

On admet le théoréme d’Ascoli :

Théoréme 4.58 Soit K un compact de R". Alors F est relativement compact dans C°(K) ssi F est un sous-
ensemble borné et équicontinu de C°(K).

Donc en particulier, la boule unité By de C''([0,1]) est relativement compact dans C°([0, 1]).

Preuve. Voir par exemple Hirsch et Lacombe [g]. e

4.4.3 * Théoréme de Fréchet—Kolmogorov

Le théoréme d’Ascoli caractérise les compacts F' de C°(K). On souhaite maintenant caractériser les compacts
de L?(9) (généralisation du théoréme d’Ascoli).

Notation. Pour & € R", on note 7 f la fonction translatée de f :
déf - N
7 f(Z) = f(&—h), V¥ec. (4.38)

(Si f est définie sur Q alors 7 f est définie sur h + €, Pouvert translaté de h.)

Définition 4.59 Dans R", on dit que 'ouvert w est fortement inclus dans € si @ est un compact et si @ C €.
Et on note alors w CC Q.

Pour les fonctions f € L?(2), on va considérer leurs restrictions flw pour un w CC ) donné de telle sorte
que t; f reste dans L?(Q) deés que h est suffisamment petit.

Théoréme 4.60 Soit ) un ouvert de R" et soit w CC €. Soit G' un sous-ensemble borné de L*(12) tel que :
Ve >0, 36 > 0 avec § < dist(w,R"—Q), VA € R", |h| <d = Vfe G, ||Irif — fllre) <e. (4.39)

Et soit G, I'ensemble des fonctions de G restreintes a w. Alors G,, est relativement compact.

Preuve. Admis : basé sur le théoréme d’Ascoli aprés régularisation des fonctions f € L?(Q) (convolution par

une suite régularisante). Voir par exemple Brézis [4]. s

La conclusion de (4.39) s’écrit :
VG [I5@+R) - f@P <,

a comparer avec la conclusion de (4.36) (conclusion du théoréme d’Ascoli).
(’est lapplication du théoréme de Fréchet-Kolmogorov & la boule unité de H*(2), qui permet de démontrer
le théoréme de Rellich.

5 Alternative de Fredholm

On s’intéresse au probléme aux valeurs propres : pour H Hilbert et pour 7' € L(H) :

{ trouver les couples (A, z) € R x H t.q. : (5.1)

Tx = A\x.
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41 5.1. Enoncé de lalternative de Fredholm

5.1 Enoncé de alternative de Fredholm
(5.1) correspond au probléme : pour b € H et A € R, trouver x dans H tel que
(T — M)z = b. (5.2)

L’alternative de Fredholm nous dit que, si T est compact et si A # 0, alors 2 situations et 2 seulement peuvent
se présenter : celles de la dimension finie :

Théoréme 5.1 (Alternative de Fredholm.) Soit H un Hilbert. Si 'opérateur T : H — H est borné compact et

si A # 0 alors, comme pour la dimension finie,

1. Ou bien A € p(T), et alors le probléme est bien posé : il admet une unique solution v = (T —\I)~*b € H
qui dépend contintiment de b avec ||x||g < c||b]|, ot ¢ = ||(T — AI)~||. (En particulier 'équation homogéne
(T — M)z = 0 n’admet que la solution nulle.)

2. Ou bien X € 0,,(T) et X est valeur propre de multiplicité finie : le noyau Ker(T' — A\I) est de dimension finie

n € N*, et I’équation homogeéne (T' — AI)x = 0 admet n solutions linéairement indépendantes.
Et le probléme n’admet de solutions que si b € Im(T — M), et plus précisément : b satisfait a n =
dim(Ker(T — \I)) conditions de compatibilités (car (T — X\I)~1b = z € Ker(T — \I)). Auquel cas si xq est
une solution de (5.9), alors tout x € g + Ker(T — \I) (espace affine de dimension n) est solution de (5.9) et
il n’y a pas d’autre solution.

(Donc, le cas problématique X € o(T') — o,(T) n’intervient pas quand A # 0 et T' compact.)

Preuve. C’est un corollaire simple du théoréme de Fredholm voir § suivant. un

Interprétation. Ces résultats sont intuitifs : A étant fixé, A # 0, quitte & considérer %T au lieu de T, on
considére le cas A = 1, et le probléme (5.2)) s’écrit : pour ¢ € H, trouver x € H t.q.

(I-Tx=c (5.3)

Et avec T' compact, T est une “petite perturbation de I'identité a I'infini”, cf (4.10)) : en ce qui concerne l'inver-
sibilité, T n’a pas d’influence par rapport a I au voisinage des “dimensions a l'infini” (ou T “écrase” les vecteurs
contrairement & I qui les conserve).

Remarque 5.2 En revanche, pour A = 0 on ne sait rien :

1- avec T compact et A = 0 on peut avoir dim(KerT) = oo (prendre par exemple T' = 0 ou 0 est valeur
propre de multiplicité infinie),

2- avec T compact et A = 0 on peut avoir 'opérateur 1" borné et bijectif mais d’inverse non borné, par
exemple T : (% — (? lopérateur de multiplication par la suite (A, = L)+ ; dans ce cas Tz = b a pour unique
solution z = T~1b mais = ne dépend pas contintiment de b (la matrice généralisée [T est “mal conditionnée”),

3- avec T non compact tous les cas présents et absents dans ’alternative de Fredholm peuvent se produire. au

5.2 Théoréme de Fredholm
T

Soit T' € K(H) (endomorphisme borné compact). Quiite a changer 7" en -, on regarde si A = 1 est valeur
propre, i.e. on cherche les x € H t.q.
(I-T)xz =0, (5.4)

On cherche donc a caractériser Ker(I —T') = {x € H : Tx = x} : c’est I'espace vectoriel t.q. Tiker(1—7) = 1.

Théoréme 5.3 (Théoréme de Fredholm.) Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et soit T € K(H)
(un opérateur borné compact). Alors :

(i) Ker(I — T) est de dimension finie,

(ii) la restriction S = (I=T)|kex(1—1))~ de I=T a (Ker(I-T))* est une application bijective bicontinue de
(Ker(I-T))* sur Im(I—-T) (homéomorphisme linéaire),

(iii) Im(I—T') est fermé (et ainsi S est bicontinu entre deux Hilbert).

(iv) Ker(I-T) = {0} < Im(I-T) = H (et donc 1 ¢ 0,(T) < 1 € p(T) carici I —T est bijectif bicontinu).

Preuve. Soit By la boule unité de H. (i) Ker(I-T) = (I-T)~*({0}) est un sous-espace vectoriel fermé (Pimage
réciproque du fermé {0} par I’application continue I—T'). Donc (Ker(I—T), (-,-)gr) est un Hilbert de boule unité
Bx ={r e H, ||z|ly <1, Te =2} ={z € By, Tx = z}.

Donc si « € By alors Te = 2 € T(Bk), et si y € T(Bk) alors 3z € Bk t.q. y = Tz = z € By, donc
Bi =T(Bk) C T(Bg), donc Bk est relativement compacte car T' est compact.

Donc I'Hilbert (Ker(I—T),(-,-)g) est de dimension finie, voir théoréme [4.16]
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42 5.2. Théoréeme de Fredholm

(ii) Ker(I-T) = (I-T)~'{0} étant un sous-espace vectoriel fermé, H = Ker(I-T) & Ker(I-T)*. Donc
Popérateur (restriction)

(Ker(I-T))* — Im(I-T) = Im(S)

S=(I-T _ :
( )|(Ker(1-T)) { r 5 Sr=2—Tz

est linéaire continu (car I et 7T le sont), et est bijectif, car injectif par définition de (Ker(I—T))* et surjectif par

Im(S) = Im(I-T) — (Ker(I-T))*
définition de ImS = Im(I—T). Donc S~ : () ( ) ( ;1 ) existe. Il reste & montrer
y - r= Y,

que S~! est continue (bornée sur la boule unit¢). Sinon il existe une suite (2,,)n+ dans Im(S) t.q. ||z,||g = 1 et

[[S™ 20|l —n—s00 00, SOIt, en posant y,, = H:ﬁ’
lalls — 0 et 1Syl = 1, V. (55

Donc, avec y,, = Sz, = x,— Tz, 0il z,, € (Ker(I-T))* pour tout n (puisque y,, € Im(S)),

T — Ty — 0 et ||lznllg =1, Yn. (5.6)

Comme T est compact et (z, )y« est bornée, quitte a extraire une sous-suite, la suite (T'z,, )y~ converge dans H :

¥eH Tz, — ¢ donc z, — ¢ donc ¢{—T¢=0, donc {e&XKer(I-T). (5.7)
n—oo n—oo

Et x, € (Ker(I-T))* fermé, donc £ = lim,, o z,, € (Ker(I-T))*. Donc £ € Ker(I-T) N (Ker(I-T))* = {0},

donc ¢ = 0. Donc z,, —n 500 0. Avec ||z,||z = 1 pour tout n : absurde. Donc supposer S~! non borné est

absurde : donc S™! est borné.

(iii) Im(I-T) = S~ ((Ker(I—T))"*) est fermé dans H, car S~! est continu et (Ker(I—7))* est fermé.

(iv)(=) Supposons que Ker(I-T) = {0}, i.e. S=I-T: H — Im(I—T) est bijectif. Supposons de plus que
S(H) =1Im(S) = Im(I-T) # H et montrons : c’est absurde si T est compact.

Notons Hy := H et H; = S(Hp). On a supposé¢ H; C Hy, et on a H; fermé cf (iii), donc si z € Hy — Hy, sa
projection orthogonale xy sur H; existe et ey = ﬁ 1 Hy, avec Seyg € Hy par définition de Hy. (Dessin.)

Soit Hy = S(Hy) = S(S(Hp)) : Hy est fermé car H; l'est et S est bicontinu. Et S(Hy) C Hy donne
S(S(Hyp)) C S(Hyp), donc Hy C Hy. Et Hy & Hy :sinon Hy = H; ie., S(S(Hy)) = S(Hy), donc S(Hp) = Hp
puisque S est bijectif, et donc H; = Hy, ce qui est contraire & 'hypothése. Donc, démarche précédente, il existe
e1 € Hy, ||€1|| =1,e; L Hy et Se, € Hy = S(Hl)

Par récurrence on pose H, = S(H,_1) : on a ainsi construit une suite (H,)y strictement décroissante
d’espaces fermés et la suite orthonormale (e,)n des vecteurs e, € H, tels que |le,|| = 1 et e, € Hp; et
Se,, € H,11. Et donc (Pythagore car e,, L Se,) :

[Tenll = | = S)enll = llen — Seall = (lleal |* +[1Senl )2 = lleal] = 1. (5.8)

La suite orthonormale (e, )y est telle que ||Te,|| ne converge pas vers 0 et donc T n’est pas compact : absurde
puisque par hypothése T est compact. Donc Im(I — T) = H.

(iv)(«s) Supposons H = Im(I—T). Donc {0} = (Im(I-T))* = Ker((I-T)*) = Ker(I-T*). Et T* est
compact car T l’est (corollaire , donc Ker(I-T*) = {0} donne Im(/-T*) = H, cf. (iv)(=). Donc
Im(I-T*)*+ = {0}, et Im(/—T"*)+ = Ker(I — T), donc Ker(I — T) = {0}. =a

Corollaire 5.4 On en déduit le théoréme (Ialternative de Fredholm).

Preuve. Soit A # 0. Si T' compact alors % est compact (immédiat cf. lemme , et le théoréme de Fredholm
s’applique en considérant I — % auliende I —T.

1- (i) et (iv) indiquent que si Ker(I — £) = {0} alors il y a existence et unicité d’une solution & quelque
soit b € H (car (T — M)z = b équivaut & (I — L)z = ’Tb) De plus, S = (I — £)7' : H — H étant continu
cf. (ii), (T'— AM)™' = —=A(I — %) : H — H est continu, et = (T — AI)~'b dépend continiiment de b. Donc
X € p(T). D’ou le 1- de Palternative.

2- Sinon Ker(T' — AI) = Ker(I — L) # {0}, et donc A € 0,(T). Donc :

21-si b ¢ Im(T — AI) = Im(I — %), alors il n’y a pas de solution (par définition de I'image), et

22-sib € Im(T — AI) = Im(I — L), alors il y a une solution z, et tout 2’ € 2+ Ker(T — AI) = z+Ker(I — )
est solution. Et avec S : (I— %)% — Im(I— L) bijectif, on a S~'b € (Ker(I — L))+ sous-espace de codimension n

dans H, et donc S~'b satisfait & n contraintes linéaires indépendantes caractérisées par, avec (e;)i=1,... , une
base de Ker(T — \I), (S7'b,e;)y = 0 pour i = 1,...,n. o
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Exemple 5.5 Pour T' € L({?) I'opérateur de multiplication par une suite (\,) t.q- A\, —,00. Donc T est
compact. Pour \ # 0, et pour b = (b, )nen+ € £2 donné, on cherche & = (2, )nen+ € €2 solution de :

(T—MD)E=b <= (Ay—Nzy=bn, VneN.

Alors on a (alternative de Fredholm : A # 0 et T est compact) :

1- soit il y a une seule solution & et cette solution est immédiatement donnée par x,, = Af”;\ pour tout n;
donc on est dans le cas A # \,, pour tout n (on rappelle qu’on a supposé A # 0).
Et de plus [|Z][p2 < c\|b||gz avec ¢ = sup,, \ﬁ| (dépendance continue de ¥ en fonction de b), car Y. x2 =

Yol S, 0

2- soit il existe k tel que A = \; et alors

21- soit il y a 0 solution si b ¢ Im(T—AI) (i.e. il existe k tel que A, = A et by, # 0),

22- soit b € Im(T — AI) et il y a un nombre fini m de solutions indépendantes avec m conditions de
compatibilité : ici il y a m valeurs propres A,, pour k =1,...,m t.q. A, = A, et nécessairement b,,, = 0 pour
k =1,...,m, qui sont les m conditions de compatibilité (m est fini car A\, —, 00 0 €t A # 0, toujours pour

A#0.)

N.B. :le cas A = 0 n’est pas dans l’alternative. Il doit donc étre traité a part (cas particulier). Exemple d’une
suite (A,) qui n’a aucun terme qui vale 0 (exemple A, = *). La solution de T% = b est immédiate : x, = —%
pour tout n. La solution existe et est unique mais malheureusement n’est pas calculable numériquement : ¥ ne
dépend pas continfiment de b (probléme mal posé) car ici [|T!|| = supy. Mn\ = o0. ua

6 Spectre et théorémes de Riesz—Schauder

6.1 Spectre et théoréme de Riesz—Schauder 1lére partie

Théoréme 6.1 (Riesz—Schauder, 1ére partie) Si H est un Hilbert et si T € K(H) (opérateur borné compact)

alors :
o(T) = {0} = op(T) — {0}, (6.1)
i.e., tout élément non nul du spectre est valeur propre de T'. (On rappelle que 0 € o(T), cf. thm .

Preuve. Avec lalternative de Fredholm : Soit A € o(T') — {0}. Si A & 0,(T') alors Ker(A] —T) = {0} et
Palternative de Fredholm, cf. théoréme (iv), donne Im(Al — T) = H. Donc A\l — T : H — H est bijectif
bicontinu, cf. théoréme (i), donc A € p(T), donc A & o(T). Absurde. D’ott A € 0,(T) et o(T) — {0} C
op(T) —{0}. Comme o(T) D 0,(T), ct. prop. on a l'égalite (6.1). wa

Exercice 6.2 Montrer que 'opérateur de I'exemple [3.16] n’est pas compact.

Réponse. o(T) = [0,1] et 0p(T) = 0, donc ici o(T) — {0} # op(T) — {0}. un

6.2 )\ =0 seul point éventuel d’accumulation dans o(7)

Lemme 6.3 Si \j,...,\, sont n valeurs propres distinctes d’un opérateur T € L(H;H), alors n vecteurs
propres associés eq, ..., e, forment une famille libre. Donc si T a une infinité de valeurs propres \,, n € N*,
toutes distinctes et associées aux vecteurs propres e,, n € N*  alors Vect{e,, : n € N*} est de dimension infinie.

Preuve. Récurrence. Soit n € N* et E,, = Vect{ey, ..., e, }. Supposons dim(F,,) = n. C’est vrai pour n=1 :
dim(E;) = 1 (un vecteur propre est non nul par définition). Montrons : dim(E,+1) = n+1. Sinon (généralisation
de lexercice [B.10)), soit n € N* le premier indice tel que E, 1 = E,, (car E,,+1 D E,). Donc e, 41 € E,

n n
ent1 = g oe; d’olt Apyieptr = E 0 Ant164,

i=1 i=1

n n (6.2)
et T€n+1 = ZO&Z’TQ donc /\n—i-len—i-l = Zai/\iei,
=1 =1
donc, par différence,
0 = ZOLZ‘()\TH_l - /\i)ei, (63)
=1

et comme les \; sont tous distincts et (e;);=1,.. , est une famille libre, on déduit que les a; sont tous nuls.
Absurde puisque e,,+1 # 0 (par définition d’un vecteur propre). Donc dim(E,,+1) =n + 1.
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44 6.3. Spectres et théoréme de Riesz—Schauder 2éme partie

Et Vect{e,, : n € N*} D E,, pour tout n, donc dim Vect{e,, : n € N*} = cc. oa

Lemme 6.4 SiT est borné compact dans H Hilbert de dimension infinie alors 0 est le seul point d’accumulation
éventuel de o(T') et de 0,(T), i.e., tous les points non nuls de o(T) — {0} = 0,(T") — {0} sont isolés.

(Résultat important pour les fréquences de résonance du laplacien : il n’y a pas de “continuum de fréquences” :
les fréquences de résonances sont “bien séparées” les unes des autres.)

Preuve. Par I’absurde. Soit A # 0 un point d’accumulation de o(T"). Donc A est un point d’accumulation de
o,(T) car T est compact, cf. théoréme Et, par définition d’un point d’accumulation, il existe une suite
(An)n+ de réels non nuls tous distincts dans 0, (T") qui converge vers A\. On note e,, un vecteur propre de norme
1 associé a A\, ou n € N* : donc Te,, = M\e, et |len||m = 1. Soit E = Vect{e, : n € N*} l'espace engendré par
les vecteurs propres considérés.

1. Cas simple : T autoadjoint. Dans ce cas (e,)n+ est une famille orthonormale, et T compact implique
Ten —rn—so0 0. Donc A, — 0 : incompatible avec X # 0. Donc si A # 0, ce n’est pas un point d’accumulation.

2. Sinon. Quitte a changer T en —T', supposons A > 0, et quitte & ne considérer la suite (A, ) que pour n assez
grand, on suppose A\, > % pour tout n. On a toujours F = Vect{e, : n € N*} de dimension infinie, cf. lemme
Et on construit alors une b.o.n. (f,)n+ de F par le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt : on pose
E, = Vect{ey,...,e,} et fi = e, et, pour n > 2, par Gram-Schmidt on obtient un vecteur f, € Ei- | () E,.
Montrons que la suite (7'f,,) n’admet pas de sous-suite de Cauchy. On a :

anEn et Tfn*)\nanEn—h

n—1

car f, est delaforme f, =Y " e, = > ae;+ane,, donc T f, = Z?:_ll aihiei+apApe, done T — A frn =
Z?:_ll a;i(Ai — An)e; +0 € E,_1. Dot pour n > m :
1
Tfn—Thn = (T =MD fo = Tfn) + Mafn € Enoy & Veot{f},
d’ou (Pythagore)
A

Donc aucune sous-suite de la suite (T'f,,)n+ n’est de Cauchy, donc aucune n’est convergente, absurde pour T
compact car f,, € By pour tout n. Donc A # 0 point d’accumulation dans o(7") : impossible pour T' compact. o

6.3 Spectres et théoréme de Riesz—Schauder 2éme partie

Théoréme 6.5 (Riesz—Schauder, 2éme partie) Si H est un Hilbert de dimension infinie, et si T' est un opérateur
borné compact alors

o(T') est une suite au plus dénombrable qui tend vers 0. De méme pour o,(T).
Preuve. Pour n > 1, notons A,, = {\ € o(T) : [A| = 2} C [+,]|T]]], cf. prop. [3.13] Donc A, est vide ou

fini (lemme : ne peut pas contenir de point d’accumulation). Et (J;=; A,, est au plus dénombrable comme
réunion dénombrable d’ensembles finis. Donc o(T')—{0} = [J;=; A, est au plus dénombrable. =a

7 Décomposition spectrale des opérateurs bornés compacts autoad-
joints
On conserve le résultat de la dimension finie (matrice symétrique réelle = diagonalisable) pour les opérateurs
T & valeurs réelles qui sont bornés autoadjoints et compacts :

Théoréme 7.1 (de décomposition spectrale des opérateurs bornés compacts autoadjoints.)

Si H est un Hilbert séparable et si T est un opérateur borné compact autoadjoint (T' = T*), alors T est
diagonalisable dans un b.o.n. de H. Et les différents cas possibles se décomposent comme suit :

1. Si T n’admet pas 0 comme valeur propre, alors :

I )n- € (ROY, J(en)n bon. de H t.q. Te, = Ape, Vn e N, (7.1)
avec de plus les A, sont de multiplicité finie et :

A — 0. (7.2)

n—roo

Autrement dit H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T avec de plus \;, —, 00 0.
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2. Si T admet 0 comme valeur propre, alors on a toujours une b.o.n. de vecteurs propres :
21. si KerT est dimension finie alors on conserve un nombre dénombrable de valeurs propres non nulles telles
que A\, — 0 (avec un nombre fini de vecteur de la b.o.n. dans KerT associée a la valeur propre nulle multiple),
n—oo

22. si KerT est de dimension infinie :

221. soit T est de rang fini et on a un nombre fini de valeurs propres non nulles, la suite (\,,) étant nulle a
partir d’un certain rang,

222. soit on a un nombre infini de valeurs propres non nulles auquel cas on conserve A, n:; 0.

Donc, si T est borné, autoadjoint et compact, alors il est ‘diagonalisable’ dans une base orthonormée de H
formée de vecteurs propres de T'. I.e., prenant les valeurs propres \,, comptées autant de fois que leur multiplicité,
qui est finie pour A, # 0 d’aprés lalternative de Fredholm, il existe une b.o.n. (e, )y~ de vecteurs propres (telle
que Te, = A\pe, pour tout n). Et donc :

=1sim=n, = A\, sim=n,

(7.3)

(ena em)H = 6nm { et (Tenaem)H = A77.577,m {

=0sim#n, =0 sim#n,

et la matrice généralisée de T relativement a la base (€;) est diagonale.

Preuve. On suppose dim H = oo (le cas des endomorphismes en dimension finie est connu).

Si T n’a pas de valeur propre non nulle alors 0,(T") = §) et donc o(T") = {0}, cf. thm ; et donc T' =0 car
T =T*, cf. prop 5.. Supposons T' # 0, donc o(T") 2 {0}, donc o,(T') # O cf. théoréme donc T a au
moins une valeur propre non nulle. Et 0,(7") est au plus dénombrable, cf. thm op(T)—{0} = (An)ney, avec
Jo au plus dénombrable. Et les \,, sont toutes de multiplicité finie d’aprés ’alternative de Fredholm.

1- Cas A = 0 n’est pas valeur propre. Dans chaque Ker(T'— \;I) choisissons une base orthonormale (e;)k=1,4;
ou d; = dimKer(T — \;I) < oo. Ayant T = T™*, deux espaces propres Ker(T — \;I) associés & deux valeurs
propres distinctes sont orthogonaux, cf. , et quitte & compter les \,, autant de fois que leur multiplicité
finie, on dispose des vecteurs propres normés (renumérotés) e, qui sont 2 & 2 orthogonaux, pour n € J ou J
est un ensemble au plus dénombrable de cardinal le nombre de valeurs propres comptées avec leur multiplicité.
Soit F' = Vect{e,,n € J} l'espace vectoriel qu’ils engendrent.

Si on montre que F est dense dans H alors le théoréme est démontré : .J est alors infini dénombrable et la
base (€,,)nes convient. Il s’agit donc de montrer que F- = {0}.

Il est clair que F est stable par T, i.e. T(F) C F, puisque tout élément x € F s’écrit x = ), x;e; et donc
quey =Tz =), (x;\;)e; € F (on a bien y € H car ||y||g < ||T||||z||a)-

D’ou F* stable par T, i.e. T(F+) C F*, car T(F) C F et T = T* donnent :

reFt = VyeF (donc Ty € F), (2,Ty)p =0= (Tx,y)p = Tz c F*. (7.4)

F+ - Pt
r = Tipre=Tx

car T l'est. Et 0 non valeur propre de T}p. car 0 non valeur propre de 7' ici. Supposons o(7Tjp.) # {0}, donc
op(Tipr) # {0} cf. 1} donc Je € F, e # 0, vecteur propre de T+ associé & une valeur propre non nulle. Et
e est aussi vecteur propre de 7' (car I’est pour une restriction) donc e € F. Donc e € F () F+, donc e = 0. Ayant
suppose ¢ # 0 c’est absurde. Donc ¢, (T|p1) — {0} = 0, donc o(T|pr) — {0} = 0 cf. , donc o(T|p1) = {0}
cf. thm , donc Tjp+ =0 cf. prop 5. Donc F+ = KerTjpr C KerT' = {0} (car 0 n’est pas valeur propre
ici). Donc H = F @ F+ = F, donc H est engendré par (€,)n--

Et T compact, donne Te,, —,, 00 0, donc Ape, —>n 00 0, donc A, —5, 50 0.

2- Cas A = 0 est valeur propre : on prend n’importe quelle b.o.n. dans KerT qu’on compléte par la b.o.n.
de vecteurs propres définissant F. Et F' | KerT car T autoadjoint implique les espaces propres associés a
deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Et la famille libre ainsi formée (des vecteurs propres normés)
engendre un espace G dense dans H (comme précédemment on montre que Tigr = 0 et donc que G+ =0):on

a bien une b.o.n. de H. un

Considérons alors la restriction Tjp. : { } de T a F*+. Ona T|p+ autoadjoint et compact

8 Forme variationnelle : théorie spectrale, application au Laplacien

But : trouver les “fréquences de résonance” du Laplacien, et plus généralement des opérateurs elliptiques.
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8.1 Probléme initial et opérateur a diagonaliser
8.1.1 Probléme initial

Le probléme elliptique abstrait & résoudre est : pour (H,(-,-)gr) et (V,(-,-)v) deux Hilbert t.q. V C H, et
pour f € H, trouver u € V t.q., pour tout v € V,

a(u,v) = (f,v)g. (8.1)

Exemple pour le Laplacien avec C.L. de Dirichlet homogenes : Q ouvert borné dans R"™, (H,(-,-)g) =
(L), (-, )r2), V = Hy() C H'(Q) et (V. (-, )v) = (V. () m), et

Pbfort : —Au=f et up =0,
. X e TP (82)
Pb faible : a(u,v) = (f,v)g, ou a(u,v)= gradu(Z).gradv(Z) dQ, u,v € V.
e
8.1.2 Probléme spectral associé
Le probléme spectral associé est : trouver les (A, u) € R x V t.q., pour tout v € V
a(u,v) = Au,v)qg. (8.3)
Exemple pour le Laplacien suite, avec u,v € V :
Pb fort : — Au=Au et wp =0,
Ir (8.4)

Pb faible :  a(u,v) = A(u,v)qH.
But : diagonaliser le laplacien dans V, i.e. trouver les fréquences de résonance (les valeurs propres) et une b.o.n.
associée dans V, et mieux, une b.o.n dans L?(Q), i.e. “une base de Fourier adaptée a notre probléme”.
8.1.3 Cadre et hypothéses

(Pour la résolution du probléme spectral(8.3)).)
1-
(V. (-, )v) et (H,(-,-)m) sont deux Hilbert, t.q. V C H, et (8.5)

1’- L’injection canonique (trivialement linéaire) est continue et compacte :

; .{(v,n.nv) %(H,<~7~>H>} . {ac>o, Vo €V, [folln < clolly, et
10 -

8.6
f =Iof=f I190(By) est relativement compact dans H, (86)

ou By = {v €V :||v|]lyv < 1} est la boule unité de V. Et on note ||I1o|| la norme de I;o (la plus petite des
constantes ¢). (Hypothéses qui permettront d’appliquer les théorémes de Lax—Milgram et de Rellich.)
2- a(+,) € L(V;V;R) (forme bilinéaire sur V') est continue et a-coercitive sur V';

(8.7)

dcg >0, Vu,v eV, |a(u,v)| < cqllullv]v]lv,
Ja >0, YveV, a(v,v)>allv|

(pour Lax—Milgram). Et on note ||a|| la constante de continuité de a(-,-) (la plus petite des constantes c,).
2’- De plus af(-,-) est symétrique :

Yu,v €V, a(u,v) = alv,u) (8.8)
(pour le théoréme spectral proposé).

Lemme 8.1 Sous les hypothéses 2- et 2~ a(-,-) défini un produit scalaire équivalent au produit scalaire (-, ")y,
i.e. les normes associées sont équivalentes :

a(u,0) "E (u,0)a,  lolla = V(0 0)a, et Vallolly < ol = Valv,v) < Vlall [[o]]v- (8.9)

Preuve. Immeédiat. un
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8.1.4 L’opérateur T

Appliquons le théoréme de Lax—Milgram au probléme (dans le cadre du § .

Veérification des hypothéses : 1- (V, (+,-)y) est un Hilbert, 2- a(-, -) est continue et coercitive dans V', cf. ,
3- la forme linéaire £ : v € V. — £(v) = (f,v) g est linéaire (trivial) et |€(v)| < ||f|lallvlla < |Ifla]l o]l o]V,
cf. (8.6), donc ¢ est continue avec ||[¢|| < |f||m|[T10].

Conclusion : le probléme est bien posé (Lax—Milgram), i.e. admet une unique solution u = u(f) € H{(2)
qui dépend contintiment de f :

|| 110l
llully < =111l (8.10)

car (8.1) donne en particulier o||ul|?, < a(u,u) = €(u) <||f|lal|lol] |ullv.
On note alors u = T(f), et on a ainsi défini 'opérateur (linéarité immeédiate et T'(f) =" Tf car a(-,-) est
bilinéaire)

H -V,
: (8.11)
f—=Tf:=u, oudonc feH et ’a(Tf,v) =(f,v)u|, YWweV,
borné (cf. (8.10)) :
[[Z10]]
T < ——. 12
i) < 1 (8.12)
Exemple pour le Laplacien : 1 donne l'opérateur T'= —A~1: L2(Q) — H}(Q) :
L*(Q) — Hy(9),
T=-A"1: . ) ) (8.13)
f o Tf=u=(=A)7"(f), ieta |a(Tfv)=(fv)u| e H Q).

8.1.5 Diagonalisation de T : petit probléme

Grace a T, cf. (8.11)), pour résoudre (8.3)) on peut commencer par essayer de résoudre a le probléme spectral :
trouver les (A, f) € R x H t.q.

a(Tf,v) =XNTf,v)g, ie VYweImT, a(w,v)=\w,v)q. (8.14)

Exemple pour le laplacien dans H}(Q) : —Au = f iff u=Tf := —A~1(f), donc

1
Pb fort : —Au=MXu, ie Tf= Xf
(8.15)

(8.11)

Pb faible : a(u,v) = AMu,v)g, ie. a(Tf,v)=XTf,v)n (f,v)g, ie Tf= %f

Et les “valeurs propres” A du laplacien sont les inverses des “valeurs propres” de T' (les %)
Mais petit probléme : Le but étant de trouver les valeurs propres de T, il faudrait pour le moins que T’
soit un endomorphisme ; mais ce n’est pas le cas en général : H # V (exemple : L%(Q) # H}(Q2)). D’ou :
8.2 Diagonalisation de ’opérateur restreint 7,
8.2.1 L’opérateur restreint 7T,

On considére I’endomorphisme “I’opérateur T restreint a V7, i.e. 'opérateur

V -V
T : (8.16)
{f T, f :=Tf (=u), otudonc feV et ’a(Trf,v):(f,v)H‘, Yo e V.

Exemple pour le laplacien : on s’intéresse & (8.15) uniquement pour les données “régulieéres” f € H} ().

Donc, avec T, est défini sur V par
T =Tom) oy

Attention aux normes, T;. : (Vi 1-lIv) RELN (H, [|-122) N (Vo1l-lIv) . Voir remarque [4.42
f Lo(f)=f T.(f)

47
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8.2.2 T, est borné et compact

Lemme 8.2 Si a(,-) est bilinéaire continue coercitive dans (V, (-,-)y) et si 'injection canonique I : V — H
est bornée et compacte, alors 'endomorphisme T, : (V. ||.||v) = (V,|].||v) défini en est borné et compact :

{ Je>0,Vf eV, [T.fllv <cllfllv, et

8.18
T, (By(0,1)) est relativement compacte dans (V,||.||v), (8.18)

ot By (0,1) est la boule unité de (V, (-, )v).
Si de plus a(-,-) est symétrique, alors a(-,-) défini un produit scalaire équivalent a (-, -)y et ’endomorphisme
T : (V,|Illa) = (V;|]-||a) est également borné et compact.

Preuve. La forme (trivialement) linéaire ¢ : v € V — £(v) := (f,v)g vérifie [L(v)] < [|fllallv]la <
I flzl T1ol] [|v]|v, donc £ est continue sur V' (avec ||| < ||f|lz]ll10l])- Et a(:,-) est bilinéaire continue coer-
citive dans (V, (+,-)v), donc T : (H, ||.||z) — (V,]]-]lv) est borné (Lax-Milgram). Et I : (V,||.|lv) = (H,||-||x)
est continu, donc la composée T,. = T o I1g est continue avec ||T|| < [|T|| [|T10]|- Et Tio : (V,|]-|lv) = (H,||-||x)
est continu, et T : (H,||.|lz) — (V,||.||v") est continu, donc la composée T o I, est compacte.

Et, avec , les caractéres continu et compact sont conservés lorsqu’on remplace la norme initiale par une
norme équivalente.

Détails : || Tllo < /Tlall [Tl < all[[T5]] o]y < AR, done T, est un endomorphisme

borné dans (V, ||.||a)- Et [[Tiov||la < [|[T1o]] |||v]]v < %Hv”a donc Ig : (H, (-,-)m) — (V,|]-]la) est borné. Soit
By (0,¢) = {v : |[v|]lv < ¢} et Ba(0,¢) = {v : ||v]la < ¢} les boules de rayon ¢ dans (V,||.||lv) et (V,]]-la);

Ona:siv e BV(O,ﬁ) alors ||v]|le < Vllallllv]lvy < 1, donc B,(0,1) C BV(O,ﬁ). Donc I19(B4(0,1)

est relativement compact dans (V,||.||v) car Iip : H — (V,(-,-)v) est compact, donc I1g : H — (V,(-,")a
est compact car ||.||l < +/|lal|||-]|v (de toute suite on peut extraire une sous-suite convergente dans (V,|l.||v
implique : cette méme sous-suite est convergente dans (V,||.||s)). Et T} est continu donc T, (I19(B(0,1))) es
relativement compact dans (V, ||.||4)-

~— — ~—

8.2.3 T, est positif et auto-adjoint relativement a (-,-),, et 0 n’est pas valeur propre

Pour appliquer le théoréme spectral (le théoréme le plus simple qu’on connaisse en dimension infinie),
on a besoin d’avoir T, autoadjoint relativement & un produit scalaire dans V. Le probléme est qu’il ne ’est en
général pas pour le produit scalaire usuel (-, )y, voir exercice

Lemme 8.3 a(,-) est supposé bilinéaire, symétrique, continue et coercitive et dans (V,(-,-)y), donc (-,+)q :=
a(-,) est un produit scalaire équivalent au produit scalaire (-,-)y, cf. . Alors I'endomorphisme T,
(V,(,)a) = (V. (+,+)a) est autoadjoint et positif (donc pour le produit scalaire (-,-),), et 0 n’est pas valeur
propre :

Vf,g€eV, (Trfv g)a = (fv Trg)a (: (fvg)H)a

vieV, (Tif fa=0, (8.19)

0¢ o,(T)).
Preuve. (-,-),-autoadjoint : a(7),f, )-(f, 9u = (9, ) €19 a(Tyg, f) pour tout f,g € V. Positif :
a(T, f, f)!(f,f)H = ||f||% > 0 pour tout f € V. Si 0 est valeur propre de T}, alors Je € V t.q. e # 0
et Tre =0, donc 0 = a(0,e) = a(Tre,€) 8i6(e, e)u = ||e|[3 # 0, absurde. ua

Exercice 8.4 Dans R?. Soit (a@y, @2) sa base canonique et (-,-)g2 le produit scalaire canonique, donc (&, if)ge =
X1y1 + x2y2 quand & = x1€] + 2285 et § = y1€1 + y=2€>. Soit (-, -)as le produit scalaire associé a la matrice

M = (1 0), i.e. (f7 g)M = (Mf, Zj)R2 = T1Y1 —+ 2x2y2_ Soit L c E(RQ,RQ) 17end0morphisme donné par

0 2
0 2\ . . . .
[Lje=A= L o) te t.q. L.dy = dy et L.dy = 2d;. Montrer :
1- L n’est pas autoadjoint pour le produit scalaire canonique, i.e. (L.Z,¥)gz # (L.¥, ¥)rz en général.

2- L est autoadjoint pour le produit scalaire (-, ), i.e. (L.Z,9)p = (L ¥, &) pour tout I, .

Réponse. 1- (L.€1,82)rn # (L.€2,€1)rn (la matrice A n’est pas symétrique).

Ag1=1 A12=2
2- M.A = (g 3) est symétrique, donc (L.€1,€2)n = (M.A.€1,E2)rn =2 et (L.€2,€1)m = (M.A.€2,€1)pn = 2. um
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8.2.4 T, est diagonalisable dans (V, (-,-),) : bases spectrales
Théoréme 8.5 Sous les hypothéses du § [8.1.3, T, est diagonalisable dans une b.o.n. de (V,(-,-)a), et plus

précisément : les valeurs propres ., sont toutes > 0 et forment une suite (i, )N+ t.Q. n —n—oo 0, €6 0N peut
choisir des vecteurs propres vy, associés t.q. il forment une base hilbertienne (v, )y~ dans (V,(+,-)q) :
(Un)n+ b.on. de (V,(+,4)a),

Yn € N*, u, >0, et uy, — 0. (8.20)

Vn € N*, Tov, = upv,, ou {

(Donc, pour tout m,n € N*, a(vy, Vpm) = Omn-)

Preuve. (V,(:,-)q) est un Hilbert, car (V, (-, )y ) est un Hilbert et (-, ), est équivalent a (-, )y, cf. (8.9). Donc
grace aux lemmes|(8.2|et|8.3|on peut appliquer le théoréme|7.1{de décomposition spectrale a T, dans (V, (+,),). on

8.3 Théoréme spectral de diagonalisation de a(-,-)

Théoréme 8.6 (Théoréme spectral) Sous les hypothéses du §[8.1.5 :
1- Le probléeme spectral est diagonalisable dans une b.o.n. de (V,(-,-)a) : posant A, = ;% dans ,

. . (Un)n+ b.on. de (V, (-, +)a),
Vn € N*, Yo € V, a(vp,v) = Ap(Vn,v)H, 00 Vn e N*, A, >0, et A, —s oo. (8.21)
n—oo
(Donc (Un,Vm)a = Onm pour tout m,n.)
2- (wn)n+ = (VW Anvn)n+ est une famille orthonormale de H :
(wp)n+ = (VAnon)ne  est t.q. (W, W) g = Opm, Yn,m € N¥, (8.22)

3- Si de plus V est dense dans H, alors (wp)n» = (V/ Anvn)n= est une b.o.n de (H,(-,-) ).

Preuve. 1- On applique le théoreme [8.5] : a(Tv,,v) =B (v, v) 5 et (8.20) donnent a(unvn,v) = (vn,v)n,
donc a(v,,v) = i(vn,v)H, d’ott (8.21]).

2- Spm = (Un,Vm)a = )\n(vn,vm)p}, donc dnm = (VAnUn, VAmUm) i, donc (v Anvn)n = (wy)n- est une
famille orthonormale de H : on a (8.22).

3- Soit W = Vect{w, : n € N*} . Comme (wy, )y~ est une famille orthonormale dans H, avec Bessel-Parseval
onaW={weH w=>Y"" cow,ol ¢, = (w,wy,)met >~ % <oo}

OnaV C W :en effet si v € V alors, comme (v,) est une b.on. dans V on a v = Y d,v, ol
dn = (v,vn)q et |Jv]|2 =300 d2 < o0 (Bessel Parseval) ; donc v=B22 5 d, /iw, avec .0, d2pu, <

[ielloo Yoy d2 = [|pt]oo] [v]|2 < 00, car p, — 0 donc (u,) est bornée : ||u]|s < co. Donc v € W.
W étant fermé on a H = WJrWJ‘. Supposons W+ # {0},i.e. 3z € W, 2z # 0; Comme V est dense dans H,

Jv eV tq. |lz—vlg < Hz#’ etonaV C W donc v L z donc (Pythagore) /||z||7 + ||v]|7 < HZ%’ donc
2] < @ Absurde. Donc W+ = {0}. Donc H = W. .

8.4 Résolution du probléme initial

Le probléme initial général est (8.1) : pour f € H, trouver u € V t.q., pour tout v € V, a(u,v) = (f,v)g

8.4.1 Cas général

Soit (¥;)n« une b.o.n. de diagonalisation dans V, et (w;)n+ = (v/Aiv;)n+ la famille orthonormale de H
associée, cf. 1) On cherche u sous la forme u = ZJ 10505, dong, (-, -), étant bilinéaire,
a(u, v;) ZO‘J a(vy, v;) -ZO‘J (5, vi) i = ili(Ijw;, /piw:) i - .(f, Vi)H, (8.23)
Jj=1 j=1
donc -
u=> (f,v;)uv;. (8.24)
j=1
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50 8.5. Caractérisation des valeurs propres : quotient de Rayleigh

8.4.2 Cas du laplacien

Q ouvert borné dans R", (H, (-, )g) = (L*(Q),(-,")r2) avec V. C H*(Q) et (-,)yv = (-,-)g1; ici V est
dense dans H, et on préfére utiliser une b.o.n. dans L?(Q2) (“une b.o.n. de Fourier”), donc on utilise la b.o.n.

(wi)n+ = (VAivi)n= dans L23(Q), cf. thm 3—. Donc on cherche u sous la forme u = 37, Bw;; (b et

1
v = Wi donnent

oo
(fv w ’)LQ
=> /\7]% (8.25)
=1 /
ie. u(Z) = Z;il W;\%wj(f) pour (presque) tout T € Q.

8.5 Caractérisation des valeurs propres : quotient de Rayleigh

On se place dans le cadre du théoréme spectral B.6] avec V' dense dans W. On suppose les valeurs propres
triées de maniére croissante : A, < A,41 pour tout n.

Définition 8.7 Soit v € V', v # 0. Son quotient de Rayleigh R(v) est le réel
a(v,v) _ |lv[[2

wor o

v v

[oller’ [|v]| e

R(v) = )=l 112)- (8.26)

||v||
En particulier, (v, )+ étant la base spectrale dans (V) (+,-)a), et (wp)n+ := (VApvn)n+ étant la base spectrale

associée dans (H, (-,")n),
R(vy,) = R(wy) = An e w2 (pulsation au carré) (8.27)

(la n-iéme pulsation propre de vibration associée a la fonction propre v, ou a la fonction propre wy,).

Calcul de R(v) avec les bases spectrales. Pour v € V' (donc v € H), soit «;, resp. §;, ses composantes

sur la base (vy,), resp. (wy,) = (VAnvp) :
v = ZO[Z"U,' = Zﬂiwi, ou donc Q; = a(v, ’Ui), 51 = (1}, wi)H, a; =/ Azﬂz (828)
i=1 i=1
(car (-,-)q est symétrique et a(v;,v) = X\;(vi,v) g = V/Ai(w;,v)g.) Donc

||U||Z _ HZElaivin _ Zzﬁﬁ _ Eioil)‘iﬂzz _ Zi’ila?

R(v) = = e =S o T — = &% : (8.29)
HUH%{ szzlﬂzwzu% Zi=15i2 Zi=161‘2 Zi:lAia%
En particulier on retrouve (8.27) : R(v,) = “l(ﬁ”ﬁ;) = 2n ‘(ll;" ’lT”)H =\ % car wy, = \/AnUn.
n nilg nilH

Exercice 8.8 Faire le dessin en dimension finie, dans R2, pour la matrice A = (0 g) et a(-,-) = (-, )a =
(A., .)r2 le produit scalaire associé, et retrouver A; associé a w; qui donne le petit axe de lellipse, et Ay associé
A Wy qui donne le grand axe de Pellipse (= image de la boule unité par A). =h

Exemple 8.9 Soit 2 =|0, [, soit H = (L?(2), (,-)p2), soit V = (Hg(Q), (-, *)Hy ), et soit le probleme —u” = Au
dans H}(2). Formulation variationnelle : a(u,v) = A(u,v) 2 dans V, ot a(-, ) =

sont les wy(z) = \/gSiH(nx) (solutions de u” 4+ Au = 0 avec u(0) = u(m) = 0), le coefficient \/g étant le

coefficient de normalisation dans L2(2) : |[wy|[r2 = 1. Bt Ay = R(wy,) = a(wn, wy) = [; 2n? cos?(nz) do = n?,

et w, = n est la n-iéme pulsation (relative & la n-iéme fonction propre sin(nz)). un

(u’,v") 2. Les fonctions propres

Quitte a renuméroter les valeurs propres, on suppose A, < \,11 pour tout n € N*. On note Vj, le sous-espace
vectoriel de V' engendré par le k premiers vecteurs propres :

Vi = Vect{vy,va, ..., vk} = Vect{wy, wa, ..., w}. (8.30)

Les v; étant paralléles aux w; on a (adhérence dans V car on aura besoin de a(v,v) pour v € Vi)

V,j‘“ = Vect{vp 11, Vpt2, ...} = Vect{wp i1, Wrya,...} = Vit (8.31)
Proposition 8.10
A =max R(v) = min R(v) (= R(vk)= R(wy)), (8.32)
vEV veVi
(On a noté A\, = max R(v) bien sir au sens A\, = vegi?)lf;é() R(v), idem pour min.)
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= Mg, sachant 0 < \; < Ag pour tout ¢ < k.

k k

W f g2
Preuve. (8.29) donne max R(v) = Z’Tj gl < Ak Zfl ﬂ;
vEVK i1 2im1 B
(Et (8.27).) Idem pour min avec (8.31). s

Notons V,,, est I’ensemble des sous-espaces de dimension m de V' (donc E,,, € V,, ssi dim E,,, = m).

Théoréme 8.11 (Principe du min-max) Sous les hypothéses du théore‘me ona:

VEm € Vi, Am < max R(v) , et Ap = min max R(v). (8.33)
VEE, B €Vm vEE,
—_———

valeur par excés
Ce résultat permet de calculer une valeur max,c g, R(v) de A, par excés, si on ne connait pas explicitement V,,,

m

en prenant pour E,, un espace connu engendré par m vecteurs : voir §[11.1.1]

Preuve. Soit E,, € V,,. Comme dimE,, = m et dimV,,_; = m—1, il existe v € E,, N V.- ;, v # 0 (voir
exercice [8.12), donc R(v) > A, (car v € Vjr_,), cf. , donc maxyep,, R(w) > Ay, (car v € E,,). Vrai pour
tout E,,. Donc A\, <ming, ¢y, maxycg, R(v).

Et si E,, =V, alors donne A, = max,cy,, R(v) = R(vy,), d’ott Ay, > miny  (maxg, R(v)). ua

Exercice 8.12 Soit V' un Hilbert. Soit V,,,_1 et E,, deux s.e.v. dans V t.q. dimV,,_1 = m—1 et dim E,,, = m.
Montrer
EpnNVyp 1t #{0}, ie. Jw#0 tq wekE, e wlV, | (8.34)

Commencer par démontrer ce résultat lorsque V = R? usuel et m=2. Dessin.

Réponse. Cas V = R® usuel et m=2. E,, = E» est un plan : d’équation de type ax+by+cz = 0, de vecteur normal 7ig =
(a,b,¢). Bt Vin_1 = Vi est une droite : 37y = (a, 8,7) # 0 tel que Vi = Vect{fv }, donc V,;-_; est le plan az+By+vz = 0.
. B . ax +by+cz=0=1g- T, .
Donc un vecteur = (z,y, z) dans Ey (| Vi vérifie ~ _ ¢-Doncsi(a,b,c)//(a, B,7) (les deux
ar+ py+vz=0="mny - T
plans sont identiques) alors tout vecteur & orthogonal a (a, b, ¢) convient, et sinon & = (a, b, ¢) A(a, 3,7) convient (produit
vectoriel des vecteurs normaux). Faire un dessin.

V = Ve
Cas général. V = Vi1 @ Vi1t car Vi1 est de dimension finie donc fermé. Soit v : { ! }

v = Y () = vm-1
lopérateur de projection orthogonale sur V,,—1, ot donc vm,—1 est défini par (vVm—1,Wm—1)v = (v, Wm—1)v pour tout
Wm—1 € Vim—1. Donc Kery = Vi1t

Soit ¢ = Y|g,, : Em — Vin_1 larestriction de 9 & F,,,. L’application linéaire ¢ n’est pas injective car la dimension m—1
de Vespace d’arrivée est strictement inférieure & la dimension m de V’espace de départ. Donc Je € E,,, e # 0, t.q.
w(e) =0 =1(e), donc e € Kert) = Vy,_1~. Cet e convient : e £ 0 et e € Epy N Vi1t un

9 Exemples de résolutions
9.1 Base de Fourier (1yj(z), cos(2knz), sin(2k7x)), . dans L*(]0, 1])
On note abusivement sin(kx) la fonction sin(k-) : « — sin(kx) (le nom de la variable utilisée est ). On a
(1[0’1], V2 cos(2kn), ﬂsin(ka:)) - est une b.o.n. de L*(]0, 1]). (9.1)

(Démonstration & l’aide des polynomes trigonométriques.)

9.2 Base de Fourier (sin(krz)), . dans L*(]0,1[)
9.2.1 Introduction
On a fol sin®(krz) dz = 3. Et fol sin(kmz) sin(¢rz) de = 0 si £ # k. Donc
(V2sin(krx))pen- est une famille orthonormée dans L2(]0, 1[). (9.2)
On va montrer qu’elle est génératrice, donc (v/2sin(knz))ren- est une b.o.n. dans L2(]0,1[), & comparer

avec ([9.1)), ce a l’aide du théoréme spectral.

(Plus généralement, (\/%Sin(’%x))kew est une b.o.n. dans L?(]0, L[.)
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52 9.2. Base de Fourier (sin(kwr))k . dans L?(]0,1])
eN*

9.2.2 Probléme a résoudre

On résout le probléme spectral : trouver les couples (A, u) € R x L2(]0,1[)—{0} t.q. :

—u" =M dans ]0,1],
(9.3)
u(0) =u(l) =0.
9.2.3 Résolution classique
Les (A, u) solutions de (9.3) sont données par (& un facteur multiplicatif prés pour ) : k € N* et
Mo = (km)? et ug(x) = sin(knz), (9.4)

voir résolution de 1} On a ||sin(k7)||3. = fol sin®(kmwz) dz = 3. De plus (sin(k-),sin(¢7)) 2 = 0 pour tout
k # ¢ : donc :
la famille (uy)n- = (V2sin(k7-))y- est orthonormée dans L2(]0, 1[). (9.5)

Est-ce une base? Oui a l'aide de :

9.2.4 Résolution variationnelle

Soit H{(]0,1[) muni de son produit scalaire usuel : (w,v) gz = (0, 0) 2.
Formulation variationnelle associée & (9.3) : trouver les couples (A, w) € R x H{(]0,1[) t.q. :

/ w' (2)v (z) do = )\/ w(z)v(x)dr, Yo e H}(0,1]),
0 0

soit :

a(w,v) = Mw,v)rz ot alw,v) det (w', 0" )2 = (w, V) -
Donc a(-,-) = (-,) gz, donc a(-, ) est bilinéaire symétrique elliptique et continue dans (HL(0,1]), (-, ) (Cest
le produit scalaire). Et H{(]0, 1[) est dense dans L2(]0, 1[), et I'injection canonique H}(]0,1[) — L2(]0, 1]) est
continue (Poincaré) et compacte (Rellich). On applique le théoréme spectral : il existe une base hilbertienne de
(H{(J0,1]),a(-,)), notée (vg)ken+, formée de fonctions propres associées a des valeurs propres A\, qui tendent
vers +o00.

De plus la résolution directe de donne, & une constante multiplicative prés, les solutions indépendantes
données par  — sin(knz) (les solutions homogénes non nulles de ’équation différentielle —u” — Au = 0 sont
données par z — a cos(vV/Az) 4+ Bsin(v/Az), et les conditions aux limites de Dirichlet homogéne donnent o = 0
et VX = km ot k € N*.)

Comme |[sin(km)||g1 = ||k cos(km)|[z2 = kw% on déduit que les z — vg(x) = gsin(lmm), vérifient
—v) = My dans Hi (10, 1]) avec A, = k%72 et (vg, ve) gy = ke, que ce sont les seules fonctions propres normeées
dans H}(]0,1]) au signe prés, donc, avec le théoréme spectrale, qu’elles forment une b.o.n. dans H¢(]0, 1]).

Et de plus le théoréme spectrale indique (densité de H}(]0,1[) dans L?(]0,1])) que les

(z — ||vk(||$) = V2sin(knz))gen- forment une b.o.n. de L2(]0,1[), (9.6)
UVk||L2

comme annoncé. (On vérifie que wy, = V/Agvg, car VA = km.)
Exercice 9.1 Montrer que la fonction 1}y 1) sur la b.on. (v2sin(kmz))gen+ a toutes ses composantes paires

nulles. Calculer impaires. En déduire E ( ™ En déduire que E — = T
n
m=1

27717—1)2 = S G (voir aussi exe. |D.13)).

n=1

Réponse. 1 = ch(\/isin(kwm)) ot les ¢, sont les composantes de 1jo1; sur la b.o.n. (v2sin(krz))ren= de L*(]0, 1]).

k=1
1 1 0 si k pair,
V2 {—H cos( )} 2v2
km

Donc

I
>
3
8

1
i = (Lo,1), V2sin(km)) 2 = \/5/ sin(kmz) dx
0

0 —— si k impair.

Puis

] w
1
3{\)‘,..
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e
NgE
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Exercice 9.2 Calculer les composantes de g : ¢ €]0,1[— g(t) = t sur la b.o.n. (v/2sin(knz))gen-. Déduire

Y

Réponse. c; = (g, v2sin(kr.)) 2 ffo tsin(kmt) dt = ffl Cos(kﬂ — \/ﬁ[ticos(’:r”)]})) = 7\/§°°S]€(7’:") = 7\/§(lzk.
7\'2

Donc, Bessel-Parseval, ||g||7. =23 5%, 2. Et calcul direct : HgHLz = [3 J6 =31 Donc >0 & =2 =

Exercice 9.3 On considére le probléme spectral : trouver les couples (A, u) € R x L2(]0,1]) t.q. :

(9.7)

—u" =M dans ]0,1],
u'(0) = u'(1) = 0.

(Probléme de Neumann homogene.) En déduire que (1j,1[, (V2 cos(km.))ren+) est une b.o.n. dans L*(]0, 1[).

Réponse. 1- Les solutions non nulles de u” 4+ Au = 0 sont du type u(z) = acos(wz) + bsin(wz) oit w = VA pour
A > 0. Donc v/ (z) = w(—asin(wz) + beos(wz)). Et 0 = v’'(0) = wb donne b = 0, donc il reste u(z) = a cos(wz), solution
non nulle si @ # 0. Donc u'(z) = —wasin(wz), et 0 = v/(1) = —wasin(w) donne 11- soit w # 0 et alors w = k7
pour k € N* donne les solutions acos(kmz) pour a € R*, 12- soit w = 0 auquel cas u(z) = a, mais un tel u vérifie
—u” = Au ssi A = 0, donc A = 0 est valeur propres associé a la fonction constante 1. Et (cos(mm.),cos(nm.))2 =
fol cos(mnz) cos(nmz) dor = %fol cos((m+n)mz) + cos((m—n)rz) dz, donc = 1 si m=n=0, et = 3 si n=m#0, et = 0 si
mz#n. Donc (150,11, (V2 cos(kT.))ken+) est une suite orthonormale dans L*(]0, 1).
2- Pour appliquer le théoréme spectral, on met (9.7)) sous la forme faible : trouver (\,u) € R x H! (J0,1]) t.q

vo € H'(10,1]), ao(u,v) = A(u,v)2, ot ao(u,v) = (gradu, gradv) 2, (9.8)

avec H'(]0, 1]) muni de son produit scalaire usuel (-,-) g1 = (-, )72 + (grad., grad.) 2. Mais ici ao(u, v) n’est pas coercitive
dans (H'(]0,1[), (-,-) 1) : prendre u la fonction constante = 1 qui donne 0 = ao(u,u) = 0 donc non > a||u||%,; pour un
a > 0. D’ailleurs en 12- on a vu que A = 0 est valeur propre.

21- Une premiére approche : modifions le probléme (9.7) en le probléme : trouver les couples (u,u) € R x L?(]0, 1[)
t.q. :

"
—u' +u=pu dans]0,1],
oy ) ol (9.9)
u (0) =u'(1) = 0.
Autrement dit on a posé A = u—1, et (A, u) est solution de (9.7)) ssi (p, u) est solution de . Le probléme faible associé
a est trouver (u,u) € R x H'(]0,1[) t
vo e H'(10,1]), a(u,v) = p(u,v)r2, on a(u,v) = (gradu, gradv) 2 + (u,v) 2. (9.10)

Et (-,-)a = (-,-) g1 et on peut appliquer le théoréme spectral : on a une (-,-)q b.o.n. (vy)n+ dans (H'(]0,1[), (-,-) 1) et
la b.o.n associée wy, = \/finvn dans (L?(]0,1]), (-,-)2). Et 1) a donné toutes les solutions de sles ptq. p—1 = k%
i.e. les 4 = vk24+1 pour k € N, et les fonctions propres associées cos(kmx) (en particulier 1y ;[ pour k& = 0). Donc, aprés
normalisation des cos(kwz) dans L?(]0, 1[), la famille (1, (v/2 cos(k7x))ren+) est une b.o.n. dans L2(]0, 1[).

22- Deuxiéme approche : est de considérer le probléme dans H'(]0,1[)/R, et alors ao(-,-) est coercitif, d’ott
(A2 cos(km.))ren+ est une b.o.n. dans H'(]0,1[)/R, d’ott (v/2cos(km.))xen+ est une b.o.n. dans LZ(]0,1])/R, et
H'(]0,1[) = H'(]0,1[)/R & Vect{1}9,1{} donne le résultat. un

Exercice 9.4 Soit g : ¢ €]0,1[— g(t) = t. Décomposer g sur la base (1j91[, (v2cos(km.))ren+). En déduire
S (2ni1)4 (calculez ||g|[2.,).

Réponse. co = (g, 1 Lz = fol tdt = 3, et, pour k#£0, ck = (g, V2 cos(km.))p2 = \/ifol t cos(kmt) dt = —k—*/f fol sin(knt) dt+

0
k—‘/f[tsin(kwt)}(l)) = s )2 (cos(km) — 1), donc = 0 si k pair = —(i:fz si k impair. Bessel-Parseval : ||g|[7. = + +
0o 3
Zk mpair T =1 i m =i+ 71 20l @y Bt caleul direct : llgllz> = [5o = 3-
Donc ﬁ =53y, (2n @ donc g—; =>, W (avec g ~ 1,01468). =

9.3 Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

On reprend la théorie spectrale en la détaillant dans le cas 1 — D sur lintervalle [0, 1].

9.3.1 Probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie
On considére le probléme elliptique de Sturm-Liouville avec conditions aux limites de Dirichlet :

trouver u € H'(]0,1]) tel que :

= (p(x)’(2))" + q(z)u(z) = f(z), Va€]0,1], (9.11)
u(0) = u(l) =0,

pour f € L%(]0,1]) et p,q € L>(]0,1]), avec p(z) > a > 0 et g(z) > 0 sur [0, 1].
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54 9.3. Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

(Pour le probléme classique, on cherche u € C?[0, 1], quand f € C°(]0, 1[), p € C1([0,1]), ¢ € C°([0,1]), avec
p(z) > a>0et g(x) >0 sur [0,1].)
Ce probléme s’écrit de maniére générique :
trouver u € H}(]0, 1[) tel que :
{ . def n (9.12)
Au=f ou Au= — (pu") + qu,

au sens des distributions (pour le probléme classique Au = —(pu’)’ + qu dans C?).

But : diagonaliser 'opérateur A. On aura ainsi une base de vecteurs propres dans laquelle la solution u est
immeédiate a calculer. De plus les valeurs propres correspondent au carré des pulsations de résonance pouvant
amener la structure & sa destruction : leur connaissance est importante.

9.3.2 Probléme bien posé

Lemme 9.5 Si f € L?(]0,1]), si p € L>=(]0,1]) et ¢ € L>°(]0, 1]) sont des fonctions positives, et s’il existe o > 0
t.q. p(x) > a > 0 presque partout, alors le probléme (9.11]) admet une unique solution u € HZ(]0, 1) qui dépend

continiiment de f.
Et notant uw = Tf (= A~'f) la solution, la fonctionnelle T ainsi définie, T : L?(]0,1[) — HZ(]0,1[), est un
opérateur borné de L*(]0,1[) dans H}(]0,1]).

Preuve. On applique le théoréme de Lax—Milgram. Le probléme (9.11)) s’écrit sous forme variationnelle :

{ trouver u € H{(]0, 1[) tel que pour tout v € Hy(]0,1]) : (9.13)

a(u,v) = £(v),

oit a(-,-) et £ sont définies sur H{ (]0, 1[) par :

a(u,v) = /1 p(x)u’ (x)v (z) dz + /1 q(x)u(z)v(z) dz, l(v) = /1 f(x)v(x)de. (9.14)
0 0 0
On vérifie immédiatement que a(-,-) est bilinéaire symétrique. Elle est continue sur Hg (]0,1]) car :
la(u, 0)] < lpllsclu'llz2 [[V[122 + llalloollullz2 [[vll L2 < (Ilpllse + callalloo)llullrg vl (9.15)
oil cq est la constante de I'inégalité de Poincaré. Elle est coercitive sur H2(]0, 1[) car :
a(v,v) > allV|[7 = allvll3, - (9.16)
¢ est trivialement linéaire, et est continue sur H{ (]0, 1[) car :

()] < [[flz2llvllL2 < callfllc2[lvlmg, (9.17)

ol ¢q est la constante de I'inégalité de Poincaré. Donc le probléme ((9.13) est bien posé (Lax—Milgram) : il existe
une unique solution u = u(f) € Hg(]0,1[) avec af|ul|?, < a(u,u) = £(u) < (callfllz2)I|ul| g2, donc :
0

() < 201 £11e (9.18)

(%

L*(J0,1]) — Hy(J0.1])

f =T(f) =u(f)
la solution u du probléme (9.13)). Il est clair que T est un opérateur (i.e. linéaire), le probléme (9.11]) étant
linéaire, et que 7' est borné avec ||T| L2, mp) < 2. ua

Notons u(f) = T(f) ot donc T : } est 'opérateur qui & f donné fait correspondre

Donc pour f € L%(]0,1[) on a:
a(Tf,v) = (f,v), Yve Hi(]0,1]), (9.19)

puisque v = T'f par définition de T
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9.3.3 Probléme spectral

Probléme spectral classique : trouver les couples (\,u) € R x C2([0,1]) tels que u # 0 et :

Au = M, (9.20)

ot A est donné en (9.12]).

Probléme spectral sous forme variationnel : trouver les couples (A, w) € R x HZ(]0, 1) tels que w # 0 et :
a(w,v) = MNw,v)g2, Yo € Hi(]0,1]) (9.21)

Puisque (w,v)r2 = a(Tw,v) pour tout v, cf. (9.19)), cette définition est bien équivalente (aprés changement
de notation) & trouver les (A, w) € R x H}(]0,1]), ot w # 0, tels que a(w,v) = Aa(Tw,v) i.e. t.q. :

ANTw=w (9.22)

ou encore Tw = %w = pw, dés qu’on se sera assuré que p = 0 n’est pas valeur propre de T. Ainsi formellement
T=A"

9.3.4 Le produit scalaire a(-,-) = (-, ),

La forme bilinéaire a(-,-) ="°% (.,.), est bilinéaire symétrique définie positive : elle définie donc un produit
scalaire sur H}(]0,1[). Ainsi (HZ(]0,1]), (+,-)a) est un espace de Hilbert.

a(-,-) est de plus continue et coercitive sur H}(]0,1[), et définit donc un produit scalaire équivalent au
produit scalaire usuel [[v]|1 = [[v'|[L2 :

o[l < a(v,v) = [z < lall[Jvll,, Vv e Hy. (9.23)
Et on notera ||.||, la norme associée au produit scalaire (-, +),-

9.3.5 Opérateur compact
L’existence des solutions du probléme spectral (les vecteurs propres de T') sera donnée grace & :
Lemme 9.6 On considére (HE(]0,1]), (-, -)a) (I'espace HE(]0, 1[) muni du produit scalaire a(-,-)). Alors, I'opéra-

teur T, : (HE(10,1]), (-, )a) — (HL(0,1]), (-,+)a) donné par T, f = T f pour tout f € Hi(]0,1]), est un opérateur
(i)borné (ii)positif (iii)autoadjoint (iv)compact (v) qui n’admet pas 0 pour valeur propre.

Preuve. On a T, = T o I dans H}(]0, 1[).

(0) Ici Ihg : u € Hy — u € L? est borné car [[ul|z2 < cqllul[gy ol cq est la constante de I'inégalite de
Poincaré, donc ||I10]] < ¢q.

(i) L’opérateur T, : (HL(]0,1[), (-,)a) — (HZ(]0,1[), (,-)a) est borné car, pour f € HE(]0,1]) :

2 2
Q C C
1T flla < Vllall T fllmy < Vllall e < Vilall 2 g < Vlall === flla,

c
a a
cf. (9.18) et (9.23).

(ii) T, est positif dans (H}(]0,1]), (-,+)q) car (9.19) donne a(T,v,v) = (v,v)r2 = [[v|[2, > 0 pour v # 0
dans H{(]0,1]).

(iii) 7} est (-,-)q-autoadjoint dans H}(]0,1[) car (-,-), est un produit scalaire et avec (9.19) et pour u,v €
H;(]0, 1) -

a(Tru,v) = (u,v)r2 = (v,u)r2 = a(Trv,u).
(iv) T, est compact de Hg(]0,1[) dans H}(]0,1[) (muni de I'un ou 'autre des produits scalaires équivalents)
car T, = T o I1g avec I;o compacte et T borné.

(v) Si = 0 est valeur propre, un vecteur propre associé¢ e # 0 vérifie Te = 0, donc a(0,v) = (e,v)r2 pour
tout v, voir (9.19), et en particulier 0 = a(0,e) = (e,e)z2 = |le]|32 # 0, absurde. Donc p = 0 n’est pas valeur
propre. =
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56 9.3. Cas 1-D : probléme de Sturm—Liouville en dimension infinie

Remarque 9.7 1- Si (\,u) € R x H{(]0,1[) est une couple vp-vp, alors on a Tu = yu € H{(]0,1[), cf. ,
et donc considérer la restriction T;. de T' & Hg(]0, 1[) n’est pas restrictif pour la recherche des couples vp-vp.
2- Attention & ce qui est appelé opérateur de restriction : c’est bien T € L(H; V) restreint & V mais dans
des espaces ou les normes ont changées, et en particulier T, € L(V;V) n’a pas méme norme que T (bien
que Tf = T.f pour tout f € V) :on a [|[T|| = supscy T ALy

T [1f1]e
T || = sup ey ||f7||vv

3- On prend le produit scalaire (+,-), pour avoir le caractére autoadjoint. Voir I’exemple
4- Pour démontrer la compacité de T}, on a utilisé la boule unité B; de HE(]0, 1[). Attention, ce n’est pas la
boule unité By de L?(]0,1]) (lorsque ces boules sont mesurées et comparées a I’aide de la norme ||.||z2, By es

‘beaucoup plus petite’ que By). =n

(puisque V est dense dans H) alors que

9.3.6 Base hilbertienne de vecteurs propres

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 9.8 Sous les hypothéses du lemme[9.5] il existe une suite croissante de réels \,, > 0 pour n € N*
et une suite (wy, )y~ de Hg([0,1]) qui forme une base hilbertienne de L*([0,1]) telle que Aw,, = A\, w,, pour tout
n € N*,

De plus (\,) tend vers +oo avec n, et (v, = \‘/"ﬁ)N* est une base hilbertienne dans (H}([0,1]), (+,)a)-

Preuve. L'opérateur T, étant autoadjoint compact positif sur (H*(]0,1[), (-,-)a), on en déduit que H}(]0, 1)
admet une base (-, -),-hilbertienne (v, )y formée de vecteurs propres de T, associés aux valeurs propres (fi, )N
positives (voir théoréme [7.1) : pour tout n,m € N* :

Tovn = tnVn, (Un,Vm)a = Onm €t p, — 0.
n—oo
Et par définition de T :
(Un7 Um)L2 = a(T'Unv 'Um) = Mna('Uru 'Um) = Mnénm;

donc (J=)n- est une famille orthonormale de L.

Sachant H(]0,1[) dense dans L?(]0, 1[), c’est une base hilbertienne de L?(]0, 1]).
Et on pose A, = /%, sachant que p = 0 n’est pas valeur propre. Et comme les p,, tendent vers 0, les A\,
tendent vers +oo. =

9.3.7 Résolution du probléme de Sturm—Liouville

Il reste & calculer u solution de (9.11). Soit (¢, )n- les composantes de u sur la base (wy)n+ trouvée au
théoréme Donc, pour presque tout  :

u(z) = ch wp(z), ¢, €R. (9.24)

Avec a(u, wpn,) = (f,wm,) 2 vrai pour tout n € N*, on obtient :

cha(wn,wm) = (f,wm)r2, VYmeN. (9.25)

Comme a(Wy, W) = Apdpm, il reste Apcm = (f, wp) 2, soit :

1
A’H’L

Cm =

(fswm)r2 = ﬁ/o f(@) w () dz. (9.26)

Donc u :

U= Z %(f, Wn) [2 Wy

3
n

Exemple 9.9 Cas particulier p = 1 et ¢ = 0, i.e. —u” = Au avec u(0) = u(1) = 0 : on retrouve la solution
classique avec la “base de Fourier” donnée en (9.5). Ici :

A=\, =n?7?, w(z) =w,(z) = a,sin(nrz), Vn € N*, (9.27)
avec par exemple a,, = v/2 pour avoir ||w,||z> = 1. On obtient ainsi la solution au probléme —u” = f sous la

forme : u(x) = Y207 ¢ V2sin(nmz), o ¢, = 3= fol f(2)V/2 sin(nrz) dz. o
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9.4 Le laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet

On regarde le probléme spectral, pour 2 ouvert borné de R™ et A matrice elliptique :

{ trouver les j\n €Ret e, € HY(Q), en # 0 tels que : (0.28)
—div(A.grade,) = A\ en.
Forme variationnelle :
trouver )\, € R et e, € H}(Q), e, # 0 tels que :
(9.29)

/ (A.grade, ) () » grado(Z) dQ = X\, [ e, (%) v(Z)dQ, Vv e HL(Q)
Q Q

On munit H} () du produit scalaire usuel (-, -)mp donné par (u,v) g1 = Jo gradu(Z) « gradv(Z) d2. On note :

a(u,v) = /Q(A.grzmdu)(f) . gradu(T) dQ. (9.30)

Comme A est une matrice elliptique, la forme (trivialement) bilinéaire a(-,-) ="°% (-,.), est un produit scalaire

équivalent au produit scalaire (-, ) -

Théoréme 9.10 Le probléme (9.29) admet une infinité de solutions (A, ey )nen+ dans R x HE(Q) telles que :
(i) An, > 0 pour tout n et A, —p—00 00, €t (ii) (€,)n>1 est une base hilbertienne de L? ().
De plus la base (e—n)nzl est une base hilbertienne de (HZ (), (-, +)a)-

Van

On dit que les \,, sont les valeurs propres de —diV(A.grad-) (en particulier de —A dans le cas A = I) avec
conditions aux limites de Dirichlet, et que les e, sont des fonctions propres associées (ici les e,, choisies sont des
fonctions propres normalisées dans L2(12)).

Et v/A1 est appelée pulsation fondamentale, et les /A, les pulsations harmoniques.

Preuve. On retrouve sous cette forme le probléeme (8.3)). Vérifions les hypothéses 1}1}1} :

1. Pinjection canonique Iy est continue de Hg(2) dans L*(Q) grace a linégalité de Poincaré ||v|[z2(q) <
callvl| g () pour tout v € Hg (), sachant Q borné,

2. Iinjection canonique I est compacte de H'(f2) dans L?(f2) (théoréme de Rellich).
3. H(9Q) est dense dans L2(€2), car D(2) C Hi () et D(Q) dense dans L?(Q) (cours d’intégration-convolution),

4. la forme bilinéaire a(-,-) est un produit scalaire équivalent au produit scalaire usuel de H}(Q).

On peut donc appliquer le théoréme : il existe une base hilbertienne (e,,),>1 de L?(2) (base orthonormale
de (L*(2), (-,+)12)) de vecteurs propres de a(-,-) associée & une suite de valeurs propres (A, )p>1.
De plus les (e,) sont dans H}(Q) et forment une base orthogonale pour H{(2) muni du produit scalaire

a(+,-). Et les (e—”)nzl forment une base orthonormale de (H}(Q), (-, )a)- wa

VA
Remarque 9.11 On peut également montrer & l'aide de résultats de régularité que les fonctions e,, sont en
fait C*°. L’idée est que —div(A.grade,) est moins régulier que e, (c’est une “dérivée seconde”), alors qu’en méme
temps —div(A.grade,)e, = A\pen, i.e. que e, & méme régularité que —div(A.grade,)e,. un
9.5 Le laplacien avec conditions aux limites de Neumann

Exemple 9.12 Les résultats sont analogues pour le probléme de Laplacien ‘—Au+u = f’ avec conditions aux
limites de Neumann ou conditions aux limites mélées Dirichlet—Neumann. Montrez-le. un

10 Approximation variationnelle des problémes spectraux

10.1 Probléme approché
Point de départ = le probléme aux valeurs propres :
trouver les couples (A, u) € R x (V—{0}) t.q., Vv € V, a(u,v) = A(u,v)q, (10.1)

ou (-, -)g est un produit scalaire sur V. On en déduit le probléme approché (probléme discrétisé) : avec V;, C V
(approximation conforme), dimV;, = n € N* : trouver les couples (Ap,wp) € R x (V3,—{0}) tels que

Vvh S Vh, a(wh,vh) = )\h(wh,vh)g. (102)
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Exemple 10.1 Pour le probléme aux valeurs propres du laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
sous la forme initiale trouver (\,u) € R x H}(Q) t.q. —Au = Au. On commence par la mise sous forme
variationnelle ([10.1), ou donc V = H{(Q) et a(u,v) = [, gradu(Z).gradv () dQ et (-, g = ()2

Probléme discrétisé déduit avec V, = P = lespace de fonctions continues dans 2 et affines par
morceau sur un maillage donné. (Ici ce ne peut pas étre le probléme : trouver (A, up) € Rx Py t.q. —Aup, = Auy,
car le membre de droite Auy, est une fonction P, alors le membre de gauche —Awy, n’est pas une fonction : c’est
une distribution non réguliére). un

Calcul de solutions de (10.2)) : soit (¢;)i=1,...,» une base choisie dans V}, (exemple : la base usuelle des fonctions
chapeau P; en éléments finis). On cherche les wy, solutions de (10.2) sous la forme

n a1 )
wn =Y ajp, de @, =| ¢ | "€a (10.3)
J=1 (079

oit & = [Wy], est la matrice colonne des composantes a; de wy, dans la base (¢;). Avec (10.2)) et v, = @; on
] =

obtient >, aja(p;, i) = Anj (i, ;) m, donc, avec R = [Ry;] := [a(p;, )] et M = [M;;] := [(5, 0i)g],
Vi=1,.,n, Y Rija; =AM, ie |RdA=AMd| (10.4)
j=1

probléme de type “probléme spectral généralisé¢” ou “probléme de valeurs propres généralisé”.

Définition 10.2 R = [R;;] := [a(p;, ;)] est la matrice de rigidité (matrice n *n).
M = [M;;] .= [(¢j, pi)g] est la matrice de masse (matrice n * n).

10.2 Eléments finis et “diagonalisation du laplacien”

Le probléme spectral approché (10.2) dans V}, a été transformé en le probléme matriciel ((10.4)).
Avec R symétrique et M symétrique définie positive, la matrice R est M-diagonalisable : il existe n réels

An; et une b.o.n. de vecteurs propres associés Z; t.q., pour tout ¢,j = 1,...,n, cf. (B.40)-(B.41),

RzZj =Mz et zZT.M.Z;=46;;, ie. RP=MPD avec PT.M.P=1, (10.5)
ou D = diag(Ap;) et P =[P;]=(Z ... Z,), voir (B.40). Dans V}, on définit alors les
n
whj =Y _ Pijpi. (10.6)
=1

et les wy; forment un b.o.n. dans (Vi, (-, ) 12) : en effet, (Why, ’LUhj)L2 = Zké Py Py (0K, 0e)rz = Zké PiiMyo Py =
(PT.M.P)y, = di4, cf. 1) De plus, a(wpi, w;) =(10.2) Ai(Whi, Whj)r2 = Aidyj;, donc si R est définie positive
alors Ap; > 0 pour tout %, donc (w—’;) est une b.o.n. dans (Vy,a(:,-)).

Interprétation pour le laplacien : les \j; sont les fréquences propres approchées, et les wy; sont les fonctions
propres associées.

Résolvons (10.2)) avec la base (wp;) : on cherche les composantes ¢; de uj, sur la base (wp;) , i.e. on pose
Up = Z;’:lcjwhj ; donc les ¢; € R vérifient, pour tout ¢ =1, ...n,

cha(whjawhi) = (f,whi)g, donc c;Ani = (f, Whi)g, (10.7)
j=1
car a(wnj, Wn;) = Ap;0;5. Donc, les Ap; étant non nuls (quand a(-,-) est coercitive),
(f7 whi) (f7 whi)g

¢ =-2""9  donc wup= 2 W 10.8
Ahi ; Ahi (108)
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11 Erreurs sur les valeurs et vecteurs propres

11.1 Erreur sur les valeurs propres

On se donne un espace Vj, C V' (approximation conforme) de dimension finie N.

11.1.1 Erreur systématique par excés

Le principe du min-max (théoréme équation (8.33))) donne :

Am = min - max R(v) (11.1)

ol Vi est 'ensemble des sous-espaces de dimension m de V. On en déduit :

Corollaire 11.1 Pour une approximation conforme (V;, C V'), I’erreur sur le calcul de la m-iéme valeur propre
est systématique par exces :

Arm = Ams Ym=1,...,N. (11.2)
Preuve. Il faut montrer que, cf. (8.33)) :
min max R(vp) > min max R(v), (11.3)
Enm€Vhm vhE€ERm En€Vm vEER,
ie.:
: > i .
Ve € Vi o, o) = g1, g )
11 suffit d’avoir :
VEpm € Vim, 3E, € Vi - max R(vp) > max R(v). (11.4)
vhEERm vek,,
Ayant V}, C V' (approximation conforme), il suffit de prendre E,,, = Epp,. =h

On sait donc que, calculant numériquement la m-iéme valeur propre Ap,,, on commet une erreur systématique
par exces : la valeur calculée A, est toujours supérieure & la valeur propre \,, cherchée.

11.1.2 * Convergence

Il reste & montrer que, lorsque h est suffisamment petit, i.e., lorsque V}, est “a la limite dense dans V”, on a
bien convergence de Ap,, vers A,,. On va majorer A, sous la forme :

Anm < Am +e(h), e(h) = 0 (11.5)
h—0
Soit P, : V — V}, Popérateur de projection orthogonale de V' sur V}, pour le produit scalaire a(-,-) : pour
veV:
(th,wh)a = (v,wh)a, Ywp € V. (116)

Ou encore a(v — Ppv,wp,) = 0 pour tout wy, € Vj,.
(L’opérateur est bien défini car V}, étant de dimension finie est un espace vectoriel fermé).
Et soit :
Vin = Vect{wy, ..., wn} (11.7)

le sous-espace engendré par les m premiers vecteurs propres du probléme spectral continu (8.3)).

Lemme 11.2 Posons :

. Prollu
Ohm = ||||| = [| Prollm, (11.8)
”v?ﬁgl ’UHH VEV,, ||v|lp=1
le min sur la sphére unité de (Vy,, (-,-)m). Alors, on a :
Ohm < 1a
(11.9)

A .
>\hm S O.Tm’ SI Opm 7é 0.
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Preuve. Le corollaire indique que Ap,, > A,,. Donc si on montre que U%Lm)\hm < Am, on aura a fortiori
onm < 1. Montrons donc que 07, Apm < A

On écarte le cas trivial o, = 0, i.e. supposons op,, > 0. Cela implique dim(P,V;,) = m : sinon on aurait
dim(P,V,,,) < m — 1 et il existerait un vecteur vy € V,,, tel que Pyvg = 0. Ce qui contredit oy, > 0.

Puisque dim(P,V;;,) = m, le principe du min-max théoréme et I’équation donnent :

< 11.1
At < 0o EP, Vi R(vn) (11.10)

et donc, avec le fait que Py, est (-,-), orthogonal (et donc a(Ppv, Ppv) < a(v,v) pour tout v dans V) :

Py, P,
Mom € max Aomv) o alBe o) o ) (11.11)
0#£vn€PL Vi  ||Un]3,  0FveVi  ||Ppollg 0£vEVm || Prol|3;
_— a(v,v)
D’ot avec A, = 5= (cf (8.32)) :
0#£vEVm ||v]]3;
A < A ! (11.12)
max —_ .
L s T || Pyol|%
ce qui est le résultat annoncé. un
Il reste & montrer que oy, — 1 quand h — 0 (cas V}, dense a la limite dans V).
2
Lemme 11.3 On a, si m > 1 et dim Vj, > m, posant ¢ = M :
1
ot >1—c sup |lv— Pyol%. (11.13)
T
Preuve. Etant donnés 2 vecteurs z et y, on a ||y — z||? = ||y||> + ||=||> — 2(x,y), d’ot :
1112 = llzl]* + lly — |* = 2(z — y, ).
D’ou, pour v € Vy, et |[v||lg =1 :
[|Phvl|[3 = 1+ ||Phv — |3 — 2(v — Pho,v)g > 1—2(v — Pyu,v)g. (11.14)

Il reste & majorer —2(v — Ppv,v) g pour v € Vy,. Pour w; un vecteur propre de V,, avec ||w;||g = 1, il vient :
1 1
(v — Ppo,w;) g = Ya(v — Pro,w;) = fa(v — Ppu,w; — Prw;),
3 1
avec la définition de P, puisque P,w; € V4. Et la continuité de a(-,-) dans V donne :

|lal]

(v = Ppo,wi)g < py

[[v — Ppollv||w; — Powi||v.

Donc, si v =", aw; € Vi, :

m m m
a
(v— PhU,Zoziwi)H < Z%’(U — Pyo,wi)g < | Zai\%ﬂv — Ppollv sup [|lw — Prwl||v
i=1 i=1 i=1 we

[wm|lg=1

Prenant de plus |[v||g = 1 = Y a? qui donne | Y a;| = | Y 1.ay| < v/m (Cauchy—Schwarz dans R™) il vient

avec :
(v— Ppu,v)g < % v
1

[lv—Ppolly  sup |jlw— Powl|lv
w m
[wm |l g =1

D’ou, pour v = Y .-, auw;, ||[v]|g =1 et ayant [[v — Pyollv < sup  |jw — Pywl|y :

w m
Hwm || g=1

(0= P, oy < LAY = Pl (11.15)
)\1 wE Vim
[lwm || =1
ce qui avec (11.14)) donne le résultat souhaité. an
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61 11.1. Erreur sur les valeurs propres

Définition 11.4 Soit I C [0,1] t.q. 0 € I et 0 non isolé, et soit (V;)ner une suite dans V' de sous-espaces de
dimension finie t.q. dim(V4) 00 On dit que (Vi)rer est dense a la limite dans V' si tout élément de u de V
—

peut-étre approché aussi prés que souhaité par un élément de V}, quitte & prendre h assez petit :

Vu eV, lm( inf ||u—ovplly)=0 (11.16)

1
h—0 v €Vh
Ou encore : Yu € V, Ve > 0, AN, > 0 t.q. : dim(V3) > Ny. = Jup € Vi, |Ju — vpl|v < e.

Remarque 11.5 h représente un pas de discrétisation, comme par exemple le diamétre maximal d’une maille
K; lorsque Q = | J, K; est partitionné en mailles (sous domaines) K. un

On a alors le théoréme d’approximation :

Théoréme 11.6 On suppose qu’on dispose d’une suite de sous-espaces V}, dense a la limite dans V. Alors,
pour tout m entier > 1 (pour la m-iéme valeur propre), il existe une constante C > 0, il existe hg € R tel que
pour tout h < hy on ait :
0< Am —Am <C sup  |jv— Ppol|%,
veV,

L m
[lvm [ g=1

ou encore :
0< Am —Am <C sup inf ||jv—vp|[% (11.17)
V€V, VREVR
[lvmllg=1
A 4], .y
avec C = +v/m (ot « est constante de coercivité de a(-,-).).

A«
Et en particulier \p,, — A\, quand h — 0.

Preuve. Avec la conformité V;, C V on a ((11.6)) et donc :

a .
[lv — Ppolly < llal inf ||v—wvpllv.
. v eV

L’hypothése d’approximation (11.16)) donne donc :
Yo eV, lim |jv— Pylly =0.
h—0
On se fixe m € N. Alors, V,,, étant de dimension finie :

lim sup ||lv— Pyllv =0.
h—0 VEVm,
[lvm || g=1

On choisit alors hg tel que pour tout h < hg on ait o7, > %, ce qui est possible grace a (11.13)) et (11.16). 11

vient :

1— 2
A = Am < ——2 BN < 92X, sup ||o — Pool|. (11.18)
hm \|Zﬁ2@1
pon lal| 77 |Jal
2|lallv/m ||a
Am — Am <2\, —————  su inf ||v—vpl?.
o "= " A (e ‘ vel\‘/I?n U;LEVhH h||v
Jom || g =1

On en déduit le

Corollaire 11.7 On suppose qu’il existe un sous-espace dense ) de V et une application II;, de V dans V}, telle
que :
YoeV, lim|lv—Ipvlly =0 (11.19)
h—0

Alors, pour tout entier m > 1 on a :
lim Apm = Am (11.20)
h—0

Exemple 11.8 Application aux éléments finis : on prend V = C°(2) qui est dense dans H*(2) et on prend 11},
I'opérateur d’interpolation de V = C°(Q) dans Pj-continus. Et on a un résultat de convergence pour le probléme
spectral elliptique approché. un

Remarque 11.9 Ne pas confondre a constante de coercivité et \; la plus petite valeur propre : les normes ne

sont pas les mémes : pour « on considére a(v,v) > a||v||%, alors que pour A; on considére le probléme spectral

a(v,v) = Ai[vlf3 i
9 - H-*
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11.2 * Erreur sur les vecteurs propres
On donne le résultat sans démonstration (technique, voir par exemple Raviart—Thomas [IT]).

Théoréme 11.10 Sous les hypothéses précédentes, et si A\, est une valeur propre simple, alors pour hy assez
petit, An,, est une valeur propre simple et il existe une constante C' > 0 indépendante de h < hg telle que :

[|lwhm — wml|ly < C sup |jv— Pyo|ly (11.21)
vEVm
HvﬁHzl
et :
[ Whin — Wil < Cllwm — Powm|| i (11.22)

Remarque 11.11 Le premier résultat s’écrit de maniére plus générale :

[|Whm — wm]ly < C  sup (inf ||v—vh||v)
v EV)

oz
l.l
Corollaire 11.12 L’hypothése d’approximation V), dense & la limite dans V' donne :
}llig})nwhm*meV:O et }llig})Hwhm*meH:O (11.23)
11.3 Application aux problémes elliptiques du second ordre
On donne le résultat sans démonstration (technique, voir par exemple Raviart—Thomas [IT]).
Théoréme 11.13 Pour une approximation par des éléments finis Py, si V,,, C H*1, alors :
[Aim — Am| < Ch?* (11.24)
Et si A\, est une valeur propre simple, on a :
|[Whm — Wi () < CHF (11.25)
et
|[Whm — wn||2 (@) < CAF (11.26)

Ce résultat vient des inégalités d’interpolation pour la partie vecteurs propres, voir cours d’éléments finis,
et de (11.17) pour les valeurs propres : d’oi, dans H'(Q), la convergence d’ordre 2k sur les valeurs propres
lorsqu’on a une convergence d’ordre k sur les vecteurs propres (les fonctions propres ici).

Exemple 11.14 Par exemple pour le probléme de recherche des valeurs propres et vecteurs propres du Lapla-
cien avec conditions aux limites de Dirichlet :

trouver A € R et u € H}(Q), u # 0 tels que :

L. ) (11.27)
/ gradu.gradv d§) = )\/ uvdd, Yv e Hy(2)
Q Q

I'utilisation d’éléments finis P;-continus permet d’approcher les valeurs propres a un ordre h? prés (donc conver-
gence quadratique des valeurs propres approchées vers les valeurs propres réelles), et les vecteurs propres a un
ordre h prés en norme Hg () (convergence linéaire). ua

Deuxiéme partie

Problémes paraboliques et hyperboliques

12 Problémes paraboliques

12.1 Introduction

L’exemple type des problémes paraboliques est I’équation de la chaleur donnée au paragraphe[l} On rappelle

le probléme. Soit € un ouvert régulier de R™ de frontiére I' réguliére, et soit |0, 7’| un intervalle de temps (T > 0).
On note :

Qr =]0,T[xQ, T =00, Xr=]0,T[xT, (12.1)

et le probléme est :
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63 12.2. Rappels et notations

Etant donnée une fonction u° : Q — R (condition initiale) et une fonction f : Q7 — R (source de chaleur),
trouver une fonction u : Q7 — R solution des équations :

ou
ot
Uz, =0 (condition aux limites de Dirichlet & tout ¢),

(t,z) — Au(t,x) = f(t, ),
(12.2)

u(0,7) = v’ (&) dans Q (condition initiale).

Les opérateurs A, grad et div seront toujours considérés comme des opérateurs en espace.

On considére les variables temps et espace de maniére différente (on les sépare), de maniére & retrouver la
formulation variationnelle usuelle des problémes elliptiques : on suppose w suffisamment régulier dans Qr =
10, T[x€2, et soit v € H}(Q). 11 vient :

ou

a(t, x)v(x)dr — | Au(t,z)v(z)de = [ f(t, z)v(z)dx. (12.3)
Q Q Q

Et, avec v € H}(f2), on a formellement :

au(t,m) v(z)dx = %/ﬂu(t,x)v(x) dz,

o Ot (12.4)
- / Au(t,z)v(x)de = / gradu(t, x).gradv(z) dz,
Q Q
et la formulation variationnelle (formelle pour le moment) s’écrit, pour tout v € H(Q) :
— [ u(t,z)v(zr)de + / gradu(t, z).gradv(z) dz = / ft,z)v(x) de. (12.5)
dt Jo Q Q

Toutes les intégrales considérées sont des intégrales dépendant du paramétre t.
Pour (¢, x) une fonction de deux variables, on note u; = u(t) la fonction définie pour tout ¢ € [0,T] par :

Q — R,
up = u(t) : { ) (12.6)
v = u() = u(t)@) Cu, 2).

De méme pour f; = f(t). La formulation variationnelle s’écrit donc :

%(U(t, ')a v('))LZ + (gr?xdu(t, ')agradv('))L”L = (f(tv ')7”('))L27 Vv € Hé (Q)v (127)

soit :

d . .
%(U(t)»U)LZ + (gradu(t), gradv) pon = (f(t),v)p2, Yov € Hg(Q). (12.8)
Notons :

a(v,w) = (gradv, gradw) r2n (12.9)
et la formulation variationnelle de I’équation de la chaleur s’écrit sous forme générique :
d
a(u(t),v)p +a(u(t),v) = (f(t),v)r2, Yo € Hy(Q),
u(0) = u°.

(12.10)

12.2 Rappels et notations

Soit E et F deux espaces de Banach, et Kz un compact de E. On note C(K g, F) I'ensemble des fonctions
continues sur K. On rappelle que la continuité en ¢ d'une fonction f € C°(Kg, F) s’énonce :

Vie Kg, VYe>0, 3., VseKg:|ls—tllg<m.e=|f(s)—ft)|lr<e. (12.11)
Et une fonction est uniformément continue sur Kg si 7, . ne dépend pas de ¢ :
Ve>0, ., Vt€eKp, VseKg:|ls—tllg<n=|f(s)—f@)|lr <e. (12.12)

Et on sait que lorsque que Kpg est compact, la continuité est équivalente a I'uniforme continuité. On munit dés
lors C°(Kg, F) de la norme :

A lleorp,ry = sup |[f()]] 7. (12.13)
teKg
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64 12.3. Le probléeme parabolique abstrait

De méme, on note C'(Kp, F) 'ensemble des fonctions continues et dérivables sur K, de dérivée continue sur
Kg. Et on munit cet espace de la norme :

d
I[fllcr (e, py = max( sup [|f(¢)|[r, sup |I£(t)IIF)~ (12.14)
teKp teKp

En particulier, pour Kz = [0,7] et F' =R, on a les fonctions réelles usuelles C° et C! sur le compact [0, T].
Et on s’intéressera ici aux cas F = L*(Q), F = H}(Q) et F = HY(Q).

Par exemple, pour F' = L?({2), on s’intéressera aux fonctions u de C°([0,T], L3(Q)), i.e., les fonctions
continues sur [0, 7] telles que pour chaque ¢ € [0,7] on a u(t) = u; € L*(Q) (i.e. telles que [, [u(t, Z)|* dz < oo

out u(t, Z) =9 w(t)(F)), espace normé a laide de :
[[olleo o2y = sup |[o(t)]|z2 = sup ( / [o(t, 7)[? d2)?). (12.15)
te[0,T] te[o T)

Et on s’intéressera également aux fonctions u de C1([0, T}, L?(Q2)), de C°([0,T7], H}(Q2)) et de C1([0,T], HZ (£2)).

Pour la formulation abstraite, les espaces de fonctions qui interviendront seront entre autres C°([0,T], H),
c'([0,7), H), C°([0, T}, V) et C([0,T], V).

On utilisera également 'espace de fonction L%([0,7], H) des fonctions f telles que f(t) soit de carré inté-

grable : fo [|£(t)]]3; dt < oo (le carré est pris au sens de la norme de H).
Dans le cas H = L*(2), pour f € L*([0,T], L*(2)) on a :

>/OT|f( |3 dt = / /|f 7)|?dQdt = /A 7)) dt dQ, (12.16)

car la premiére égalité indique que f2 € L'([0,T] x Q), et on peut donc appliquer le théoréme de Fubini. Cela
prouve que L?([0, 7], L?(£2)) peut étre identifier & L2([0,T] x Q) = L*(Q7) :

L2([0,T), L*(Q)) ~ L*([0,T] x Q).

De plus, pour H espace de Hilbert, I’espace L?([0,T], H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

T
(f.9) = / (1), g(t)) . (12.17)

Et pour la fonction u(t,2), on aura besoin d’espaces de type L?([0,T], H'(f2)), i.e., espaces de fonctions
w:[0,T] — H(Q) telles que fo [u(t)][3: dt < oo.

12.3 Le probléme parabolique abstrait
On se donne deux espaces de Hilbert H et V tels que :

V' C H avec injection continue et compacte,

(12.18)
V dense dans H,

ainsi qu’une forme :
a(-,-) bilinéaire symétrique continue coercive sur V. (12.19)

Le probléme parabolique abstrait est, étant donnée une fonction u° € H (condition initiale) et une fonction
f € L*0,T],H) : trouver u € L*([0,T],V) N C°([0,T], H) tel que

%w),v)H +a(u(t),v) = (f(t),v)m, Vo€V, dans D'(]0,T]), (12.20)
u(0) = u®.

Et il s’agira de trouver une solution au sens des distributions (régularité trés faible en temps), ou encore telle
que pour toute fonction v € V et pour toute fonction a valeurs réelles ¢ € D(]0,T7) :

{(ue), o)1, o))+ Calul) o), @(0) ) = { (F(0),0)mo(0) ) (12.21)

En fait, sous des conditions de régularité suffisantes pour u" et f, on peut montrer que u € C1([0,T], H), et
donc qu'il suffit de considérer I’équation au sens classique (voir par exemple Brézis [4] et chapitre sur
le théoréme de Hille-Yosida). Dans le cadre présent (celui des fonctions intégrables), on n’obtiendra pas cette
régularité C*.
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65 12.4. Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)

12.4 Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)

On rappelle le probléme spectral (8.3) : trouver les couples (A, w) € R x V tels que
Yo eV, a(w,v)=Nw,v)g. (12.22)

Résolution & I’aide du théoréme spectral (page : les hypothéses (|12.18]) et (12.19) donnent ’existence

d’une suite (A, wp)ne € (R X V)N* de couples “valeurs propres—vecteurs propres”, les w, formant une base
hilbertienne de H, et les \,, étant positifs.

On analyse le probléme (12.20), i.e. on regarde & quoi ressemble une solution si elle existe. Si u est solution
de (12.20)), & ¢ fixé on décompose u(t) € H sur cette base orthonormée de H :

u(t)zzaj(t)wj, ou a;(t) = (u(t),w;) . (12.23)

(Les «;(t) sont les composantes de u(t) sur la b.o.n. (w;)jen-.)

Et avec ((12.20)), prenant v = w; :

S i) S () + 3 g Bhatug, wi) = (F(2), wi)n
Vi e N*, ! 7
Z(wjvwi)HOéj(O) = (u°,wi)n

Et puisque (wj,w;)g = d;; et a(w;, w;) = A\;d;;, les a; : [0,T] — R satisfont I’équation différentielle ordinaire,
pour tout ¢ € N* :

d;: (t) + Aiai(t) = fi(t) ou  fi(t) = (f(t),wi)n
0 0

a;(0) zu? ou wu; = (u,w;)y

(12.24)

D’ou le lemme :

Lemme 12.1 Siu(t,z) =Y .o, o;(t) w;(z) est solution de (12.20), alors les «; : [0,T] — R sont donnés par :

ai(t) = e Nt ((uo,wi)H + /Ot(f(s),111i)H(3>"’S ds) (12.25)

(En particulier, u(t,z) = Y .=, a;(t)w;(x) est sous la forme d’une somme de fonctions a variables séparées.)

Preuve. En effet, ’équation différentielle linéaire générique :

da
— (@) + Xa(t) = g(t), tel0,T
)+ Aalt) = g(0) 0.7] (12.26)
a(0) = ag
admet pour une solution homogene (avec second membre nul g = 0) avec condition initiale ay :
an(t) = age™ ™M (12.27)

et une solution particuliére «a, avec condition initiale nulle a,(0) = 0 et second membre g (donnée par la
méthode de variation des constantes a,(t) = c(t)e ) :

ap(t) = e*)‘t/o g(s) e ds (12.28)

Et la solution cherchée est a(t) = a(t) + ap(t). ua
1l reste & prouver que le probléme ((12.20) admet une solution.

Théoréme 12.2 Sous les hypothéses (12.18) et (12.19), le probléme (12.20) admet 'unique solution, pour
tel0,T]:

u(t) =Y ai(t)w, (12.29)
=1

au sens des distributions (dans D’'(Q)).
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66 12.4. Décomposition sur la base de vecteurs propres (orthogonale)

Preuve. 1l suffit pour cela d’établir que la série (12.29) est convergente pour v’ € H et f € L*([0,T], H).
On trouvera la démonstration compléte dans Raviart—Thomas [II]. On donne uniquement les étapes de cette
démonstration ici.

1- On regarde le probléme approché dans V,, = Vect{ws,...w,,} (en dimension finie donc). On obtient
immeédiatement que la solution u,, cherchée dans L?([0, 7], V;,) n’est autre que la série (12.29) tronquée :

t) = iai(t)wi (12.30)

2- On montre que la suite (,)men est une suite de Cauchy a la fois dans P’espace L?([0,77],V) muni de sa
norme et dans l'espace C°([0,7], H) muni de sa norme.

3- Les espaces L2([0,7],V) et C°([0,T], H) étant complets, la suite (uy,)men converge dans chacun des es-
paces vers des limites respectives u! et u¢. Mais Iinjection V' C H est continue et donc l'injection de L%([0, 7], V)
dans L2([0,T], H) est continue. Et I'injection de C°([0, T, H) dans L?([0,T], H) est également continue. On en
déduit que u! = u° qu’on note w. Donc, quand m — oo :

um — u € L*([0,T],V) [ C°([0,T], H) (12.31)

4- 11 reste & vérifier (12.21)). un
Il reste & voir que le probléme (12.20)) est bien posé, i.e., que la solution u dépend continiiment de ||u°||g et
[|lf(@)||m. On a:

Théoréme 12.3 Sous les hypothéses (12.18) et (12.19), le probléme (12.20) admet une unique solution qui
vérifie, pour t € [0,T] :

u®llr < e+ [ 1 lle ds), (12.32)

ou A1 est la plus petite valeur propre.

Preuve. Le développement en série (12.29) avec (12.25)) donne :

u(t) = i(e‘k"t(uo,wi)f] + et /t (f(s),w;) e ds )w
o = (12.33)

o0 t
= E e_’\'it(u07wi)HwZ / e Nt E ), w;i)me XS, ds.
5 =0

En effet :
LY e Nt (ud wi) gw; € H car (w;) étant une b.on. de H :

o0 oo o0

1 1
I Ze*’\it(uo,wi)HwiHH - (Z eszit(uo’wi)%[)z < e—Alt(Z(uoywi)%{)z = e M0 |
i=1 i=1 i=1
. 0o X\t [t ;s 4
Donc le dernier terme D =)~ (e i fS:O(f(s),wi)He i ds )wi dans (|12.33)); est également dans H.
2- Justifions linversion Y [ = [ dans (12.33)2. Soit g;(s) = (f(s),w;)ge ("%, donc D =

Sy (fst:o gi(s)ds )w; € H. Comme (w;) est une base de H, il suffit de vérifier que, pour tout j € N* :

oo

(Z(/Ot ()ds)w’taw] H= / z:gZ s)w;) ds, w;) m,

i=1
soit, par continuité du produit scalaire :

o0

Z((/Ot <>ds>wz,w3H_/ Zgz )i, w; ) ds,

i=1

soit : o
Z/ gz(s) ds(wiawj)H:/ Zgz wzawj o ds,
i=170

soit fo gj(s)ds = fo gj(s)ds car (w;, w;) g = d;j : OK.
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3- 30 (f(s),wi) e (=w; € H car \; < \; pour tout 4, et les vecteurs w; étant orthonormaux dans H,
avec Pythagore, pour s <t :

1Y e M (f(s), wi) mwil [} = Ze 9 (f(s),wi)Fr < e MU f(s)[3. (12.34)
1=1
4- D’ou (12.33)) donne :
u(t)]| g < ||Z (u®, w; Hw,|\H+/ ||Z ), wi) gwse )| ds.

Dot le résultat puisque A; > Ay pour tout i et u®(t) =Y oo (u®, w;) pw; donne [|[u®(t)|3 = > oo (U, w;)%;. o

12.5 Solution approchée par troncature

1l suffit de tronquer la solution précédente ((12.29)) :

m

U (t) =Y ai(t)w,

=1

le théoréme précédent indiquant que : quand m — oo, alors u,, — u dans le bon espace. L’approximation sera
d’autant meilleur que m est grand.

Le probléme de cette troncature est qu’il faut connaitre la base de L?(f2) orthogonale formée des vecteurs
propres de a(-,-). Dans la pratique, c’est rarement possible.

12.6 Reésolution par éléments finis

On se donne un sous-espace V;, C H} () (pour le probléme avec condition aux limites de Dirichlet homogéne),
et on note m = dimV}, (sa dimension). Soit (¢;)i=1,...m une base (quelconque) de V3. On s’intéresse alors au
probléme, voir (12.20)) : trouver uy, € F([0,T]; V) telle que

%(uh(t),vh)H + a(up(t),vn),= (f(t),vn)H, Yon € Vp,

(uh(0)7vh)H = (UO,U}L)H, Yy, € Vj,.

(12.35)

(I’équation “condition initiale” a été projetée dans ’espace V}, ot on cherche la solution.)
Pour ¢ € [0,T], connaitre uy(t) € V}, c’est connaitre ses composantes sur la base (¢;), i.e. & chercher les

(ajn(t))j=1,....m tels que :

w() =D apt)e; (12.36)
On aura ainsi, pour t € [0,T] et Z € Q :
un(t,z) = Y an(t) ;@) (12.37)
j=1,....m

Avec (12.36), (12.35) est équivalent a : trouver les fonctions (cvp)j=1,...m € F(R;R) telles que

m

- dap, .
Z SOJMPZ ] +Za SOJ7§02 ajh? (f(t)»%)H» Vz:L...,m
j=1 j=1

- (12.38)
Z(%,goi)Hajh(O) =@, 0)g, Vi=1,...,m
j=1
Définition 12.4 Les matrices :
M = [(¢j; pi)uhi<ijsm et R=la(pj,¢i)li<ij<m (12.39)

sont appelées matrice de masse et matrice de rigidité.
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Notons :
alh(t) (f(t)vsol)H (u07<)01)H
i (t) = : . ft) = : , = : : (12.40)
amn (t) (f(t), pm)m (), m) ar
Le probléme ([12.38)) s’écrit alors :
trouver la fonction @, € F(R;R"™) telle que :
du -

M.%(t) + Ray(t) = f(b), (12.41)
M., (0) = .

C’est le probléme matriciel a résoudre : ¢’est un systéme différentiel linéaire du premier ordre classique. Notez
que si on choisit des éléments finis P; pour V}, la matrice de masse M peut-étre rendue diagonale (par “mass
lumping”), sans perte de précision, et 'inverse de M est alors immédiat.

Méthodes de résolutions : voir § [B-4.3]

12.7 Discrétisation en temps

On souhaite résoudre (12.41) de maniére approché en temps (et non de maniére exacte comme au § [B.4.3).
On donne ici 'exemple de la discrétisation de type Euler explicite : on se sert du développement limité de
i, au premier ordre, pour écrire, notant k = At un “petit pas de temps” :

dih ) _ Tnlt+ ) = i)
dt k

+o(1),

puis & partir de (12.41), notant t" = nk, on cherche une valeur approchée @} de @y (nk) telle que :

—n+1 _ —n

M Ty R ) = FE7).

k

Connaissant la valeur 1, (0), on pose @y = i (0), et @} est déterminé a laide de :

M.a@ = M. + k(—R.a@) + ), (12.42)

oll on a noté f” = f(t”) pour tout n > 0.
Noter qu’en général on n’inverse pas la matrice M, mais qu’on utilise une méthode de type LU pour résoudre
le systéme ((12.42)). Une fois connu @}, on peut calculer @7 puis tous les @}, la décomposition LU de M étant

faite une seule fois :
M.yt = M. + k(—R.ay + ).
On renvoie au cours sur la résolution d’équations différentielles pour les différentes méthodes de discrétisation

en temps (Euler explicite, Euler implicite, Crank-Nicholson, Runge—Kutta...).

13 problémes hyperboliques : a rédiger
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Troisiéme partie

Annexes

A Oscillateur harmonique 1-D et conditions initiales

On traite ici le cas le probléme classique de I’équations de ondes avec conditions initiales, i.e., on s’intéresse
a la résolution de ¢”(t) = —Ap(t), avec ¢(0) et ¢’'(0) donnés.

A.1 Oscillateur harmonique libre non amorti

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que dans l'intervalle [0, 7] :

{ (1) + wie(t) =0,

©(0) = o, $(0) = 1, (A.1)

avec ¢ et ¢ les dérivées premiéres et secondes en temps. Voici 3 exemples parmi d’autres. Pour un probléme de

ressort élastique de raideur k attaché & une masse m, wy = \/% et ¢ = x est 'allongement du ressort au temps

t; Pour un pendule de masse m, de longueur [ soumis & des mouvements de petite amplitude, wy = \/? et

est Pangle (petit) avec la verticale. Pour un circuit électrique avec une self L et une capacité C, wg = ,/% et

@ =i est l'intensité du courant.
Ce probléme homogéne a pour solution générale :

o(t) = acos(wpt) + bsin(wot), (A.2)

a et b étant donnés de maniére unique par les conditions initiales. Ici on a ¢y = a et ¢1 = wpb, donc @(t)

o cos(wot) + ﬁ—é sin(wot). Par définition, wy est la pulsation, T = 377; la période du mouvement et v = % =

la fréquence.

€
S

N

s

A.2 Oscillateur harmonique forcé non amorti

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que :

(A.3)

B(t) + wip(t) = asin(wit),
©(0) = po, ©(0) = ¢1.

A.2.1 Cas w; # wy et battements

FIGURE A.1 — Représentation de ¢ = cos(t) + sin((1.15) * ¢)
On cherche une solution particuliére de (A.3); de la forme :
p(t) = Bsin(wit) + 7y cos(wit). (A4)

On doit donc avoir —w? (S sin(wyt) + v cos(wit)) + wd(Bsin(wit) + v cos(wit)) = asin(wit) pour tout ¢. Et donc
=0.

(w§ —wi)B =a et (wj —wi)y
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70 A.2. Oscillateur harmonique forcé non amorti

Sachant wy # wp, on obtient vy =0 et 8 = —>%— L d’ot une solution particuliére :
wo—
(t) = ———s sin(wnt) (A.5)
= ——— sin(w1t). .
Sop OJ% — w% 1

D’ou la solution générale :

p(t) = acos(wot) + bsin(wpt) + % sin(w1t). (A.6)
Wo — w1
wy
Les conditions initiales donnent a = g et b = %
0w

Lorsque wy est proche de wy on a une superposition de deux fonctions périodiques de période proche, ce qui
donne lieu & un phénomeéne de battement, voir figure

A.2.2 Cas w; =wy : résonance

On résout : ,
b+ wip = asin(wot),
Prwpe=a (wot) (A7)
¢(0) = o, $(0) = 1.
On cherche une solution particuliére sous la forme :
©p(t) = Btsin(wot) + vt cos(wot), (A.8)
ce qui donne :
o
op(t) = —Mtcos(wot). (A.9)

(Calculs simplifiés : on cherche ¢, de la forme @, (t) = 7t cos(wot), d'ott ¢, (t) = 7 cos(wot) — woytsin(wot),
d’out @) (t) = —woy sin(wot) — woy sin(wot) — wivt cos(wot), d’ott —woy sin(wot) — woy sin(wot) = asin(wot), d’oit
—Wwpy — woy = )

La solution générale est donc :

© = acos(wpt) + bsin(wyt) — Z&tcos(wot). (A.10)
wo

Et la solution explose, i.e., ¢(t) non borné quand t — oo, méme si « est trés petit (énergie apportée trés petite).
Quand ce phénomeéne se produit (fréquence apportée égale a la fréquence de vibration propre), il y a rupture
du matériau dont le mouvement est décrit par ’équation.

Exercice A.1 Résoudre, pour f intégrable et wy > 0 :

{ (1) + whe(t) = f(1), (A.11)

¢(0) = wo, $(0) = 1.
Retrouver les résultats (A.3) et (A.10).

Réponse. La solution homogene est donnée par (A.2). On cherche une solution particuliére ¢,(t) = a(t) cos(wot) +
b(t) sin(wot). Donc, supposant (premiére équation) a (t) cos(wot)+b' (t) sin(wot) = 0 on obtient ¢}, (¢) = wo(—a(t) sin(wot)+
b(t) cos(wot)), doit @i (t) = —wg(a(t)cos(wot) + b(t)sin(wot)) + wo(—a’(t) sin(wot) + b’ (t) cos(wot)). Donc ¢, véri-
fie wo(—a’(t)sin(wot) + b'(t) cos(wot)) = f(t) (deuxiéme équation), avec a’(t) cos(wot) +v ( ) sin(wo t) = 0 (pre-
miére équation) D'ou b'(t) = cos(wot) et a'(t) = f(t) sin(wot). Par exemple a(t) = fo f(7)sin(woT) d7 et
=L fo ) cos(woT) d.
Solutlon generale ©(t) = acos(wot) + bsin(wot) + p(t). Puis ¢(0) = a = po, et ¢’ (0) = wob = p1. un
Exercice A.2 Résoudre, pour f € L(]0,T]) et k > 0, 'ED aux limites sur [0, L] (avec L > 0) :
+ k ),
— (@) + ko) = S(@) o)
©(0) = @0, (L) = oL

Poser w = V/k. Traiter le cas particulier f(z) = asinh(wz) ofl, et avec a = 2w # 0 (si a = 0 alors ¢ = 0 est
la solution).

Reéponse. Lax—Milgram donne I'existence et 'unicité de la solution (et probléme bien posé). Solution homogéne générique
on(z) = acosh(wz) + bsinh(wz). On cherche une solution particuliére ¢, (t) = a(t) cosh(wt) + b(t) sinh(wt). Donc, suppo-
sant (premiére équation) a’(t) cosh(wt)+b’(t) sinh(wt) = 0 on obtient ¢, (t) = w(a(t) sinh(wt)+b(t) cosh(wt)), d’ott ¢y (¢) =
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71 A.3. Oscillateur harmonique libre amorti faiblement

w?(a(t) cosh(wt)4b(t) sinh(wt))—i—w(a'(t) sinh(wt)+b'(t) cosh(wt)). Donc ¢, vérifie w(a’(t) sinh(wt)+b'(t) cosh(wt)) = f(t)
(deuxiéme équation), avec a’(t) cosh(wt) + b’ (¢ )sinh(wt) 0 (premiére équation). Et cosh? —smh2 = 1 Dot b’( ) =
f(m) cosh(wz) et a'(z) = f(x) sinh(wz). Par exemple af L [ f(r)sinh(wT) d7 et b(z) = L [ f(7) cosh(wT) dr.
Solutlon générale p(z) = acosh(fm) + bsinh(Vkz) + Lpp( )7 avec Puis C.L..

Cas particulier f(x) = asinh(wz). Au lieu d’appliquer le résultat précédent il est aussi rapide de chercher une
solution particuliére ¢,(z) = vz cosh(wz) (comme —f" + kf = 0, on ne peut pas avoir une solution particuliére de
la forme ¢p,(z) = ysinh(wz) par plus que de la forme ¢, (z) = v cosh(wz)). Donc ¢p(x) = vz cosh(wz) donne ¢, (z) =
7 cosh(wz)+wyz sinh(wz). Done ¢ (z) = yw sinh(wz)+w~y sinh(wz)+w?yz cosh(wz). Donc —yw sinh(wz) —wy sinh(wz) =
asinh(wz), donc v = —5%. Donc ¢(z) = acosh(vVkz) + bsinh(Vkz) — s-x cosh(wz). Et ¢©(0) = a = o, et ¢(L)
@o cosh(VEL) + bsinh(VEL) — 5L cosh(wl) = ¢r, d’ott b. Si a = 2wy alors b =

PL
sinh(VkL) "

A.3 Oscillateur harmonique libre amorti faiblement

Un systéme mécanique réel est toujours amorti. On supposera ici I’amortissement faible. Le probléme est de
trouver une fonction ¢(t) telle que :

(A.13)

¢+ 1o +whe =0,
90(0) = Y0, 90(0) = P1,

ou r € R et r¢ représente une force de frottement visqueuse (i.e. frottement proportionnel a la ‘vitesse’ ¢).
On cherche une solution de la forme (t) = eP* avec p € C : p est solution du polynome caractéristique :
P> +rp+wi =0. (A.14)

On obtient p = §(—r £ /7% — 4w3).

Par définition un amortissement faible vérifie 7> < 4w3 (discriminant imaginaire), donc p = %(77" =+
i\/4ws — r?), et on obtient la solution réelle générale :
rt . TQ
o(t) = e 2 (acos(wyt) + bsin(w,t)), wr = \fwd — T (A.15)

ol a et b sont fixés a l'aide des conditions aux limites. Et le mouvement est oscillant de pulsation plus faible
wr < wp (ou de période plus grande) que dans le cas non amorti, d’amplitude exponentiellement décroissante.

A.4 Oscillateur harmonique forcé amorti faiblement

Le probléme est de trouver une fonction ¢(t) telle que :

5+ 1+ w? = asin(w1t),
pH oty (wit) (A.16)
©(0) = @0, $(0) = 1.
Une solution particuliére, cherchée de fréquence w; est donnée par :
_ 2_ 2
©p = arw 2 cos(wit) + afwp = wi) 2 sin(wt). (A.17)

(w§ — wi)? + 1w (w§ —wi)? + 72w

Et la solution est donnée par la solution particuliére additionnée & la solution homogéne et la prise en compte
des conditions aux limites.

Gréce a 'amortissement, ’amplitude n’explose pas. Cependant, lorsque w; = wy et r << -+, amplitude
est trés grande, et on retombe sur le cas limite d’un oscillateur non amorti résonnant.
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B Valeurs propres généralisées

B.1 Notations et rappels

K est le corps R des réels ou C des complexes. Un élément de K est un scalaire.

B.1.1 Espace vectoriel £, dimE =n

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur K. Soit (€;) une base de E. Pour ¢ € E, si

T
¥ = Y. ,x;€ alors on note [z := : = la matrice colonne des composantes de ¢ dans la base (&;).
In
T
Réciproquement, [v]jz:= | signifie 7 = Y_;"_,2;€;. Soit g(-,-) ="°% (-,), un produit scalaire dans E (une
Tn

forme bilinéaire symétrique définie positive). Sa matrice dans la base (€;) (matrice de masse) est la matrice

Mgz := [gliz = [(€i,€)gl, 1. Myz=[My] quand M;; := (€, €))g. (B.1)
Donc si ¥,w € E, avec ¥ = ), x;€;, W = Y . y;€;, et (-, ), bilinéaire, (¥, w), = Zij z;Yi(€5,€)g = Zij x;: Mijy;
(7,0)g = [d]je" - Mye-[] (B.2)

Notations usuelles : soit (&) et (b;) deux bases de E. La matrice de passage de la base (€;) vers la base (b;)
est la matrice .
([blhg [En]|g) = [P”} =P quand gj = ZPL]C?Z, V], (B3)

i=1

ott donc la j-éme colonne de P stocke les composantes de l_;j dans la base (&;).
Exercice B.1 Montrer : 1. Si ¥ € E alors

Wha = P~'.[t]jz (formule de changement de base pour les vecteurs). (B.4)

2. Si A est inversible alors (A=) = (AT)~1 =rot¢ 4-T Et si de plus A est symétrique alors A~ est symétrique.
3.
My = PT . Myz.P (formule de changement de base pour les formes bilinéaires). (B.5)

4. Le réel (U,w), est indépendant du choix de la base.

Réponse. 1. Notons v/ =}, i€ = ), y;b;, donc = >4 Y5 Pij€i; done @i = 37 Pijy; pour tout i, i.e. [U]je = P.[0] 5.

2. A est inversible, donc !B t.q. A.B =1,et B =noté A™! et B est inversible avec B~! = A. Donc BT.AT =1,
donc A” et BT sont inversibles, et (A7) = BT = (A™")T : noté AT

Donc si de plus A est symétrique, i.e. AT = A, alors (A™H)T = (AT)™! = A~ donc A" est symétrique.

8. (birby)g = Youp P Prj(8x, €0)g = 310 (PT )ik Bk, €0)g Po = (P [g] 2. P)ij, donc ~

4. [0 ;" 9] 5[] 5 = (PTL[2)1) 7. (PT [g)je- P).(P~ . [@) 1) = [0]Z.[9]je-[@] e = (F, @), -

Exercice B.2 Montrer : Myz = [M;;] =NO% N[ est symétrique, i.e. M;; = Mj; pour tout 4, j, et est définie
positive, i.e. [Z]7.M.[Z] > 0 pour toute matrice colonne [2] # 0.

Montrer (réciproque) : si M = [M;;] est une matrice symétrique définie positive alors la forme bilinéaire
g(+,-) définie par g(€;,€;) = M,;, pour tout ¢,j, est un produit scalaire.

Reéponse. Un produit scalaire est symétrique, donc (€;, €;)g = (€5, €i)4 pour tout 7, 7, donc M est symétrique. Un produit
scalaire est défini > 0, donc [0];7.M.[0]|z = (¥,¥)y > 0 pour tout 7 # 0 donc M est définie > 0.

Réciproque : définissons la forme bilinéaire g : E x E — R par g(&;, €;) := M;; pour tout ¢, j. Donc g est symétrique
car M Vest, et, avec 0 = >, vi€; # 0, g(7,7) = > ViMijuj > 0 car M est définie positive, donc g(-,-) est définie

positive. un
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73 B.2. Le théoréeme classique des valeurs propres

B.1.2 Espaces vectoriels des matrices colonnes

L’ensemble des matrices colonnes (matrices n x 1) a coefficients dans K est
Z1
M (K)={| ¢ | :(z1,.,2n) € K X ... x K} (B.6)
Zn

On le munit de la somme interne et de la multiplication externe usuelle qui en fait un espace vectoriel.
Avec 0 et 1 les éléments neutres des addition et multiplication dans K, la base dite canonique dans M, (K)

1 0
0 . (7A

est définie par @; = | . |, ..., dn = 0 . Donc si j € Mp1(K) et § = > y;d; alors [§]jz :== [ © | estla
6 1 Yn

matrice colonne stockant ses composantes dans la base (a@;) (cf. § précédent). (On utilisera plus loin une autre
base (b;), et [b J|a sera la j-éme colonne de la matrice de passage de (@;) vers (b;).)
Et on définit le produit scalaire (dit canonique) (-,-); dans M,,;(K) et sa norme associée par,

1
@ 2)r = Ja" [Fa et N7l = (7 9)r1)?, (B.7)

soit (,2)1 = 2o; yizi et |17 = 3211 7 quand 5= 371\ yid; et 2= 300 2.

On note M,,,,(K) ’ensemble des matrices n x n a coefficients dans K, qu’on munit de sa somme interne, de
son produit interne, et de son produit externe avec K usuels (structure usuelle d’algébre sur K).

e Une matrice M = [M;;] € My, (K) est symétrique ssi MT =M, ie. ssi M;; = Mj; pour tout ¢, j.

e Une matrice M € M,,,(K) est définie positive ssi [§]|z7.M.[7]jz > 0 pour tout 7 € M1 —{0}.

e Une matrice M € M,,,,(K) est symétrique définie positive ssi elle est symétrique et définie positive.

e Pour M = [M;;] € M,,(K) symétrique définie positive, on note (-,-)as le produit scalaire et ||.||as la
norme dans M., (K) définis par, avec ¥ = > y;d; et Z =Y -, 2d;,

(7, 2)m = [Ha" -M.[2)a et ||§]lm = (7 Dum
(Pour M = I = [0;;] = matrice identité, on a (B.7).)

Exercice B.3 1. Dans R"”, rappeler la définition d’une base canonique et du produit scalaire canonique associé.
2. Dire pourquoi cela donne un “modéle mathématique théorique”. 3- En déduire que M,,;(R) donne un “modéle
mathématique théorique”. 4- Et dans C™?

)z. (B.8)

Réponse. 1. On doit considérer le corps (R,+,*) ="°% R avec ses éléments neutres 0 pour l’addition et 1 pour la
multiplication. Puis le produit cartésien R x ... x R = =Note pn Ft on munit R™ de sa structure (R™, +,.) d’espace
vectorielle sur R induite, définie par (z1,...,%n) + (Y1, -o; Yn) = (X14+Y1, .o, Tutyn) €t A(z1, ..., zn) = (Az1, ..., AT, ) pour
tout z;,yi, A € R. La “base canonique” (K;)i—1...n, =" (k:) est alors définie par k1 = (1,0, ...,0), ..., kn = (0,...,0,1).
Et le produit scalaire canonique (-, -)can par (E“ k; j)can = (5” pour tout 7, j.

2. Le chiffre 1 utiliser pour définir la base canonique n’a pas de sens physique : 1 metre? 1 pied? 1 kg? 1 ampére?..
Exemple : R xR = {températures} x {pressions} = =noté {(T,P)} en thermodynamlque et le produit scalaire canonique et
sa norme associée n’ont pas de sens physique : eg., la norme ||(T, P)||can = (T2—|—P2) peut étre calculée (mathématiques),
mais elle est absurde physiquement (ajoute des températures et des pressions).

3- On munit M1 (K) d’une structure d’espace vectoriel a I’aide de la fonction linéaire ® : (z1,...,2n) € K X... X K —

T1
=note [Z] € Mypi(K). ® est trivialement bijective, et la linéarité de ® donne [T + Ay] = [Z] + A[g], pour tout
Tn
7,7 € K" et tout A € K; on a ainsi défini P'espace vectoriel (My1(K),+,.) =10t€ Aq .. Et la base canonique (d:)
de M1 (K) est définie par @ := ®(k;) (= [ki]). Et le produit scalaire canonique (-,-); de My (K) est le nom donné a
la forme bilinéaire définie par ([Z], [§])1 = (%, §)ecan = [7]”.[§] quand [Z] := (%) et [7] := B(F).

4- Dans C", méme démarche, mais le produit scalaire est ici une “forme sesquilinéaire hermitienne définie positive”

(dans R™ c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive). un

B.2 Le théoréme classique des valeurs propres

B.2.1 Probléme matriciel a résoudre et définitions

Pour A € M,,(K), le probléeme & résoudre, dit probléme spectral, est, avec (d@;) la base canonique
de ./\/ln1(K) H o
trouver les couples (A, 2) € K x M1 (K)—{0} t.q. A.[Z]jz = A[Z]ja, (B.9)
noté rapidement
trouver les couples (A, 2) € K x Mp1(K)—{0} t.q. A.Z=\Z. (B.10)
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74 B.2. Le théoréeme classique des valeurs propres

Définition B.4 Un couple (), ) solution de est un couple “valeur propre—vecteur propre” de A, ou couple
vp-vp en abrégé. Et A est une valeur propre de A et Z un vecteur propre associé a \.

L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A.

(En dimension infinie ’ensemble des valeurs propres est appelé le spectre ponctuel.)

Définition B.5 Le polynome caractéristique de A est le polynome (de degré n)
p(A) = det(A—AI). (B.11)

On a : X est valeur propre < 3% # 0 t.q. A.Z — \Z = 0 < Ker(A — A\I) n’est pas réduit a Vect{0} < A—AI
n’est pas injectif <& A—M\I n’est pas inversible < det(A—AI) = 0 < ) est racine de p.

Définition B.6 Si A est racine de multiplicité 1 alors A est dite valeur propre simple, et si A est racine de
multiplicité k& > 2 alors A est dite valeur propre de multiplicité k.

Remarque : le calcul des valeurs propres se fait dans C en général, car C est algébriquement clos : un
polynéme complexe de degré n a n racines complexes. Puis on regarde si les racines sont réelles ou non.

Définition B.7 A € M,,,(K) est diagonalisable dans K ssi il existe n couples (\;, Z;) € K x M,;—{0} t.q. :
Vi=1,...,n, AlZ]jz = \i[Z]ja et (Z)i=1,....n est une base dans M, (K). (B.12)

noté rapidement,
Vi=1,..,n, AZ =Nz et (Zi)i=1,. n base. (B.13)

Notations matricielles quand A est diagonalisable : D = diag();) = la matrice diagonale des A;, P = [P;;] :=
([Z1lla - [Znlja) = la matrice de passage de (@;) a (%), ou donc Z; = -7, P;;d;. Alors (B.12) s’écrit

A.P=PD| avec |Pinversible] donc D =P LAP. (B.14)

Vérification : la j-éme colonne de A.P est A.[Z}]z, la j-éme colonne de P.D est P.[\;d;]|z = \;P.[d;]ja = A\;[Zj]ja
Autrement dit : A est diagonalisable ssi il existe D diagonale et P inversible t.q. A = P.D.P~!.

B.2.2 Théoréme

Théoréme B.8 Si A = [A;;] € M,,(R) est symétrique réelle, alors A est “diagonalisable dans une b.o.n.’
de (M,,,(R), (,-)1), L.e. il existe n couples (\;, Z;) € R x M,1(R) t.q., pour tout i,j = 1,...,n,

AlZla=NlZEla et (F,%)r =0 (= [Z]a"-[Z]a)- (B.15)

noté abusivement
AZy =Nz et ZI.Z =4 (B.16)
Le., avec (B.14),
AP=PD|et |P'.P=1| ie P '=P et D=P LAP (B.17)

Cas A symétrique définie positive : \; > 0 pour tout i, et (Z;) est une base (-, -) a-orthogonale : (Z;, Zj) a = Xid;;
(=0 sii## j). Donc (Z;) est une base orthogonale commune aux produits scalaires (-,-)a et (+,-)1.

Et (jx) est une (-,-)a-b.o.n. : (\/ZTT’ %)A = §;; pour tout i, j.

Preuve. Voir poly “Diagonalisation : valeurs propres, valeurs propres généralisées.”

En particulier (PT.P);; = ™.z, donc (PT.P);; = 6;;, pour tout i, j, donc PT.P = 1.

Et A.Z; = X\;Z; donne (2, %) a := (A2}, Z)r = (N2, Z5)r = N\j(Z, Z5)1 = A\j6;5 (donc nul si ¢ # j), d’out les
derniéres affirmations (cas A est définie positive). ua

Remarque B.9 Si A est non symétrique et diagonalisable, alors on a toujours A.P = P.D avec P inversible,
cf. (B.14), mais PT.P # I, i.e. P~' # PT : il n’existe pas de base de vecteurs propres qui soit orthonormée
(si P~ = PT alors A= P.D.P~' = P.D.PT donc A est symétrique). o
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B.2.3 Exercices matriciels pour rappels

Exercice B.10 Montrer : si A\ et Ao sont deux valeurs propres distinctes alors leurs vecteurs propres associés
sont indépendants.

Réponse. ¥} et U2 vecteurs propres associés : A.07 = \01, A.¥2 = Aath. Si U1 et U2 sont dépendants, i.e. si U2 = ath
alors A.vp = aA.1, donc A2tz = al1vh = AMavh = AU, donc A1 = A2 car U2 # 0 (c’est un vecteur propre). Donc si
A1 # A2 alors ¥ et U2 sont indépendants. un

Exercice B.11 Soit A = (é i

leur multiplicité, et les vecteurs propres associés. En déduire que A n’est pas diagonalisable.
1—A c
0 1—A

) avec ¢ # 0 (premier bloc de Jordan quand ¢=1). Calculer ses valeurs propres,
Réponse. p(A\) = det(A—AI) = det ( = (A—1)2. Donc A = 1 est "unique valeur propre, de multiplicité 2.

Un vecteur propre (;) € Mg associé vérifie 0 = (A= AI). (j) = (8 S) . (;j)7 donc ¢y = 0, donc y = 0 (car

¢ # 0) et x quelconque : seuls les vecteurs de la forme r , avec x # 0, sont des vecteurs propres. Donc ’ensemble

0
des vecteurs propres est Ker(A — I) = Vect{d:1} de dimension 1 < 2 = dim(Ma21). Donc A n’est pas diagonalisable :
dans Mo, il n’existe pas de base constituée de vecteurs propres. un

-1 0
et les vecteurs propres associés.

Exercice B.12 Soit A = ( 0 1) (matrice de rotation de 7). Calculer ses valeurs propres, leur multiplicité,

-2 -1

Réponse. p(\) = det(A— AI) = det < T

) = A2+ 1. Il n’y a pas de racines réelles. Il faut se plonger dans ’espace

des matrices complexes pour diagonaliser : A = +i, Ker(A — iI) = Vect{ ( 1 )} et Ker(A + iI) = Vect{ ( _12 > }. =

Exercice B.13 Montrer qu’une matrice triangulaire 7" a ses valeurs propres sur la diagonale.

Reéponse. p(A) = (A — A1)...(A — An) ot les A; sont les éléments diagonaux de 7. un

0 2
Réponse. det(A — A\I) = (1 — A\)(2 — A), les deux valeurs propres Ay = 1 et A2 = 1 sont distinctes, donc A est

diagonalisable, cf. exercice [B.10| Et (A —I). (i

Exercice B.14 Diagonaliser la matrice A = (1 L >

) = 0 donne y = 0 et ¥1 = (1,0) est vecteur propre associé¢ a \; = 1. Et

(A—2I). (;) = 0 donne —z +y = 0, et ¥2 = (1,1) est vecteur propre, donc P = ((1) i) est la matrice de passage.
On vérifie que P~1.A.P = diag(1,2) (= D matrice diagonale), et PT.P # I (car A n’est pas symétrique). =

B.2.4 Résolution du systéme différentiel @’ + A.4 = b

Pour A = [A;;] € M,,, matrice diagonalisable, ¢: t € R — &) € M, (charge) et @y € M,; (condition
initiale), soit le systéme différentiel ordinaire (SDO) de Cauchy : trouver @ : ¢t € [0,T] — u(t) € My t.q. :
di . . . .,
E(t) + A(t) =¢(t), avec w(0) = ip. (B.18)
Utilisons la méthode spectral pour le résoudre (permet de le transformer en un systéme découplé) :

1. A est diagonalisable, donc il existe n valeurs propres \; et une base de diagonalisation (Z;) associée dans M,,;.
On note P = ([Z1]jz ... [Zu]ja) = [Pi;] la matrice (inversible) de passage de la base (d;) a la base (Z;). Et on
note D = diag()\;), donc D = P~1.A.P.

2. (B.18) est l’écriture implicite de, avec (@;) la base canonique de M,;,

dli]|g
dt

() + Alfidla(t) = [@a(t),  avee [@2(0) = o] (B.19)

75



76 B.3. Applications pour un espace vectoriel E, dimE =n

aq bil
ou[djz=| : |et[da=| : [, ie d(t) =2 0:(t)d et &(t) =31, fi(t)d,, i.e.
Qnp In
0
g;l( )+ A1 (t) + Araas(t) + ... = f1(t), a1(0) = a1,
: avec ; (B.20)
8{%@) + Anran(t) + Anzaa(t) + ... = fu(t), @n(0) = aon-
B g1
3. Changement de base : Notons [@]jz = | @ |et[dz=| : |, ie d(t)=> 1 B:i(t)Z et &t) =D 7" 1 9:(t)Z
Bn n

On a [@(t)])z = P~1.[d(t)]jz et [€(t)])z = P1.[E(t)]js (formules de changement de base).
4. On multiplie par P~! (matrice constante) : on obtient d[gl'g(t) + P71 A.P[ud]z(t) = [dz(t), donc
T (0 + D.Ja 1 <> 41j2(2), sot

Vi=1,..n, Bi(t)+NBi(t) = g:(t) avec Bi(0) = (P~ .[ido)a)i "Z° Boi, (B.21)

n EDO indépendantes immeédiates a résoudre (on a “découplé” le SDO). (Si A est symétrique on peut prendre
(Z;) orthonormée, dont P~! = PT.) D’ou [if] z, d’ou [i])z = P.[d])z : on a résolu (B.18).

Remarque B.15 On peut aussi résoudre (B.18) a l’aide d’une décomposition de Cholesky de A : méthode de

descente-remontée. an

B.3 Applications pour un espace vectoriel £, dim E =n

Soit E un espace vectoriel réel (pour simplifier la présentation) de dimension finie n muni d’un produit
scalaire (-,-)q, et soit (&;) une base de E.

B.3.1 Calcul d’une b.o.n. dans F

But : & partir d’une base (€;), trouver une base (w;) qui est (-, ) -orthonormeée.
Méthode dans le cadre spectral : 1- on se plonge dans M,,1(R) avec sa base canonique (@;), on diagonalise
M = [(€;,€})4] (symétrique réelle). On obtient une b.o.n. de vecteurs propres (Z;) associée aux valeurs propres J; :

M.P=PD avec PT.P=1 (B.22)
cf. (B.15), i.e. M.[Zj]|a = Aj[Z)]ja et [Z])a”-[Zj]ja = 0ij et Z; = D1 Pijd;. 2- On revient dans E :

Proposition B.16 Les vecteurs p; € E définis par [pj]|z := [Z}]a, i.e.

Z i€, (B.23)

forment une base (-, -),-orthogonale de E : ils vérifient (p;, D)y = Aidij, pour tout i,j = 1,...,n. Et les vecteurs
W, = ﬁp} forment une base (-, -)4-orthonormale de E (une (-,-)4-b.o.n.) :

prez = (W, Wj)g = dsj. (B.24)
] i=1
Preuve. (5;,5;)y = [pilje"-M.[jlle = [Z]ja" M) = [Za"- (i [Z5)ia) = NilEDe" - [ZBlia = Aidiy = Xidij.
Et ici M est définie posmve car (-,-)g est un produit scalaire, donc A\; > 0 pour tout i. Donc (W;,w;)q =
\/X»\/T_,»(p“p]) \/»\/» = 0;; (nul sii##jet vautlsm—]) s
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B.3.2 Exemple de P; : base de Fourier approchée

A partir de la base usuelle (p;) des fonctions chapeaux dans P; (base non (-,-)2-orthonormée), on veut
trouver une (-, -)r2-b.o.n. :

1- On calcule et diagonalise la matrice de masse M = [M;;] = [(¢;, p;)r2] : on obtient une (-,-);-b.o.n. ()
dans M,,; associée aux valeurs propres \;, cf. (B.22).

2- Retour dans Py : les ¢; € Py définies par ¢; = ﬁzzlﬂpij‘?i forment une (-, )2 b.o.n., cf. (B.24) : c’est

une base de Fourier approchée. Voir figure

“o o.s A [S) o.s Bl “o o.s El

FIGURE B.1 — Sur [a,b] = [0,1] = Uzlil[l—%, 1], fonctions chapeau @, et @, de la base de Py. Et (a une

constante multiplicative prés) les 6 premiéres fonctions propres i1, ...,1 associées aux 6 premiéres valeurs
propres Aq, ..., Ag ordonnées t.q. A; < A; 41 pour tout . La base (1;)i=1,...15 est une “base de Fourier approchée”
(b.o.n. dans (P, (-, -)r2))-

Remarque B.17 On peut aussi trouver une (-, -),-b.o.n. a I'aide du procédé de Gram-Schmidt (méthode QR)

par exemple, mais on n’obtient pas une base de vecteurs propres en général. un

B.3.3 Endomorphisme symétrique et théoréme spectral

Soit L(E; E) l'ensemble des endomorphismes dans E' (applications linéaires de E' dans lui-méme). Soit
A€ L(E;E). Donc A: v € E — A(¥) € E, et A étant linéaire on note A(7) =" A.7.

Définition B.18 Le probléme spectral pour A est : trouver les couples (X, p) € R x E—{0} t.q.
Ap=\p. (B.25)

Si (A, P) est solution alors A est une valeur propre de A, p est un vecteur propre associé & A, et (\,p) est un
couple vp-vp = couple valeur propre—vecteur propre.

Définition B.19 A est symétrique dans (E, (-,-)4), ou symétrique pour (-,-)q, ou (-, -)g-symétrique, ssi
VU,W € E, (A7), = (AW,7),. (B.26)
Définition B.20 A est défini positif pour (-, ), ssi (A.7, ), > 0 pour tout ¥ # 0.

Définition B.21 (Représentation & I’aide d’une base.) La matrice de .4 dans une base (€;) est la matrice notée
[A]|z dont la j-éme colonne stocke les composantes des vecteurs A.€; dans la base (¢€;) :

[A]‘g = ( [A.éihg [A.gn]|g) s (B.27)
si, Vj, A.€; = zn:Cijé} alors  [A]jz = [Cy]. (B.28)
i=1

Exemple B.22 La matrice de passage, définie en (B.3), est la matrice [P]|z de I’endomorphisme P € L(E; E)

défini par P.&; = b; pour tout j (ou donc P.&; = 3.1, Pi;é;). wa
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Exercice B.23 Soit (€;) et (l_);) deux bases dans E, avec (}'j =" | P;é; pour tout j, et P = [P,;]. Prouver :

[Alj; = P~1JA]j2.P (formule de changement de base pour les endomorphismes). (B.29)
Réponse. Notons Pil = Q = [Qij}; [.Ahg =A= [Aij], [A]‘g =B= [BZJ} Donc ZZ Bz]gz : Agj = ‘A(Zk ijgk) =
Zk PkJAgk = Zkl ijAgkgg = Zkli ijAngiggi = Zl(QAP)”l_)’Z, donc Bij = (QAP)Z], d’Ofl . I.l

Théoréme B.24 Si A € L(E;E) est (-,-),-symétrique, alors A est diagonalisable dans une (-,-)4-b.o.n., i.e. il
existe n couples (\;,P;) € R x E—{0} solutions de (B.25) t.q. (7;) est une (-,-)4-b.o.n. :

A.ﬁj = /\jﬁj, Vj =1,..,n, avec (ﬁi,ﬁj)g = 61’]’7 V’L,j =1,...,n. (B30)

Ecriture matricielle avec une base initiale (€;) de E supposée (-,-)g-orthonormale : avec D = diag(\;) et P =
([Pille - [Pnlje) (matrice de passage de (€;) a (p;)) :

[Al@P=PD et PT.P=1I, ie. D=P '[AsP et P '=PT. (B.31)

Donc, avec (B.29),
[Alj7=D : la matrice de A dans la base (p;) est diagonale. (B.32)

Notation usuelle : A := [A]|z = matrice de A dans la (-,-)4-b.o.n. (€;), et

AP=PD e PT'P=1I ie D=P'AP e P '=pPT (B.33)

Preuve. Supposons que (&;) est (-,-),-orthonormale dans E, quitte & la remplacer par une b.o.n. par exemple
obtenue avec . Ayant A (-,-)g-symétrique, (A.€;,¢;)y = (A.€;,€;)q for all 4,7, donc > _ Ak;(€k, €:)g =
S on 1 Aki(€k,€5)g, done >3 Aridei = > p_ Akilkj, done A;; = Ay, pour tout 4,7, donc A est symétrique.
Donc A est diagonalisable dans une b.o.n. (Z;) de M,1(R), cf. : soit A.P = P.D et PT.P = I, ot
D= diag()\i) et P= [P”] ou Zj = Zz Pijgi-

Puis on pose pj = > Pi;é;, i.e. [pj]je = [Zj]je, pour tout j. D’ou [A.p)]iz = [A]jz.[pjliz = A[Z]je =

e
)\j[%]g = )\j[ﬁjhg = [/\jﬁjhé*, donc Aﬁ] = /\jﬁj, vrai pour tout j; avec (ﬁ“ﬁj)g = [ﬁ;]‘gT.[ghg.[ﬁj]‘g =
[Zi]je” -1.[Zj]je = di; pour tout 4,7, donc (p;) est une (-,-)g-b.o.n. de E : I'endomorphisme symétrique A est
diagonalisable dans une (-,-)g-b.o.n. de E. ua

Exercice B.25 Avec M = [(€,¢€;),] = [M;;] et A := [A]|z = [Ai;]. Montrer :
1- Aest (-,-),-symétrique, cf. (B.26]), ssi M.A est symétrique, i.e. ssi

M.A=(MAT (=AT.M). (B.34)
2- A est (-, -)g-symétrique n’implique pas A := [A]|z est symétrique (¢a dépend du produit scalaire).
Réponse. 1- A (-,-), symétrique < pour tout 4,5, (A.€;,&)y = (A€, )y, i.e. (O, Arj€r,€i)g = (O, Ari€k,Ej)g, Le.

Zk Akj (gk,gl)g = Zk Aki(gk,gj)g, i.e. Zk MikAkj = Z AkiMk]‘ (car M est symétrique), i.e. (MA)ZJ = (AT,M)Z‘]', i.e.
M.A=AT.M = (M.A)T (car M est symétrique) : on a (B.34).

2- Dans R? soit (-,-), défini par [g]|z = [(€,€))4] = (1) g) =Nt A1 — [My]. Soit A € L(R*R?) définie par
[Alje = ((1) (2)) =10 4 — [A,;] (non symétrique), i.e. A.& = & et A& =2¢. Ona M.A = g (2) (symeétrique),

donc I'endomorphisme A est (-, )g-symétrique, cf. 1-. NB : ici (€;) n’est pas une (-, )g-b.o.n. : M # I. Exemple : aviation

ol 'unité verticale = le foot et l'unité horizontale= le mile nautique. Ou exemple : éléments finis : la base usuelle des

fonctions chapeaux n’est pas (-, ) 2-orthonormeée. un

Exercice B.26 F étant de dimension finie, montrer que si A est définie positive pour un produit scalaire (-, ),
alors A est définie positive pour tout autre produit scalaire (-, ).

Réponse. Soit M = [M;;] = [(€;,€;)4] : c’est une matrice de masse, donc est définie positive, cf. exercice un
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B.4 Le théoréme de diagonalisation généralisé
B.4.1 Le théoréme

Probléme a résoudre, dit probléme spectral généralisé : pour M, R € M,,,,(K),
trouver les couples (), %) € R x M, (K)—{0} t.q. R.[Z]|z = AM.[Z]|5 (B.35)

trouver les couples (X, 2) € R x M, (K)—{0} t.q. . (B.36)

Si (), %) € R x M, (K)—{0} est solution alors A est une valeur propre généralisée de R relative a M, Z est un
vecteur propre généralisé associé a A, et (X, Z) est un couple vp-vp généralisé = couple valeur propre—vecteur
propre généralisé. (Quand M = I on retrouve le probléme spectral classique.) Et A est une valeur propre
généralisée ssi elle racine du polyndéme caractéristique généralisé ssi R—AM n’est pas inversible, i.e. ssi

écrit rapidement

p(\) = det(R—AM). (B.37)
Définition B.27 R € M,,,,(K) est M-diagonalisable ssi il existe n couples (\;, Z;) € K x My (K)—{0} t.q.
Vi=1,...,n, R[Z]jz = \M.[Zj]ja, et (Zi)i=1,. n est une base dans M, (K). (B.38)

Ecrit rapidement : R.Z; = \;Z; et (Z) base.

Notatlons usuelles pour : on note D = diag()\;) € M,,(K) la matrice diagonale des );, on note
ZJ \Pijd;, ie. les composantes de Z; dans la base (&@;) sont les P, ”, et onnote P = (2, .. Z,),le.
P = [P;;] est la matrice de passage de la base (d@;) a la base (Z;). Alors s’écrit

R.P=M.P.D| avec . (B.39)

Vérification : la j-éme colonne de R.P est R.[Zj]jz, et la j-éme colonne de M.P.D est M.P.(\;[d;]ja) =
AjM.P.[d;]|a = A\jM.[Zj]|z. Vrai pour tout j : on a bien I'égalité donnée.
Théoréme B.28 Si R et M € M,,,,(R) sont symétriques (réelles) et si M est définie positive, alors R est M-

diagonalisable dans une (-,-)y-b.o.n., i.e. il existe n couples (A\;, Z;) € R x M1 (R), i =1,...,n, t.q. R.[Z}]jz =
N M.[Z)))z et [Zi)ja" .[Z)]ja = 6ij, pour tout i,j = 1,...,n; noté

RP=MPD|et|PPT.MP=1| ie (MP)'=P" et D=P'RP (B.41)
Cas R symétrique définie positive : alors A; > 0 pour tout i, et (Z;) est une base (-,-)g-orthogonale :
(Z,Z})R = )\Z(SU (: 0sii 75 _j), pour tout ’L,j
Et donc (Z;) est une base orthogonale commune aux produits scalaires (-,)r et ().
Et (%) est une (-,-)r b.on. : (e, %)R = 4;; pour tout 4, j.

Le.

Preuve. M étant symétrique, soit M = L.LT sa décomposition de Cholesky (avec L matrice triangulaire

inférieure). L est inversible car M Dest (on a 0 # det(M) = det(L)?).

Eb s’écrit RZ_)\LLTZGMnly donc posant § = LT.Z € M, on a L~V.R.L™T.4 = \jj € M,,. Et

(L_L RL T =L 'RLT donc L' R.L™T est symétrique, donc : il existe A1, ..., A, € Ret 71, .. 7yn € Mn
q. (L1 R L=1).g, = )xlyl avec y7 .jj; = &;; pour tout i, j. On remonte les calculs : on pose Z; = L~ T € ./\/lnl,

etdoncL VR.Z;=X\NLTZ, donc R.Z; = \;M.Z; avecéw—yl y]—z .M.Z; pour tout ¢, j. un

B.4.2 Exemples

Exercice B.29 R = <; ?) et M = <(1) (2)) . Calculer les valeurs propres et des vecteurs propres généralisés.

Veérifier que les vecteurs propres sont M-orthogonaux et R-orthogonaux, et qu’ils ne sont pas (-, -) r-orthogonaux
(on ne peut pas espérer qu'une méme base soit orthogonale relativement & trois produits scalaires différents).

2
5—2X
A= (7= VA1) et Ay = (7 + V/41) sont les valeurs propres généralisées. D’oil les deux vecteurs propres généralisés

Z; = (pl]:) (non nul) donnés par (1 — \;)p1; + 2p2; = 0. Donc Z; = ( 2 )

Réponse. On a R—\M = (1 ; A ) On cherche A t.q. det(R—AM) = 0, donc t.q. 24> — 7A +1 = 0. D’ou

p2; 1=
(M.21, %) = (2(1:1)) _ ((1_2A2)> = 42 =3EVIT S8 VAT g 1129 _ ot done (R7, 72 = At (MZ1, Z)an =
0. Mais (21,52)Rn = % # 0. -.-
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Exercice B.30 Soit R = <(1) 1) et M = (1) g) Montrer que R est M-diagonalisable (alors que R n’est

pas diagonalisable classiquement, cf exercice [B.11)). Donner P et D t.q. (B.41]).
Montrer que S = <(1) ;) n’est pas M-diagonalisable.

Réponse. R — \M — (1 ; A ) _12A>, done p(A) = det(R — AM) = 2)2 — 3\ + 1 = (2\ — 1)(A — 1), donc A = 1 et
Ao = % sont racines, i.e. sont valeurs propres généralisées de R. Pour A =1, (R — M).w = (8 jl) (;j) = 0 pour
R le, et Aol R-taam= (2 Y (") 2o A le, et (w1, @
w1 = |, | par exemple, et pour A = 5, (R—5M).2 = 5 o y) = pour Wy = ( | par exemple, (W1, W)
est une base de R?. Ici P = (1) _21) et D = diag(1, 5). On vérifie que R.P = M.P.D (= ((1) _11 ).

Remarque : autre calcul : M~! = <(1) 8) donne M~1.R = ((1) i) a deux valeurs propres distinctes donc est

2 2

diagonalisable. Et on retrouve les valeurs propres et vecteurs propres ci-dessus.

Et M~ 1.8 = (é i premier bloc de Jordan : non diagonalisable : S n’est pas M-diagonalisable. un

Exercice B.31 R = <; (1)) et M = <(1) g) Vp-vp généralisées ? Retrouver le résultat avec A = M~1.R.

Réponse. vp double A = —1, Ker(R — AM) = Ker(R + M) = Vect{(1,—1)"} : pb non diagonalisable. wn

Exercice B.32 Soit (A, 77) et (A2, T2) deux couples vp-vp généralisés. Montrer : si A\; # Ao, alors (¥, Ua) est
une famille libre.

Réponse. On a R.¥h = M M. et R.¥2 = AaM.T2. Si U2 = athh (# 6), alors R.U2 = aR.U1, d’ott AaM.Uo = a\iM.¥1 =

A1 M.T2, donc A1 = A2 (car M est inversible et ¥ # 6) Donc si A1 # A2 alors U2 n’est pas colinéaire a v;. an

Exercice B.33 Montrer : si R est symétrique et M est symétrique définie positive alors M ~1.R est diagonali-
sable : dans quelle type de base?

Réponse. R.Z;i = \;M.Z; donne M. R.Z; = \;Z; pour tout i avec (%;) base. Avec (Z;) une (-,-)m-b.o.n., cf. 1i .

Exercice B.34 Démontrer le théoreme [B.28 a partir d’une diagonalisation de M.

Réponse. M est symétrique définie positive donc diagonalisable dans une b.o.n. de R™ avec toutes ses valeurs propres
> 0. Donc D = P~'.M.P = PT.M.P ou D = diag(u1, ..., tn) est la matrice diagonale des valeurs propres et P la matrice
orthonormale stockant les vecteurs propres associés concernés.

R.# = AM.#donne R.¢ = AP.D.P~'.¥ = A(P.V/D).(VD.P~").%, ot /D = diag(\/fi,, -, v/, donc VD ' PlR¥=
AVD.P71).4.

On pose Z = v/ D.P~1.#, et on obtient (v D)™ *.P™1.R.P.(vD)™'.Z2 = \Z,s0it A.Z = \Zou A = (VD) *.PT.R.P.(vVD)™*
car P71 = PT.

La matrice A est trivialement symétrique (car R et v/D sont symétriques), donc est diagonalisable. Soit (1, ..., Z,)
une b.o.n. de vecteurs propres de A dans (R", (-, )rn) associés aux valeurs propres \;.

On pose 17]' = P.(\/E)il.gj, donc Rl_fj = /\jM.ﬁj, et (Sij = (Z,E})Rn = (\/EPT@, \/E.PT.l_)‘j)]Rn = (M.'l_)‘qj,'l_)‘j)]]{ﬂ. un

Exercice B.35 Appliquer le théoréme spectral [7.1] dans le cas R et M matrices symétriques définies positives
pour démontrer le théoréme [B:28

Réponse. On pose (u,v)g = (u,v)pr = (Mu,v)r» et a(u,v) = (u,v)r = (Ru,v)rn. Comme M et R sont symétriques
définies positives, (-,-)a et (-,-)r sont des produits scalaires. On pose H = (R", (-,-)m) et V = (R", (+,-)r) qui sont
des Hilbert : on est en dimension finie et toutes les normes sont équivalentes et les espaces sont fermés. Et V est dense
dans H (car V = H) et l'injection £ € V — T € H est trivialement continue et compacte (les normes sont équivalentes
en dimension finie). La forme bilinéaire a(-,-) est trivialement continue dans (V, (-, )r), de constante de continuité 1
et coercitive de coefficient de coercivité 1, puisque a(-,-) = (-,-)r est le produit scalaire choisi dans V. On peut donc
appliquer le théoréme spectral : on a n valeurs propres \;, qu’on peut ordonner de maniére croissante, associés a n vecteurs
propres W, ..., W, qu’on peut choisir orthonormés relativement a (-, ) g, i.e. (@;) b.o.n. dans H = (R", (-, -)am ), avec dans

U [ ]

ce cas (=, - \;”;Ln) b.o.n. dans V = (R", (-, ")r). un
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81 B.4. Le théoréeme de diagonalisation généralisé

B.4.3 Résolution du systéme différentiel M.i’ + R.4 = b

R et M sont symétriques réelles, et M est définie positive. Donc R € M,,,(R) est M-diagonalisable. Pour
¢: R = Mp1(R) et ip € M,1(R), soit le systéme différentiel de Cauchy : trouver @ : ¢ € [0,7] — u(t) € M1 (R)

t.q.:
di

Y
Résolution & l’aide de la méthode spectral (on transforme (B.42)) en un systéme découplé) :
1. R est M-diagonalisable, donc il existe n valeurs propres \; et une base de diagonalisation (Z;) associée

M. + R.i(t) = c(t), avec (0) = dp. (B.42)

dans M,1(R). On note P = ([Z1]ja ... [Zn]ja) = [P la matrice (inversible) de passage de la base (a;)
a la base (%;). Et on note D = diag()\;), donc R.P = M.P.D avec PT.M.P = I, donc PT.R.P = D.
aq bil
2. (B.42) est, avec (d@;) la base canonique de M,y et [d@]jz = | : | et[da=| : |, 'écriture implicite de
Qp, In
dli)|a - . L
M. == () + R[d)ja(t) = [ja(t), avec [@)ja(0) = [do]ja- (B.43)
g1
3. Changement de base : Notons [i]z = t [cljz = : |, On a [d(t)])z = P~L[d(t)]jz et [€t)])z =
In
P~1[&(t))z (formules de changement de bas ).
4. Donc (B.43) donne M.425(t) + R.PA(t) = f(t), donc PT.M.P.43(t) + PT.R.P.3(t) = §(t) on §(t) = PT.f(#),
donc
d -
df( )+ D.A(t) = g(t), avec [(0)=P  .d, (= PT.M.dp). (B.44)
Donc, pour tout ¢ :

Résolutions immédiates. D’ou 5 Dot & = P.g : on a résolu 1)

Deuxiéme méthode (& éviter) : résoudre %f(t) + M~Y.R.@a(t) = M~L.f(t), cf. 1} (SDO) : a éviter car
M~'.R n’est pas symétrique en général (bien que M ! et R le soit), et de plus le calcul de M~ est couteux.
Troisiéme méthode : on utilise une décomposition de Cholesky M = L.LT : on fait alors le changement de
variable :
7y=LT.a&, donc a=L"T37.

(B.42)) donne

M.L7T3"(t)+ RL-T3(t) = f(t), 7(0)=L".a.
D’oit en multipliant par L=! (avec L=* M.L=7 = L' L.LT.L-T = 1) :

F'(t)+ L VR.L™TA(t) = L7 f(t), 7(0) = LT.do. (B.46)

On s’est ramené & un SDO & résoudre cf. § (avec A= L~L.R.L~T symétrique), d’oi1 ¥, ot @ = L~ T 4.
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C Rappels de topologie

Pour un panorama complet, on renvoie & Choquet [5], et pour un “résumé”, cf. cours de troisiéme année
“Rappels (et plus) de topologie”.

Définition C.1 Un espace topologique est un couple (E, O) ou E est un ensemble et O C P(FE) est un ensemble
de parties de F dont les éléments appelés ouverts satisfont 4 :

01 : Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert (stabilité par union),

Os : Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert (stabilité par intersection finie),

O3 :E€OetheO(ie. E et sont ouverts).
On dit alors que O définit une topologie sur E. Et un sous-ensemble F' de F est dit fermé si son complémentaire
E — F est ouvert.

Définition C.2 Voisinage, base de voisinages d’un point. On appelle voisinage d’un point « € F tout sous-
ensemble V' C E contenant un ouvert contenant x. On note V(x) ’ensemble des voisinages de z. Une partie B
de V() constitue une base de voisinages de V(z) si tout V' € V(x) contient un élément W € B(x).

Définition C.3 Convergence et limite. Une suite (z,,)n+ de points de E converge vers un point € F si pour
tout voisinage V' de x il existe un entier N tel que pour tout entier n > N on ait =, € V :

YV eV(), INeN, Vn>N, =z,€V.
Et x est appelé limite de la suite (x,).

Définition C.4 Valeur d’adhérence. Un point z est valeur d’adhérence de la suite (x,,) si pour tout voisinage V'
de z il existe des indices n arbitrairement grands tels que x,, € V :

YW eV(z), YVNeN, In>N, z,eV.
Proposition C.5 Un ensemble est fermé s’il contient ses valeurs d’adhérences.

Définition C.6 Continuité. Une application f : X — Y d’un espace topologique X dans un espace topolo-
gique Y est continue au point zg € X si I'image réciproque de tout ouvert de Y contenant f(xg) est un ouvert
de X :

YW e V(f(zo)), 3V €V(xo), [f(V)CW.

(Ou encore si I'image réciproque de tout fermé est un fermé.) Et Papplication f est continue sur X (ou dans X)
si elle est continue en tout point x € F.

Définition C.7 Homéomorphie. Deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe une bijection
f: X — Y qui soit bicontinue (i.e. continue d’inverse continue), i.e. s’il existe une bijection qui échange leurs
ouverts.

(Isomorphie : deux espaces vectoriels sont isomorphes s’il existe une application linéaire bijective de I'un dans
l'autre, cf. paragraphe[I.4.6] Une telle bijection conserve les propriétés algébriques. Alors qu’un homéomorphisme
est une bijection, non linéaire en général, qui conserve les propriétés topologiques.)

La définition de la continuité donne :

Proposition C.8 Une fonction continue f : X — Y transforme une suite convergente (x,) en une suite
convergente (f(x,)).

En effet, si 2, = Zo, alors, notant y, = f(z,) et Yoo = f(Zo), st W est un voisinage (quelconque) de yoo, il
existe V voisinage de =, tel que f(V) C W par continuité de f. D’ou immédiatement f(x,) =y, € f(V) C W

pour n assez grand par convergence de (z,,), donc (y,) converge vers yoo.

Définition C.9 Convergence simple. Une suite de fonctions ( f,,) d’'un ensemble X dans un espace topologique Y’
converge simplement vers f si pour tout € X la suite (f,(x)) converge vers f(x).

Définition C.10 Espace topologique séparé. E est dit séparé lorsque deux points distincts quelconques de F
possédent deux voisinages distincts.

Attention : ne pas confondre séparé défini ici, et séparable définit en [1.21] qui s’applique & des espaces
vectoriels.
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Définition C.11 Compact (Borel-Lebesgue). Un espace topologique E est compact s’il est séparé et si de tout
recouvrement ouvert de E on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition C.12 Espace métrique. Un espace métrique est un couple (E, d) constitué d’un ensemble F et d’une
application d : F x E — R telle que :

My : (z=y) < (d(z,y) =0),

My : d(z,y) = d(y, z) (symeétrie),

Ms :d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).
La fonction d s’appelle distance (c’est une semi-distance lorsque M; n’est pas vérifiée).

Définition C.13 Pour E espace métrique, on appelle boule ouverte B(z,r) de centre z et de rayon r > 0
Pensemble {y € E : d(z,y) < r}, et boule fermée sa fermeture B(z,r) = {y € E : d(z,y) < r}.

Proposition C.14 Topologie des espaces métriques. Dans E espace métrique, ’ensemble des boules ouvertes
engendre une topologie appelée topologie de I’espace métrique, et cette topologie est séparée. Et tout point x
d’un espace métrique a une base dénombrable de voisinages, a savoir les boules B(x, q) pour q € Q. Et I'ensemble
des {B(z,q) : x € E, q € Q} constitue une base de voisinage de x pour la topologie de Iespace métrique.

Définition C.15 Séparabilité (ne pas confondre avec séparé). Un espace métrique (F,d) est séparable s’il
contient une sous-suite dénombrable dense : il existe une suite (x,)nen de points de E telle que :

Vee E, Ve>0, IneN, dx,z, <e.
Proposition C.16 Toute espace métrique compact est séparable. Et tout espace compact est borné.

En effet, il peut étre recouvert par un nombre fini de boules B(z;,¢). Donc un compact est fermé et borné.
La réciproque est fausse en dimension infinie.

Proposition C.17 (Bolzano-Weierstrass) Cadre : espace topologique (E, Q) qui est métrique, i.e. on dispose
d’une distance d : E x E — R, et la topologie est I’ensemble engendré par les boules (ouvertes) B(z,r) = {y €
E:d(z,y) <r}.

Un espace métrique est compact ssi toute suite (z,,) posséde une valeur d’adhérence (de toute suite on peut
extraire une sous-suite convergente) :

N —- N
Jre K, dn: application croissante stricte, tels que d(zp,,x) — 0.
k — ni =n(k) k—300

Et si la valeur d’adhérence est unique alors la suite converge vers cette valeur.
La compacité est un outil essentiel pour prouver de nombreux théorémes d’existence.

Définition C.18 Un sous-ensemble F' d’un espace topologique F est dit relativement compact si sa fermeture
F est compacte.

Proposition C.19 Si E est compact et si ' est fermé dans FE, alors F' est compact.

En effet, de toute suite de F', donc de E, on peut extraire une sous suite convergente dans le compact F,
donc convergente dans F' car F' est fermé.

Proposition C.20 Si f : E — F est continue de E compact dans F séparé, alors f(E) est compact dans F.
Et si G C E est relativement compact alors f(G) est relativement compact dans F. Et si F' =R, i.e. f est une
fonction numérique, alors f atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Démonstration immeédiate.

Définition C.21 Suite de Cauchy. Dans un espace métrique (E, d) une suite (z,,) est de Cauchy si d(zy, Zm) —
0 quand n et m tendent vers oo :

Ve>0, INeN, VYnm>N, d(z,,z,) <e.
Définition C.22 Espace complet. (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de F est convergente dans E.

Proposition C.23 Si K est un compact de E alors K est un fermé borné. Et la réciproque est fausse en
dimension infinie.
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La réciproque (‘un fermé borné est compact’) est vraie dans les Hilbert uniquement en dimension finie.
En dimension infinie : prendre la boule unité fermé de ¢2 qui est un fermé borné. Elle n’est pas compacte
puisque la suite formeée de vecteurs de base (orthonormaux) n’admet pas de sous-suite qui soit de Cauchy : on
a toujours |le, — em||?> = |len||? + ||lem||? = 2 par Pythagore, pour n # m, et donc aucune sous-suite ne vérifie
“||en, — en,|| = 07, donc aucune sous-suite n’est de Cauchy, donc il n’y a pas de valeurs d’adhérence pour cette
suite (ep).

Définition C.24 Semi-norme, norme, espace normé et espace de Banach. On se place dans le cadre d’un espace
vectoriel E sur un corps K. Une norme est une application p : E — R telle que :

(i) :plx)=0=z=0.

(ii) : p(Az) = || p(z), pour tout (\,z) € K X E,

(iii) : p(z +y) < p(x) + p(y), pour tout (z,y) € E2.
C’est une semi-norme si (i) n’est pas vérifiée.

Un espace normé est un espace vectoriel muni d’une norme. Et un espace de Banach est un espace normé
complet.

Remarque C.25 A toute norme p est associée la distance d(x,%) = p(z —y). Par contre il existe des distances
qui ne dérivent pas de norme, comme par exemple d(z,y) = inf(1, p(z — y)) qui est toujours < 1 et g caractérisé
par : g(z — y) = d(z,y), ne saurait vérifier (ii). oa

La continuité s’énonce immédiatement dans les espaces métriques par :

Proposition C.26 Une application f : E — F d’un espace métrique (F,dg) dans d’un espace métrique (F,dp)
est continue (ponctuellement) en x € E si :

Ve>0, In>0, VyekE, dg(z,y)<n=dp(f(z),f(y) <e

Définition C.27 Uniforme continuité. Une application f : F — F d’un espace métrique (E,dg) dans d’un
espace métrique (F,dp) est dite uniformément continue si :

Ve>0, In>0, Vae,yekFE, dg(z,y) <n=dr(f(z),f(y) <e.

L’uniforme continuité n’est pas une notion ponctuelle contrairement & la continuité simple dans FE. Par
exemple, la fonction = — % définie sur R* est continue dans |0, 1[ sans étre uniformément continue dans |0, 1] :
en effet, 3= > 0, on prend € = 1, tel que Vn > 0, 3z > 0 et Jy > 0, on prend z = min(n,1) et y = %CE, on ait
[z —yl <net|f(z)— fly)] =3 =max(;,1) >e.

Par contre lorsque F est compact :

Proposition C.28 Une fonction continue f : E — F de E compact dans F métrique est uniformément
continue.

Définition C.29 Uniforme convergence de fonctions. Une suite de fonctions (f,,) d’'un ensemble X dans un
espace métrique (F,d) converge uniformément vers f si :

Ve>0, IN>0, VYn>N, supd(fu(x),f(z)) <e.
reX
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D Série de Fourier et théoréme de Rellich dans [a, b

D.1 Rappel : base de Fourier dans L*(]0,7)

On munit L2(]0,T[) = L?*(]0,T[;C) de son produit scalaire usuel (forme sesquilinéaire hermitienne définie
positive) et de sa norme associée :

T T
(howe= [ 105@de Ifle =] [ 150k (.1)

0 0

Et on dispose de la b.o.n. de Fourier (¢ )rez donnée par :
1 2ikm

t)=—=e 7 ! ot donc t) = @o_i(t) = pr(—t). D.2
er(t) JT er(t) = p-k(t) = r(-t) (D.2)
En effet (px)z est une famille orthonormée dans (L2(]0,T]),]||.||rz) (calcul immédiat) donc libre dans

(L2()0,T]),||-||z2), et génératrice dans (C°([0,T]),]|.||o) (théoréme de Stone—Weierstrass) donc génératrice
dans (L2(]0,T),||.||z2) (car C°([0,T]) est dense dans (L*(]0,T]),||.||z2) voir cours d’intégration). (Rappel :
[0, 7] =]0,T[+ = {0, T} ot {0,T} est de mesure nulle, donc on peut aussi noter L%(]0,T[) = L2([0,T]).)

Et v = % est la fréquence fondamentale, w = 2% = 27v est la pulsation fondamentale, et v, = # et
Wi = %Tﬂ = 27y, sont, pour k > 2, les fréquences et pulsations harmoniques.

Donc, pour f € L2(]0,T[), 3(ck)z € CZ (les cx sont les composantes de f sur (¢x)z) t.q.

oo

FO) = Y ewpr(t) b e = (fion)r \F/ F@e " a, Ifll7: =D lal  (D3)

Z

k=—oc0
(avec p.p=presque partout, et avec I’identité de Bessel-Parseval = relation de Pythagore généralisée).

Exercice D.1 On prend T = 1, donc ¢y, (t) = 257, Calculer les coefficients de Fourier ¢;, de 'identité

0] =R
g.{ b g(t) =t (D.4)

et calculer ||g||z2. En déduire Y . 5 = %2.

Réponse. g € L*(]0,1]) car ||g||3: = fol t*dt = < co. Donc g = Y, ckpk, ot cx = (g,9k) 2 = fol te~ 2kt ¢ pour
tout k, donc

1 efz2k7rt 1 1 efz2k7rt 1 1

=g etpourk#0, e =[t—m o _/0 “oikr U7 Taikr 0T “2ikn (D-5)
D’ott, pour ¢ €]0,1] :

2 2 1 1

G0=)  t=te®+ Y sent) et ol = YleP = 1+ o (D.6)
kez* Z z*

Avec HgHiz = f()l t?dt =3 = 4 + D g 471-2k2’ d’ou ZkEZ* % = %27 ‘ol ZnEN* % = ﬁfﬁ e
Remarque D.2 Dans L%*([0,7];R) (& valeurs réelles), la base usuelle de Fourier est (1, (cos(2:%t))en-,
(sin(257¢))en+). (La b.on. usuelle de Fourier est (\F (cos(zéﬂt))keN*, \/—‘/%(sin(%%t))kew). Donc pour

f € L*([0,T);R), 3ax, by € R, 3cy € C
- 27 = . 2w X e, e Cipzey
f(t) = Qo +Zak COS(k?t)—FZbk S]n(kj?t) =y +che T +Zc—ke c
k=1 k=1 k=1 k=1

> 2 = . 2w
=co+ ;cos(k:Tt)(ck +oe_p)+ z;sm(th)(ck —c_i) (ER),

1 .
ap = ¢ + c— cr = s(ap — iby),
et donc ag = ¢g et, pour k #£ 0, c_ = ¢ et F ‘k F , Soit 2(1 ) ) . un
b = ’L(Ck - C,k) C_p = i(ak +Zbk) = Ck

Exercice D.3 Donner la b.o.n. ((x)z de Fourier dans [a, b].

t—a [ ]

Réponse. (x(t) = ﬁ@k(b , car f m@k( )m%pf(bf dt = foT or(y)pe(y) dy = bk avec y = 3=, =
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86 D.2. Remarque

D.2 Remarque

On peut étre surpris par le fait que ()7 soit une b.o.n. de L2(]0, T[) : les ¢, sont “périodiques” de période T'
(au sens @i (0) = pi(T) pour tout t) alors qu’'une fonction comme h : t € [0,T] — h(t) € R est telle que
h(0) # h(T) et s’exprime pourtant sur la base (¢x)z : h =Yz crpr dans L(]0,T[), ce qui veut dire, sachant

que par définition ), ., cpop 1= limn 00 EszfN Ck Pk,

N

dim = 3 cprllie =2 0 (D.7)

Interprétation : la norme ||.|| 2 n’est pas “précise” (valeur moyenne “grossiére”, voir le phénomeéne de Gibbs : la

fonction hy = Z,iv:fN crpr “oscille de plus en plus quand N — o0”).
D’ailleurs on va voir que, la norme ||.||z: étant “meilleure” (plus “précise”) que la norme |[|.||z2, la famille
(¢x)z normalisée dans H*(]0,T), & savoir ()7 = (W)Z’ ne produit que des fonctions périodiques, et en
o H

particulier, g étant non périodique, g ne s’exprime pas sur cette famille ((¢y )z est une famille (-, -) g1 -orthonormée
non génératrice dans H*(]0,T7)).

D.3 H'Y(]0,T[) et vers le théoréme de Rellich
D.3.1 Théoréme de Rellich

On munit H'(]0,T[) = H*(]0,T[;C) de son produit scalaire usuel (forme sesquilinéaire hermitienne définie
positive) et de sa norme associée :

(f:9)m = (f, 92+ (f,9002,  fllm =\ IIf 1172 + [1F]]7- (D.8)

- : T : H'(J0,T) — L*(10,T])
On va montrer le théoréme de Rellich en 1-D, & savoir : 'injection canonique Iq :

u — Ip(u) =u
est compact. Un peu mieux on va montrer avec Fourier que I est de Hilbert—Schmidt. Pour ce, on va construire,
avec Fourier, une b.o.n. (e,)y dans (H'(]0,TY), (,-)s1), ot donc |ley||m = 1, t.q. Yoy |[l10€nl|72 < oo, ie.
Sonllenl32 < oo, ot donce ||e,||r2 —n—00 0.

D.3.2 Base de Fourier de L?(]0,T[) normée dans H'(]0,T[) : incompléte dans H'(]0,T)

Onaapozﬁet%:o,etpourk#o

1 2ikm 2km
o= 7= et @y =0, et,pourk#0, ¢(t)= 7 ek(t) et H%()Hm—l*I (D.9)

Donc,cf. ,

4](52 2

= (D.10)

loollZn =1, et, pour k #0, |lowllfn =1+ ——

On normalise dans H', i.e. on pose, pour tout k € Z :
T,Z)k = Pr = T2 1 Pk, (D].].)
ol e

Proposition D.4 (¢})z est une famille orthonormée dans H'(]0,T[), donc famille libre, mais elle n’est pas
génératrice (ce n’est pas une base de H'(]0,TY)), i.e., Vect{(vx)z} € H'(]0, T]).

ou donc ||¢g||g1 = 1 pour tout k € Z.

Preuve. Avec lmi on a (¢k, po)ur = (r0e)r2 + (P, €4 L2 = Oke + 2“” _2w”6k =0sik#Y, et ||ga;€||H1 =

4k _ lewll?1
L #, done (i, o) = (i by = 05k # 6 et HW”Hl et 1 = Tty = 1, donc
(T/)k)z est une famille orthonormée ; mais elle n’est pas totale dans H'(]0,TY), voir exercice suivant. ua
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87 D.3. HY(]0,T|) et vers le théoréme de Rellich

Exercice D.5 Cas T = 1 pour simplifier I’écriture. Soit g(t) =t cf. (D.4)). Montrer que g ne s’exprime pas sur
la famille (¢x)kez, et donc que (g )rez n'est pas génératrice dans H(]0, 1[).

Réponse. On a g € H'(]0,1]) puisque ||g|[31 = |lg]|52 + |g']|32 = fol t2 dt + fol ldt = % < .
Supposons : la famille orthonormée (11, )rez est génératrice dans H*(]0,1[). Donc 3(dy)z € C” t.q.

g = chtpk = Zd/ﬂﬂk de avec Hg”ip = Z |dk‘2 (D.12)
Z Z Z

||90 H

1
(Bessel-Parseval), donc dr = ck||pk||g1, donc do = col|@ol| g1 :% et dip = ci||on|| g =22 %m(l + 4’“;27’2) ?

donc |di| > 1, pour k#0. Donc ||g||51 = >, [de|> > 3",. 1 = 0o : absurde puisque ||g||3;1 = 3. Donc (¢x)kez+ n’est pas
génératrice dans H'(]0, 1]). un

Exercice D.6 Montrer : si g = Y, cror € HY(]0,TY), alors ¢’ # >, cxp), en général : on ne peut pas dériver

sous les signe > en général. Indication : prendre g(t) = ¢, cf. et ; est-ce que la série >, cxp) a un
sens dans L2 ? Interprétation : la série de Fourier partielle de g fait apparaitre le “phénoméne de Gibbs” avec
ses “pentes trés grandes”, et on s’attend a ce que “ca coince” pour le calcul de ¢ si on utilise les ¢} = 21}”4,0
Réponse. Soit T = 1. On a g € L*(]0,1]) et ¢’ € L*(]0,1[) (on a g’(x) = 1 pour tout = €]0,1[), avec [[¢’||.2 = 1. Donc
g =Y,cpr et g =3, depr ol ck,dr € C. Montrons que g’ # Y, cryp), : si c’était vrai on aurait, avec po’ = 0,
o) = i2kmpy et ¢p =120 1

—2ikm °
r_ 1 . _ / _ 2 _
chgak —Z - i2kmpr ——Zlgak, donc HZ‘PkHL? —Zl =00 (D.13)
Z z z* z* z
(car (px) est une famille orthonormée dans L?), donc 1 = ||¢'||z2 = || >, ¥kllrz = >, 17 = oco. Absurde, donc
g # >, ¢k}t on ne peut pas dériver sous le signe . un

D.3.3 L’espace V adhérence de Vect{(¢})z} dans H'(]0,T)

On considére ’ensemble des polyndmes trigonométriques ZZ—fn Crpr = szn aRy, i.e. espace vectoriel
engendré par la famille orthonormée (¢)z = (IlwkH -)z de H(]0,T]), cf.

Veet{(x)z} = {f 10,T[» C:In €N, f= Y apy ot ax € C pour tout k € [-n,n]y}. (D.14)

k=—n

(Sous-ensemble de L?(]0,T[), de H'(]0,T[) et de C*°(]0,T[) car f = >, __, cx¥y est une somme finie). Notons
V I’adhérence de Vect{(1x)z} dans H'(]0, T|), i.e. le sous-espace fermé de H'(]0,T[) dont une base hilbertienne
(une b.o.n.) est (Yi)z

V = Vel (G)a) " = {f € B (0,70 : e, [If — 3 awnl I —> 0}

k=—n

(D.15)

o0

={f e H'(0,T)) : Haw)rez, f= Y, artbr, Y lax|* <oo}

k=—o0 k=—o00

oil on rappelle que, par définition, 30 apthy = limy oo (3 0o, artbr), et ||l = > pe . lak|* (Bessel-
Parseval, (¢ )z étant orthonormée dans H'(]0,T])).
On va montrer que V ne contient que des fonctions périodiques et est de codimension 1 dans H(]0, 7).

D.3.4 codimV > 1 dans H'(]0,T])

Proposition D.7 La fonction g : t — g(t) =t n’est pas dans V (s.e.v. fermé), donc V' a un supplémentaire de
dimension > 1 dans H'(]0,T]), i.e. codimV > 1 dans H'(]0,T]).

Preuve. Soit T = 1 pour simplifier I’écriture. L’exercice a montré que g € H'(]0,1]) et g ¢ V, avec V
fermé, donc V & Vect{g} C H'(]0,1[), donc V a un supplémentaire de dimension > 1 dans H'(]0, 1]). =a

Exercice D.8 Dans la démonstration précédente, nommé g la projection orthogonale de g sur V. Calculer
=g—g) (€V?1).
gL g—=q
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88 D.3. HY(]0,T|) et vers le théoréme de Rellich

Réponse. g € V, donc g = >, ., axthr, € V, et par définition de la projection orthogonale sur V' dans H'(]0,1]),

(g1, Yx) ey = (9, ¥k) 1, Vk €7, (D.16)
Y ) b.o.n.
donc ak( k)b (91, Yx) 1 = (g, %r) g1 pour tout k € Z. Et g(t) = t, donc g = 1j0,1] = w0 = %o, avec ¢ = \/ﬁapk,

Y = \/79% et ¢}, = (2ikm) ¢k, donc :

1+4k2 72
! ’ 1 .
ar = (g, Y)mr = (9, ¥k)r2 + (¢, Yk) 2 = NS ((g, 1) L2 + (wo, (2ikm)pr)12), (D.17)
—_— —/

=cp =0

_ 1
donc ay, = 7\/mck pour tout k, donc

@3 1

1
= —¢ = ev. D.18
gl kZGZ VI + 4k2n? i & 2 kg Vi +4/<27r2 —2z7rkw’“ (D-18)
Etg.=9g-g) € V=, donc
1 1
= — . D.1
g1ty =t -3 EZ* g 5z e () (D.19)

D.3.5 L’espace H,,(]0,T])

L’avantage d’étre en dimension 1 (Uintervalle [0,T] C R) est que H'(]0,T[) ne contient que des fonctions
“absolument continues” (voir cours d’intégration et d’éléments finis). (C’est faux pour H'(Q2) avec Q ouvert
dans R™, n > 2). Donc pour f € H'(]0,T]), quitte & prolonger f en 0 et T en posant f(0) := lim::g f(0+h) et
J(T) =limuo f(T—h), ona f € C°(0,T), donc H'(J0,T]) C C°(0,T).

On note :

H,e,(10,T[) = {f € H'(J0,T[) : f(0) = f(T) € R}, (D.20)

’ensemble des fonctions H'(]0,T[) dites “périodiques de période T”, expression raccourcie signifiant : fonctions
qui, aprés avoir été prolongées par périodicité a tout R, sont continues dans R.
On munit H)..(]0,T[) du produit scalaire induit de H'(]0,T[). Ainsi (H,.,(]0,T[),(-,-)g) est un espace

pré-hilbertien. (Pour demontrer qu’il est complet, voir § -

Théoréme D.9 Soit f € H'(]0,T), soit ¢, ses coefficients de Fourier, donc f =Y, ., cror avec ¢ = (f, ¢k) 12
et Y ez lex|* < o0o. Ona:

fe p(,r(]O T) <— Zk2|ck|2 < oo (les ¢ décroissent “trés vite”)
ke
= f'= chgo;c € L*(0,T[) (on peut dériver sous le signe ")
kez

(D.21)

Donc si f € Hy,,.(]0,T[) alors f = >, cp ot ot o = cillor|lm = c;ﬁ/4”2’62 +1 et >, |ow]? < oo, donc
fev:
1
HL(0.7) € V. (D.22)
Preuve. 1- Supposons f € H,.(]0,T[) et montrons Y, ., k*|cx|* < co et f' = 3", ., crypy, € L(]0,T]). On a
f' € L2(0,T]), donc I(dy)z € C¥ t.q. f' =3, drpr avec di = (f', or)r2 €t Dy ez ldi|? < 0o. Done

21k7rt 2Lk77t
721k7re 2
di =(f",r)12 = /f :[f(t /f T d
D.23
fet o 0+ 22k7r(f ) 2ikm ( )
= = Ck-
périodiques T »Pk)L2 T k

Et Y s di]? < 0o donne 457 30, k?|e|2 < oo, done Y0, k%|ex|? < oo, et [ = Y, dipr = Yo pep 2T cpipp =
> kez kP

2- Supposons Y, k*|ex|? < oo et montrons [ = Y, el € L*(J0,T[) et f(0) = f(T) (donc
f € HL.(0,T[)). Soit h(t) = >, 2T crpy, =10t 5™ akpy, ot donc ay, = ZET¢, pour tout k € Z. On a
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89 D.3. HY(]0,T|) et vers le théoréme de Rellich

agl? < oo car k2|ci)? < oo, donc h = arpr € L2(]0,T[). Montrons h = f’, i.e. H = f + cste oil
Z z z
fo 7)dr. On a ag = 0, donc h(t) = 3,. ZE%¢; 0y, donc

t
-1.36
H(t) :/ h(r)dr = (h, 1) 20 = O awk,l)w]o,tog >~ an(ers 1o, (D.24)
0 Z* Z*

avec @i (T) = 52—}, () pour k # 0, donc

(e Dizgoay = | o) = [ Zeir)dr = S (o) - ) (D.2)

Donc

H(t)= ) a Mm k() = er(0) = Y cxleon(t) — ¢x(0))

keZ* keZ*

=) crler(t) —r(0))  (car o(t) — po(0) =1—1=0)
kEZ

= enpr(t) = > expr(0) = f(t) — £(0).
keZ kEZ

Donc f(t) = H(t) + f(0), donc f' = H' =h, et h=3, 2&Tc 00 =3, cpp}, donne f =3, cpp).

Et (D.24) donne aussi H(T) = 0, car (¢x, 1)2(jo,r) = 0 pour k # 0; donc f(T) = f(0).

(Noter que pour cette preuve on n’a pas besoin de supposer f dérivable : ’hypotheése ), E2|ex|? < oo
implique f dérivable.)

3- Supposons [ = 3, ., ek, € L2(]0,T) et montrons Y-, k?|cx|* < oo et (donc) f € Hy,,.(]0,T[) (cf. 2-).
Ona f' =3, cup) =, cu2Emp(t) € L*(]0,TY), donec >, 4ka§ |lek]? < oo, donce Y, k?|cx]? < oco.

Done 1€ (0,71 sors = 2k = Sl = Tl = Tiep o e

ar = cillekl|m = ck./“’m€2 + 1, donc ag = cg et ap = kcm/ﬁ + 172 pour k # 0; donc |ay| < |keg| 4“2 +1

pour k # 0, donc >, |ag|? < oo cf. -, donc f e V. s
i : 2 2 1 1
Exemple D.10 Suite du § D.3.4): gH S eT( O 1 Car kezzk' 1 m Z m < 00. Donc
9)(0) = gy(T). (D.26)

Remarque D.11 Interprétation de (D.21)) :
esi f e H'(]0,T]) est telle que f(0) = f(T), alors ses coefﬁaents de Fourier ¢j décroissent suffisamment
vite pour avoir Y, ., k*|cx|* < co. (Contre-exemple avec g : t — g(t) =t, cf. ( .

o si (f =Yz crpr € L2(J0,T) et Y, k?|ex|* < oo) alors

fedto,rp, f= chgpjc € L*(]0,T]) (on peut dériver sous X), et
Z (D.27)
f(0) = f(T) (f est “périodique et continue sur R”).

Exercice D.12 Dans (D.24]) avec ¢t > 0, au lieu d’utiliser la continuité du produit scalaire, peut-on appliquer
le théoréme de Fubini ou de Tonelli ? (Voir polycopié intégrale de Lebesgue.)
t
Réponse. On veut voir si Z dror(T)dT = Z dior(T) dT peut étre vérifié avec Fubini ou Tonelli. L’intégrant
=0 kez kez ? T=0
est la fonction h : (k,7) € Zx]0,t[— h(k,T) = drpr (). Et Pespace ambiant est (L'(Zx]0,t[),dm @ dr) = Pespace L'
muni de la mesure dm ® dr avec dm la mesure de comptage sur Z et dr la mesure de Lebesgue.

Montrons qu’on ne peut pas appliquer Tonelli (donc on ne peut pas appliquer Fubini).

On fixe k; a-t-on f::() |deor(T)|dr < 00? Oui car f::O|dkgok(T)\dT = f::O|dk|dT = %t < oo. Puis a-t-on
Zk(f::() |der(T)]dT) < 00? Le. a-t-on ), ‘d—\/’%lt < o0? Le. at-on Y, |di| = >, |kek| < co? Non en général sous
les seules hypothéses >, |cx|* < co et 3, k*|ck|? < oo. Exemple : prendre ¢ = ﬁ, donc ¢ = 2c?

k2 "4

1> k 1
K312 lk|* T2

et |keg| = . Donc Tonelli ne s’applique pas. un

=

[SE N
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90 D.4. Théoréeme de Rellich en 1-D

D.3.6 codimH}L, (]0,T[) = 1 donc codimV = 1

per
Proposition D.13 L’espace H,.,(]0, T[) est de codimension 1 dans H'(]0,T[). Donc V est de codimension 1
dans H'(]0,T[). Donc V+ = Hper(]O,T[) de dimension 1. Donc V+ = Vect{g, } o1t g, est donné en 1 :

Hl(]O,T[) Vet Vect{g.} = per(]O T) @ ot Vect{g.}, (D.28)
pour Porthogonal | dans (H'(]0,T]), (-,+) g1 ). Donc
(—2E— (41)z) est une b.o.n. de H'(]0, T]). (D.29)
gl

Preuve. Soit g(t) = t.Onag € H'(]0,T[) et g ¢ H,.,(]0,T[) puisque 0 = g(0) # g(1—) = 1. Pour f € H'(]0,T)

on pose
1o(t) = 1) - TEZTO o) done 1, € 100,70 (.30
car f,(0) = f(T) (= f(0), faire un dessin). Donc, sachant g = g + g1 avec g € H,.,.(]0,1[), cf. (D.26),
o gy AD-10, -
= (o + 7“@; 104, + (7f(T); T4, € B2, 00.70 + Veet (g1} € V &* Veet (g, ).
cf. . Vrai pour tout f € H'(]0,TY), donc H*(]0,T[) = H,.,(]0, T[)&Vect{g, }. Donc codimH,..(]0,T[) = 1,
avec H'(]0,T[) C V, donc codimV =1; et (m, (¢x)z) est une b.o.n. de H'(]0,T7). wa

D.4 Théoréme de Rellich en 1-D

Théoréme D.14 (Théoréme de Rellich dans un intervalle borné de R.) Soit a,b € R t.q a < b. L’injection
canonique :

H'Y(Ja,b)) — L*(Ja,b
o [ H b = 22(a b D32
I =hof=f
est un opérateur de Hilbert—Schmidt : Iy est donc un opérateur borné et compact.
Preuve. Regardons le cas Ja,b[=]0,T[. I1o est linéaire (trivial) et est borné car |[I10f||rz = ||fllz < ||f|lm

(donc ||I10]| £ 1, et mieux, ||[I1o]| =1 car ||@ol|rz = ||vol|a1)-

Et Iy est un opérateur de Hilbert—-Schmidt car (W, (¢r)z) est une b.o.n. de (H*(]0,T[), (-,")g1) et

T 2
I |2 + g (10wl 22 = 55 llze + Sa el 22 = 5% lle + Sa- g < 00, cf. (D.11)

(la série converge car de terme général en O(75))-
Et ce qui préceéde peut étre fait sur H'(]a,b[) pour tout a < b, cf. exercice un

D.5 * H! (]0,T|) est fermé dans H'(]0,T])

per

D.5.1 Convergences absolue et uniforme dans

H,,,.(10,TY)

Proposition D.15 Soit f € H,.(]0,T[) et 3", cxpr sa série de Fourier dans L*(]0,T|) (donc ¢y = (f, ¢r)r2)-
1- La série )y, i, converge absolument, i.e. ), |ci| < 00, et

2- la série Y, cpypy, converge uniformément vers f, i.e. ||f — ch\;_N CkPk||co —*N—00 0.

Preuve. 1- Convergence absolue. On a, grace a Cauchy-Schwarz dans ¢* et a f € H),, cf. (D.21) :

1 1.1 1

Z lex| < Z m|kzck| < (Z ﬁ)z(z |kek?)? < oo. (D.33)
Z* Z* Z* Z*

N

2- Convergence uniforme. f € H'(]0,T]) donc f € C°([0,T]) et ||f — Z ckklloo = || Z CkPklloo <
k=—N kg[—N,Nlx
1 , L. u
Wi Z ek N:;o (reste d’une série convergente, cf. 1-). oa
kg[vaN]N
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91 D.5. * HY,.(]0,T) est fermé dans H* (0, T)

D.5.2 Majoration ||f||s < C||f||z: dans H'(]0,T])

Proposition D.16 Pour T >0 on a :

30 >0, Ve H(0.TD, |Iflleo < CIIf |- (D.34)

Preuve. Soit f € H'(]0,T[). En particulier pour tout ¢t,7 €]0,T[ on a f(t) = f(r) + f: f'(s)ds = f(r) +
(1, f")z2(r4p), €t donc avec I'inégalité triangulaire puis Cauchy-Schwarz dans L*(],¢[) :

O] < 1FOI+ 1 e2gmep N 2qmep < 1FEO+ VT 22 go.rp-

D’ou, pour tout 7 €]0,T[, on a ||f||eo < |f(7)| + \/T”]NHL?(]O,T[)-
Done 171, < £ + 2V £ Nlz2q0.r0) + TIF Bagozg» d'ot :

T T T T
2 dr )2 dr + 2VT||f']| 12 1|f(r)|dr TI|f'122 dr,
[ kear< [ iR ar VAL [ vsolars [ TR

d’o1, avec Cauchy—Schwarz :

TIIf|1% < W12 + 2V e VTI 2 + T2 N2 = (1 llze +TILe)?,

dou C = max(%, VT) convient dans 1} o
D.5.3 H,..(]0,T[) est fermé dans H'(]0,T))
Corollaire D.17 L’espace H,.,(]0,T]) est fermé dans H'(]0,T[). D’'ou H,.(]0,T[) = V.

Preuve. Soit (f,)y une suite dans HL (]0,T[) convergente dans H'(]0,T) vers une fonction f € H*(]0,T]).

per

Donc ||f — ful|lg: — 0. I s’agit de montrer f € HL (]0,T]), i.e. £(0) = f(T).

per

Avec (D.34) on a ||f — fulloo —n—00 0, avec f et les f,, dans C° (on est en 1-D : H* < C°). Donc (f,)
est convergente vers f dans (C?,||.]|o). En particulier |f,,(0) — f(0)] —n—00 0 €t |fn(T) — f(T)| —n—s00 0.
Comme f,, € HL (]0,T|) on a f,(T) = £,(0), donc f(T) = f(0). o

per
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E * Condition inf-sup pour la divergence

E.1 Lemme de Baire

On note Int(X) lintérieur d’un ensemble X et X sa fermeture.

Lemme E.1 Soit E un espace de Banach (ou plus généralement un espace métrique complet).
(i) Si (Fy)nen est une suite (dénombrable) de fermés de E d’intérieur vide alors I'intérieur de I'union est
vide :
VneN, F, fermé et Int(F,)=0 =— Int U F,) = 0. (E.1)
neN
De maniére équivalente,

(ii) Si (Up)nen est une suite (dénombrable) d’ouverts de E d’intérieur dense alors I'intersection des U, est
dense :

VYneN, U,ouvert et U,=F =— ﬂ U,=EFE. (E.2)
neN
Et on en déduit :
(iii) Si (F,,)nen une suite (dénombrable) de fermés t.q. | J
d’intérieur non vide :

neN F,, = E, alors au moins I'un des fermés F,, est

VneN, F,fermé, et |JF,=FE = 3neN, Int(F,) #0. (E.3)
neN

(Le théoréme de Baire est souvent utilisé avec (iii)).

Preuve. Montrons (ii). Soit B(x,r) une boule ouverte qcq dans E et il s’agit de montrer que B(z,r) N
(Mnen Un) # 0.

Comme Uy est ouvert et dense, Uy N B(x,r) est un ouvert non vide : donc il existe zg € Uy N B(z,r) et
ro > 0 tels que B(xo,7r0) C Up N B(x,r). Puis de méme 3z, € Uy N (Up N B(x,7)) et Iry > 0, 71 < 2 tels que
B(z1,7) C Uy NUy N B(x,r). On construit ainsi une suite (x,)y qui est de Cauchy, donc convergente dans E
(car E est complet) vers un y € B(z,,ry,) pour tout n. Et B(z,,r,) C B(xn—_1,mm—1) C B(x,r) pour tout n,
Donc y € B(z,r) et par construction y € U,, pour tout n.

Montrons (ii)=-(i) (passage au complémentaire). Soit donc (F,)n une suite de fermés d’intérieur vide. Posant
U,=FE—-F,,onalU,=FE—F,=FE—-IntF,, = E—( = E : tous les (U, )y sont denses dans E. Donc MNnen Un =
E dapreés (ii). Et (),enUn = Mpen £ — Fn = E—Upen Fn = E — Int(U, ey Fr), donc Int(J, ey Fn) = (D,
donc (i).

Montrons (i)=-(ii) (passage au complémentaire). Exercice.

Montrons (iii). Hypothese : Vn, F), est fermé et |J,, .y Fro = E. Si de plus : Vn, Int(F),,) = 0, alors d’aprés (i) :
Int(U,,en Fr) = 0, donc Int(E) = (Z) Absurde. Donc 3n, Int(F,) # 0, i.e. (iii). oh

Exemple E.2 Dans R? si F,, est la droite “y = na”, alors Int(F,) = 0 et Punion (Jy F, est d’intérieur vide

(union dénombrable). ua

E.2 Théoréme de I’application ouverte et condition inf-sup

Soit (E,||.||g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets).

Théoréme E.3 (Théoréme de I'application ouverte.) Soit A € L(E;F) (application linéaire continue). On
suppose A injective. Alors :

ImA est fermé dans I < 3Ja >0, Ve e E : o|lz||g < ||Az||F,

E.4
«— A':(ImA,||.||r) = (E,||.||g) est continu. (B4

(Si A n’est pas injectif et E est un Hilbert, on considére sa restriction a (KerA)=,.)
En particulier si A : E — F linéaire bijectif continu satisfait a (E.4) alors A est bijectif bicontinu (lorsque
E et F sont des Banach).
En particulier si A est surjectif alors 'image directe A(Bg(0,1)) de la boule unité ouverte de E est un ouvert
de F :
A surjectif = A(Bg(0,1)) ouvert dans F, (E.5)

et, par linéarité de T', I'image directe de toute boule ouverte de E est un ouvert de F', d’ou1 le nom du théoréme.
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93 E.2. Théoréeme de ’application ouverte et condition inf-sup

La démonstration s’appuie sur les lemmes suivants :

Lemme E.4 Si T : E — F est linéaire surjectif (avec F' Banach), alors il existe r > 0 tel que T(Bg(0,1)) D
BF(Oa T)'

Preuve. On applique le théoréme de Baire dans F Banach : on prend F,, = (T'(B(0,n)), on a |JF,, = F
car T est surjectif, d’od In t.q. Int(T(Bg(0,n)) # 0, d’ot Int(T(Bg(0,1)) # @ car T linéaire, d’ou Jy € F
et 3¢ > 0 tels que Bp(y,e) C T(Bg(0,1)), d’ot Bp(—y,e) C T(Bg(0,1)) car T linéaire, d’ot Br(0,e) C

T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) = T(BEg(0,2)) car T linéaire et B(0,1) est convexe : d’ott 7 = 5 convient. wa

Lemme E.5 Si T : E — F est linéaire continu (avec E Banach) est tel que il existe r > 0, T(Bg(0,1)) D
Br(0,7), alors T(Bg(0,1)) D Br(0, 5).

Preuve. Soit y € Br(0, 5). On va construire une suite (s,) de Bg(0,1) convergente vers s dans Bg(0,1) telle
que et T's,, — y : si une telle suite existe, alors par continuité de T on a T's =y et on a bien y € T(Bg(0,1)).

Notons y; = y. Comme y € Bp(0,5) et T est linéaire, ’hypothése Br(0,7) C T(Bg(0,1)) donne y; €
Br(0,%) C T(Bg(0,3)), donc :

il ex1ste x1 € BE( 1) tel que [[y1 — Ta1||F < 2.
Soit yo =y1 — Tz1. On a ys € Bp(0, %) C T(BE(O, 75)), donc :

il existe z2 € Bg(0, 57) tel que |ly2 — Tas||r < 1.
Soit Y3 =yo — Txo =1y — T(l‘l + 1’2). On a Y3 € BF(O, 2%) puis ....

On construit ainsi les suites (y,,) et (z,) par récurrence :

Yn+1 = Yn — Txn =Y — T(x1++xn) ou ||yn||F < 21»% et HanE < 271%
On pose s, = x1+...4+x,, et par construction la suite (s,,) est de Cauchy dans F car, pour n > m, ||, — sm||E
> o 377 —*m—oc 0. Donc la suite (s,) est convergente vers un s € E, car E complet, donc T(s,) — T/(
dans F', car T est continu. Donc y,+1 = y1—T(sn) — y—T(s), avec yp,+1 — 0. Donc y = T's avec s € T(Bg(0,1
car [[slls < Y2 o g = 2 < L.

Donc avec les lemmes et :si E et F sont des Banach, si T est linéaire surjectif continu, alors
T(Bg(0,1)) “dense et d’intérieur vide” est impossible.

IN

~— —

)

Preuve. (Théoréme [E.3]) 1- On suppose que A : E — F est linéaire, continue, injective, d’image fermée.
Donc ImA est un Banach et A: E — ImA linéaire continue bijective (entre deux Banach). On déduit
des lemmes et Y(Bima(0,%)) € Bg(0,1) et donc A~ (Bina(0,1)) C Bg(0, ) (linéarité) ou o = 2.
D’ou A~ contlnue est bornee sur la sphere unité de (ImA, ||.||F) : on a [|y/|r = 1 donne ||[A~'y||g < L, donc
pour tout y # 0 : [|A~? nyF |E < a, et donc pour tout y € ImA : ||[A™Yy||g < ally||F, i-e. pour tout = € E :

l|z|| g < é||Ax||F, ie. (E.4).
2- Réciproquement, si (E.4)), alors A est immédiatement injective, puis A : E — ImA est inversible d’inverse
continu, d’ott Im(A4) = (A~1)~1(E) est image réciproque d’un fermé donc est fermé. ua

Corollaire E.6 Quand A est linéaire continu injectif avec E et F' Banach, et si de plus F est un Hilbert, alors
(image fermée) est équivalente a la condition dite “condition inf-sup” :

Ja >0, inf sup (A7, )

(Ar)e (E.6)
2€B yer ||zl 6llyllr

et on note souvent a(z,y) = (Az,y)r
Si F' n’est pas un Hilbert (toujours avec F' Banach), (E.4) (image fermée) est équivalente a la condition dite
“condition inf-sup” :

Ja >0, inf sup {6 Ax)r.F

> E.7
B S AT (E.1)

(On a noté F' = L(F;R) I'ensemble des formes linéaires continues sur F'.)

Preuve. Considérons le cas F' Hilbert. Supposons (E.6) qui équivaut a :

A
Ja >0, Vx € F, supM

> af|z||e,
ver |[yllF

ou encore a :
Jda >0,V € E, Iy € F, ollyllr||z||r < (Az,y)F

Comme (Az,y)r < ||Az||r|ly||r (Cauchy—Schwarz), on en déduit (E.4).
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94 E.3. Compacité et théoréme de Petree—Tartar

Réciproquement, le théoréme de Cauchy-Schwarz indique que ||Az||rp = SUP||y(| =1 (A7, Y)F (le sup étant
atteint pour y = Hfﬁ). Donc 1' implique :

T

da >0, Vo € E—{0}, o < sup

( )vy)Fa
wlir=1  lzllE

ie. (E.6).
Pour le cas F' Banach, (E.7) équivaut a :

dJa>0,Vzre E, A € F/, <€,A?E>F/7F > OéHEHF/H:Z?HE

Et comme (¢, Ax)pr p < ||€||r/||Az||F, on en déduit (E.4).
Puis on dispose du théoreme, voir Brézis [, |[|Az|[r = sup,ep g, =1(¢, Az) (corollaire du théoreme de
Hahn-Banach de prolongement des formes linéaires). D’ot on déduit (E.4). ua

(Si F est un espace de Hilbert, on a le théoréme de Riesz qui dit que chaque £ € F’ peut étre représenté par
un vecteur 7 € F tel que (¢,v)p g = (7,v)p pour tout v € F avec de plus ||7||r = ||¢]|p’.)

Remarque E.7 Si A n’est pas injective, toujours avec E et F' Banach et A linéaire continue & image fermée :
1- on remplace E par lespace quotient E/(KerA). Et si E est un espace de Hilbert on a E/(KerA) isomorphe
a (KerA)*t.
2- Ou bien on remplace par :

Ja>0,VyeImA, Iz € E, Ax =y t.q. «allz|lg <||yllr. (E.8)
(Un opérateur continu est & image fermé ssi il vérifie (E.8).) ua

E.3 Compacité et théoréme de Petree—Tartar

Soit un opérateur A € L(E, F), et on cherche a résoudre : pour b € F, trouver = € E tel que Az = b.

A : F — ImA est surjectif, mais a priori ImA n’est pas fermé.

En particulier, pour F' Banach, supposant A injectif et ImA dense dans F', si ImA n’est pas fermé, si
b e E —ImA, le probléme Ax = b n’a pas de solution. Et méme si b € ImA, le probléme est a priori mal posé :
comme dans ce cas A~! n’est pas continu (théoréme de D'application ouverte), + = A~1b ne dépend pas
contintiment de b.

Par contre si ImA est fermé et si b € ImA, alors on a une solution x, et en plus le probléme est bien posé
quand A est injectif, i.e.  dépend continiment de b car A~! est continue (théoréme de ’application ouverte).
11 est donc primordial de vérifier que ImA est fermé.

Vérifiez que A est fermé, i.e. vérifier (ou la condition inf-sup ou ), n’est pas toujours facile
directement : voir plus loin le cas de 'opérateur gr?xd.

Il peut étre plus facile de vérifier :

I >0, Vo € B, 9llzlle < [|Az|[r + ||Tx]lc, (E.9)

ou T € L(F;G) est un opérateur compact donné : voir plus loin le cas de l'opérateur grad. (Un opérateur
compact n’entraine qu’une “petite perturbation”.)

Théoréme E.8 (Petree—Tartar.) Soient E, F, G trois espaces de Banach, A € L(FE; F) injectif et T € K(E; Q)
(compact). Si on a (E.9) alors on a (E.4), i.e. InA est fermé. En particulier (ImA, ||.||r) est complet (est un
Banach).

Preuve. Supposons (E.9). 11 s’agit de montrer (E.4). Supposons que (E.4) est faux. Donc il existe une suite
(x5,) de E telle que ||z,||g =1 et ||Azp|| —n—00 0. Mais T est compact avec z,, € B(0,1), et donc (T'z,,) est

dans le compact T'(B(0,1)), et donc admet une sous-suite convergente (T, Jren+ (car G est un Banach). Donc
cette sous-suite est en particulier de Cauchy, et comme :

rnyn’L - ITL]'HE < HAmn? - AxnjHF + ||Txn1 _T‘rnj||G7

on en déduit que (z,,) est de Cauchy dans F, donc convergente (car E est un Banach). Soit € E cette
limite : on a ||Az||p = 0 car A est continu et ||Az,|| —n—00 0. Donc Az = 0, donc = = 0 car A est injectif.
Or ||z, ||g = 1 la continuité de la norme donne ||z||g = 1. C’est absurde, donc une telle suite (x,,) n’existe pas,

donc (E.4) est valide. ua

Cas A non injectif :
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Proposition E.9 Soient E, F, G trois espaces de Banach, A € L(E; F) (non injectif a priori) et T € K(E;Q)
(compact). Si on a (E.9) alors KerA est un sous-espace vectoriel de dimension finie et ImA est fermé.

Preuve. Soit Bg(0,1) la boule unité fermé de KerA. Montrons qu’elle est compacte. Comme une boule unité
ne peut étre compacte dans un Banach que si ce Banach est de dimension finie (voir Brézis [4] p. 92, ou

théoréme page 31| dans le cas E Hilbert), cela prouvera que KerA est de dimension finie.
L’hypothése (E.9) donne : dans KerA on a v||z||g < ||Tz||g. Comme T est compact, si (z,) est une suite

de Bk (0,1), alors (Tx,,) est une suite qui admet une sous-suite convergente, donc de Cauchy. Et v||2,,, —2n, |2 <
|Txy, —Txy,|| implique alors que la sous suite (z,,) est de Cauchy dans un Banach donc convergente. Toute
suite (z,) de Bk (0, 1) admettant une sous-suite convergente, on a Bx (0, 1) compact. D’otu Ker A est de dimension
finie.

Dot A: E/KerA — F étant a image fermé (théoréme de Petree—Tartar), et KerA étant de dimension
finie, on a A : E — F est & image fermé. =

E.4 H'(Q) et normes

On se donne  un ouvert borné. On disposera donc du théoréme de Poincaré :

Jeq € R, Yo € HY(Q), [v]l12 < callolly;- (E.10)

Et on munit H{ () de sa norme Hilbertienne [0l = ||gr£dv||(Lz)n.
On note H=1(Q) = L(H(2);R) le dual de I'espace H(f2) (ensemble des formes linéaire continues). On le
munit de sa norme :

f(w
lellgs = sup AL
wEHL(R) HwHHg

On identifie L2(Q) et son dual L2(Q)" (Pensemble des formes linéaires sur L2(Q)) : si v € L2(2) on pose

ly(w) = (v,w) g2 pour tout w € L3(2) et on a immédiatement ||, || = ||v||z2 (application de Cauchy-Schwarz);
et si ¢ € L2(Q)" (linéaire et continue), avec le théoréme de représentation de Riesz il existe v € L2(Q) tel que
Ly(w) = (v,w) 2 avec |£|| = |[v||z2. Et on note £,(w) = (¢, v) 2 12 = (v,w) 2.

Une base (€;) de R™ étant supposée, on note gradv = Y ., %é’i au sens des distributions.

Proposition E.10 Si v € L2(Q) alors on a v € H~1(Q) et gradv € H*(Q)". Et on a :

vl m-1(0) < callvl|Le, (E.11)
ol cq est la constante de Poincaré, et :

llgrado||(z-1)n < [Jv]|z, (E.12)

Et donc Iinjection v € L2(Q) — v € H~1(Q) et I'opérateur grad : v € L2(Q) — gradv € H~(2) sont continus,
eton a : .
Je>0, Vv € L*(Q) : [|v||g-1 + |lgradv]|(g-1)» < ¢|[v]|r2(0)- (E.13)

Preuve. Pour v € L2(Q) on a v € L2(Q)" (par identification de L2() avec L2(Q)"). Et, pour tout w € H (),
onaw € L*Q), et :
[o(w)] = (v, w) L2 12| <|ol[L2[[w]|z2 < callv]L2[[w]| g
grace a l'inégalité de Poincaré (E.10). D’out ||v||g-1 < col|v||re.
Soit v € L2(R). Alors gradv est une distribution donnée par définition par, pour tout @ € D(Q)" :

<gradv,95> = —/ ’]_)legB: —(’UvdiVSB)[ﬁ,
Q

oudivg =31, g‘i quand g =>""_, ;€. Et :
(v, div@) sz | < llollzal|divd e < l[ollzellgrad@l e < llollz2l|F] gy

Et D(Q) étant dense dans HZ (), cette Pinégalité est encore vraie pour tout @ € HE()", d’ou gradv est une

forme linéaire continue sur H{(£2) de norme ||gr3dv||(H71)n <|Jv||p2. D’ou 1' avec ¢ =1+ cq. oa
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Corollaire E.11 Dans L?(Q2) la norme ||.||g définie par ||v||g = |[v||z-1 + ||gr§dv||(H71)n est une norme
équivalente a la norme ||.||2 : on a (E.13) et :
k>0, Ve L*(Q) : ||v|lr2@ < k(|[v]|g-1 + ng_a',d’UH(H—l)n). (E.14)

(Et (L*(2),]|.||r) est un espace de Banach.)

Preuve. On note E l'espace L?(Q2) muni de la norme ||v||g = ||v||g-1 + ngadUH(H—l)n. L’application J :
v e (L2(Q),|].l|2(0) = J(v) = v € (L*(Q),]].||r) est I'identité algébrique, et donc est surjective. De plus elle
est continue d’aprés . Donc elle est bicontinue d’aprés le théoréme de I’application ouverte, i.e. J~! est
continue, i.e. (E.14). Et donc (L*(Q),]|.||) est un Banach. o

E.5 Surjectivité de div: H}(Q) — L(Q) et condition inf-sup

Lorsque F et F sont des Hilbert, pour T' € L(E; F) on a défini l’adjoint T* € L(F; E) de T en utilisant le
théoréme de Riesz. Caractérisation :

V(CC,y) € Ex Fv (T*yv‘r)E = (y7Tx)F
Dans les espaces de Banach, on ne dispose pas du théoréme de Riesz (identification de F' avec son dual F).

Définition E.12 Pour E et F Banach et T' € L(FE; F'), on définit alors le dual de T comme étant ['opérateur
T* € L(F'; E’) vérifiant :
V(J?,g) €EExF <T*€, x>E’7E = <£, T-T>F’,F- (E15)

Proposition E.13 Si F et F sont deux Banach, et si T : E — F est compact, alors T* : F' — E’ est compact.

Preuve. On a vu la démonstration dans le cas des Hilbert (ou un espace est identifiable a son dual & I’aide du
théoréme de Riesz). Montrons que c’est encore vrai dans le cas des Banach.

Soit (¢,) € Bps boule unité de F’ : il s’agit de montrer que la suite (T*¢,) € T*(Bp/) C E’ admet
une sous-suite convergente. On pose Br = boule unité de F, K = T(Bpg) compact de F par hypotheése,
on = lng + K — R, restriction de £, & K, i.e. o,(y) = ({n,y)r,r sur K qui vérifie ¢, € C(K;R) (continue
sur K), et on pose A = {¢,, : n € N}. En particulier A C C(K,R).

A est borné dans F’ (car A C Bp/) et équicontinu (car les ¢, sont linéaires continues avec ||€,(y)|] <
€]l lyllF < |lyll7) et on peut appliquer le théoréme d’Ascoli : A est relativement compact dans C(K;R), et
donc de (¢,,) on peut extraire une sous-suite (¢, )ren convergente dans C'(K; R), donc de Cauchy. On en déduit
que, sachant T'(Bg) relativement compact donc borné :

sup |(ln, — ln,, Tx)] — 0,

r€BE k,l—oc0

et donc ||T*¢,, — T*(,, || — 0. Comme E est un Banach, E’ est un Banach, et donc (T*(¢,, ))ken converge
dans E’. Donc T™* est compact. o

Théoréme E.14 (Rellich) L’injection canonique T : v € L*(Q) — v € H1(Q) est compacte.

Preuve. On sait que I1o : v € H}(Q) — v € L3(Q) est une injection compacte, théoréme de Rellich 4.52, d’ott
linjection duale I3, : v € L2(2) — v € H~(Q) est compacte. ua

Proposition E.15 L'opérateur grad : L%(Q) — (H ()" est a image fermée. Son noyau Ker(grad) est
Pensemble des fonctions constantes.

Preuve. On applique le corollaire du théoréme de Petree-Tartar : on a (E.14), et on a A = grad : L?(Q) —
(H~1(2))™ opérateur borné, et T : v € L?(Q) — v € H~1(Q) opérateur borné (voir (E.11)) injectif (identité
algébrique) et compact (théoréme de Rellich). D’ou I'opérateur A = grad : L2(2) — (H1(2))" est & image

fermée. Dot grad : L2(Q) — (H~(Q))" est a image fermée. .
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Proposition E.16 On utilise une base (€;) dans R". Le dual de 'opérateur :

L*(Q) — (H ()",

—grad : - " ov (E.16)
v — —gradv = — — €,
= O
est opérateur :
(Hp ()" — L*(Q),
div : - "L Dy, (E.17)
7= i_'i — divg = .
% Z ©;€ ivg 2 o,

i=1 =1

Preuve. Avec (E.15) et T = grad : E = L2(Q) — F = (H~Y(Q))"; on a F' = (H} ()", E = L2(Q) ~ L*(Q),
et T = grad* : (HE(Q))™ — L2(€)" est défini par :

V(@a U) € (Hé(Q))n X Lz(Q)? <gr5‘d ()5’7U>L2’,L2 = <gr3‘dva(ﬁ>(H—1)",(Hé)"'

Et pour v € L2() on a (gradv, ) (H-1yn (HIn = — Jovdivg = —(v,divg) 12 2 pour tout G € D(2)", donc par
densité pour tout @ € (HL(Q))", d’ou div est le dual de grad. on

Corollaire E.17 L’opérateur div : (H}(Q))" — L?(Q) est a image fermée, surjectif dans Iespace quotient :

L*(Q)/R = {p € L*(Q) définie & une constante prés}, ||p||rz/m = égﬂg llp+ || z2- (E.18)
Autrement dit : div : (Hg(Q))" — L*(Q)/R est surjectif. Et notant :
L) = e @) [ vaa =0} lpllize = lples/z (E.19)
on a L3() ~ L?(Q)/R, et div : (H}(Q))™ — LE(Q) est surjectif.
Preuve. C’est (au signe prés) le dual du gradient. ua

Corollaire E.18 Les opérateurs gr;zd et div étant continus et a images fermées, et grad étant injectif
sur L?(2)/R, on a la condition inf-sup :

dive
¥k >0, inf su (divi,p)rz o (E.20)

p =
peL?( /R ge(m (e ||Vl Pl 2 /m
ie. :
k>0, VpeLAQ/R, o e (HYQ), (dive,p)ze > kllall e lIpllcee. (E21)
On note :
V = Ker(div) = {F € (H3(Q))™ : div@ = 0}. (E.22)

Théoréme E.19 (Théoréme de De Rham.) Si £ € (H~(Q))™ vérifie (£, @) = 0 pour tout @ € V (a divergence
nulle), alors il existe p € L?() tel que ¢ = gradp.

Preuve. Si F est un Banach, et si V C F,onnote Vo ={{ € F': ({,x)pr =0, Vz € V}.

(Si F est un Hilbert, on peut identifier F’ & F & I'aide du théoréme de Riesz et on note V- = {z € F :
(z,2)p =0, Vo € V} au lieu de V°.)

SiA: E— F,alors A*: F' — E', et on a ImA = (KerA*)°. Et effet,

KerA* ={{ e F': At =0} ={(e F': (A0, 2)p g =0, Vo € E}
={leF :{{,Ax)p p=0,Ve e E} ={l € F : ({,y)p r =0, Yy € ImA} = (ImA)°.

(Si F est un Hilbert, on peut identifier F & F et on a ImA = (KerAT)1.)
Ici grad est & image fermée et a pour dual —div, et donc Im(grad) = (Ker(div))? avec (Ker(div))? = {¢ €
(H=1 Q)" : {¢,3) =0, V@ € V}. Et I'hypothese est £ € (Ker(div))°. D’ott £ € Im(grad). ua
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e n — A_} = _;
Corollaire E.20 Pour f € L?(Q)", une fonction @ € (H(Q))" est solution de { d Hu Of ssi il existe
ivid = 0,
p € L3(Q) tel que :
— Au + gradp = f,
divii = 0,
ol p est unique a une constante prés (unique dans L*(Q)/R).
Preuve. On a { = —A# — f qui s’annule sur V, et on applique le théoréme (De Rham). a
E.6 Surjectivité de div: H4(Q) — L*(Q) et condition inf-sup
On note : ‘
HY(Q) = {7 e L*(Q)" : divi € L*(Q)}, (E.23)
qu’on munit du produit scalaire :
(ﬂ:, ﬁ)Hdiv = (ﬁ, 17)[/2 + (leﬂ:, diVﬁ)L2, (E24)
qui en fait un Hilbert. Norme associée ||7]| g = (7, 7) graw ) 2.
On généralise la définition (E.17)) & :
HY(Q) = L*(Q)
div : n " v, E.25
Vo= i:Zlvié'i — divt = 2 6; ( )

Soit f € L2(2) et p € HL(Q) la solution de —Ap = f cf. Lax-Milgram. On pose 7 = gradp € L?(Q),
et on a divi = Ap = f donc div : H¥V(Q) — L2(Q) est surjectif. Donc & image fermé dans L2(f2). Et
div : H4V(Q) — L%(Q) est continu : ||divi]|z2 < C|[v||gaiv avec C = 1.
Donc, condition inf-sup :
>0, inf  sup VORI (E.26)
PELE(Q) gegaiv ||U]] grae[|p][ 2
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