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Soit E un espace vectoriel de dimension m. Typiquement E est un sous-espace vectoriel de Rn.
On note E∗ = L(E;R) son dual (l'ensemble des formes linéaires sur E, i.e. l'ensemble des applications
linéaires sur E à valeurs dans R).

Si ` est une forme linéaire, alors pour ~v ∈ E on note `(~v) = `.~v (notation de la distributivité)

1 Forme multilinéaire alternée : rappels

Une forme p-linéaire (linéaire, bilinéaire et trilinéaire quand p = 1 et 2 et 3) est une application
z : (~v1, ..., ~vp) ∈ Ep → R qui est linéaire par rapport à chaque ~vi :

z(..., ~vi−1, ~vi + λ~wi, ~vi+1, ...) = z(..., ~vi−1, ~vi, ~vi+1, ...) + λz(..., ~vi−1, ~wi, ~vi+1, ...),

pour tout λ ∈ R, tout ~vi, ~wi ∈ E pour tout i = 1, ..., p.
Elle est dite alternée ssi z(~v1, ..., ~vp) est nulle dès que deux des ~vi sont égaux, ou de manière

équivalente ssi :
z(~v1, ..., ~vi, ..., ~vj , ..., ~vp) = −z(~v1, ..., ~vj , ..., ~vi, ..., ~vp) (1.1)

pour tout ~vi ∈ E pour tout i, j = 1, ..., p (démonstration : mettre ~vi+~vj à la place de ~vi et de ~vj dans
la formule ci-dessus).

Soit Sp l'ensemble des bijections de {1, ..., p} dans lui-même, une telle bijection étant appelée une
permutation.
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2 2. Forme m-linéaire alternée et déterminant detB

Une transposition τ est une permutation τ ∈ Sp qui échange deux entiers : τ(i) = j, τ(j) = i, et
τ(k) = k pour tout k 6= i, j.

Toute permutation est composée de transpositions, et la signature ε(σ) d'une permutation est 1 si
elle est composée d'un nombre pair de transpositions et −1 sinon. Et cette signature est indépendante
de la composée des transpositions choisie.

Si z est p-linéaire (non alternée a priori), alors la forme p-linéaire za dé�nie par :

za(~v1, ..., ~vp) =
∑
σ∈Sp

z(~vσ1 , ..., ~vσp) (1.2)

est une forme p-linéaire alternée qui est appelée antisymétrisée de z.
Soit p formes linéaires `1, ..., `p ∈ E∗. Le produit tensoriel de ces p formes est l'application multi-

linéaire `1 ⊗ ...⊗ `p : Ep → R dé�nie par :

(`1 ⊗ ...⊗ `p)(~v1, ..., ~vp)
déf
=

p∏
i=1

`i.~vi (= `1(~v1)`
2(~v2)...`

p(~vp)). (1.3)

Le produit extérieur `1 ∧ ... ∧ `p de ces p formes est la partie alternée de `1 ⊗ ...⊗ `p : avec (1.2) :

`1 ∧ ... ∧ `p =
∑
σ∈Sp

`σ1 ⊗ ...⊗ `σp . (1.4)

Exemple 1.1 Cas m = p = 2. Cas E = R2 muni de sa base canonique ( ~Ei) de base duale (dxi). On
a deux permutations {1, 2} → {1, 2}, l'identité I et la permutation caractérisée par σ(1) = 2. D'où :

dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1,

et (dx1 ∧ dx2)(~v1, ~v2) = aire du parallélogramme de côtés ~v1 et ~v2 (donc = det(~v1, ~v2) voir la suite).

Et donc, pour tout ~vi :

(`1 ∧ ... ∧ `p)(~v1, ..., ~vp) =
∑
σ∈Sp

ε(σ)

p∏
i=1

`i.~vσi . (1.5)

Exemple 1.2 Suite. On a ε(I) = +1 et ε(σ) = −1, donc (dx1 ∧ dx2)(~v1, ~v2) = +(dx1.~v1)(dx
2.~v2) −

(dx1.~v2)(dx
2.~v1) = (dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1)(~v1, ~v2).

2 Forme m-linéaire alternée et déterminant detB

Proposition 2.1 Si p = m (la dimension de E) alors l'ensemble Am(E) des formes m-linéaires

alternées est de dimension 1. Et si B = (~bi)i=1,...m est une base de E de base duale (bi)i=1,...m, alors
b1 ∧ ... ∧ bm est la base (formée d'un seul vecteur) de Am(E) qui véri�e :

(b1 ∧ ... ∧ bm)(~b1, ...,~bm) = 1. (2.1)

Donc si z ∈ Am(E) (est une forme m-linéaire alternée) alors il existe λ ∈ R tel que :

z = λ b1 ∧ ... ∧ bm,

à savoir λ = z(~b1, ...,~bm).

Preuve. (bi) étant la base duale, avec (1.5) et bi.~bσi
= δiσi

on a immédiatement (2.1).
Soit z une forme m-linéaire alternée. Une telle forme est entièrement déterminée par ses valeurs

sur les vecteurs de base, i.e. par les z(~bσ1 , ...,
~bσm) pour toute permutation σ ∈ Sm. Toute permutation

est composée de transposition, et donc, z étant alternée, z est déterminée z(~bσ1
, ...,~bσm

) où σ est

croissante, donc avec σ l'identité : z est déterminée par z(~b1, ...,~bm) =noté λ.

Dé�nition 2.2 Soit B une base de E (de dimension m). Le déterminant detB relativement à la
base B est dé�ni par

det
B

déf
= b1 ∧ ... ∧ bm. (2.2)
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3 5. Déterminant det(A) d'un endomorphisme de Rm

Corollaire 2.3 Si C = (~ci) est une autre base, il existe λ ∈ R tel que :

det
B

= λ det
C
, (2.3)

à savoir λ = detB(~c1, ...,~cm).

Dé�nition 2.4 Si λ > 0 on dit que les bases B et C ont même orientation.

3 Déterminant detB(L) d'un endomorphisme

Dé�nition 3.1 Soit L ∈ L(E) un endomorphisme de E et B = (~bi)i=1,...m une base de E de base
duale (bi)i=1,...m. On dé�nit le déterminant detB(L) par :

det
B

(L)
déf
= det

B
(L.~b1, ..., L.~bm). (3.1)

Soit les réels :

Lij
déf
= bi.(L.~bj). (3.2)

Autrement dit [L] = [Lij ] appelée la matrice de L relativement à la base B de L =
∑m
i,j=1 L

i
j
~bi ⊗ bj .

On note :
det
B

(L)
noté
= det

B
[Lij ]. (3.3)

4 Déterminant det dans Rm (volume algébrique)

On se place dans le cas E = Rm muni de sa base canonique ( ~Ei), et on note (dxi) sa base duale.

Dé�nition 4.1 Le déterminant dans Rm est le déterminant det =déf det(~Ei)
:

det = dx1 ∧ ... ∧ dxm. (4.1)

Et le déterminant est appelé �volume algébrique�. Et si ~v1, ..., ~vm ∈ Rm, le réel det(~v1, ..., ~vm) est le
volume algébrique limité par les vecteurs ~v1, ...~vm.

Exemple 4.2 Dans R2 on a dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1.

Remarque 4.3 Dans un espace vectoriel de dimension m, il n'y a pas de base canonique en général :
par exemple dans un �plan incliné� dans R3 (où il n'y a pas de base �canonique�).

�La base canonique� n'a de sens que dans un espace produit comme R× ...×R où la base canonique
est ( ~E1 = (1, 0, ..., 0), ..., ~Em = (0, ..., 0, 1)).

D'ailleurs l'espace R× ...×R n'est qu'un espace abstrait qui sert de modèle qu'on applique sur un
espace observé (il reste alors à �xer �l'unité de longueur� et �la direction des vecteurs de base�).

5 Déterminant det(A) d'un endomorphisme de Rm

Soit A ∈ L(Rm;Rm) est un endomorphisme de Rm (application linéaire de Rm dans lui-même).

On note aij les composantes de A. ~Ej dans la base canonique ( ~Ei) :

∀j = 1, ..., n, A. ~Ej =
m∑
i=1

aij ~Ei, [A] = [aij ] i=1,...,m
j=1,...,m

noté
= [aij ]

noté
= A, (5.1)

om [A] est appelée la matrice de A dans la base canonique. Quand on note simplement [aij ], le i est
utilisé pour repérer la ligne i et le j est utilisé pour repérer la colonne j. Autrement dit :

aij = dxi.(A. ~Ej), et A =
∑
ij

aij
~Ei ⊗ dxj . (5.2)

Dé�nition 5.1 Le déterminant de A ∈ L(Rm;Rm) est :

det(A) déf
= det(A. ~E1, ...,A. ~Em) = det[aij ] = det[A], (5.3)
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4 9. Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mineurs et cofacteurs

6 Déterminant det(A) d'une matrice

Si A = [aij ] est une matrice m ∗m, on lui associe l'endomorphisme A ∈ L(Rm;Rm) dé�ni relative-
ment à la base canonique par :

A =
∑
ij

aij ~Ei ⊗ dxj , [A] = A = [aij ]. (6.1)

et le déterminant de la matrice est par dé�nition le déterminant de l'endomorphisme associé :

det(A)
déf
= det(A) noté

= det[aij ]. (6.2)

On note I la matrice n ∗ n identité, I = [δij ] : en particulier det(I) = 1 (= det( ~E1, ..., ~Em)).

7 Dé�nition des matrices mineures et des mineurs

Soit A une matrice m∗n. Les matrices mineures de A, ou plus simplement les mineures de A, sont
les m ∗ n matrices M i

j de taille (m−1) ∗ (n−1) obtenues à partir de A en enlevant la i-ème ligne et la
j-ème colonne.

Exemple 7.1 Soit A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
. Les 6 mineures sont M1

1 = ( a22 a23 ), M
1
2 = ( a21 a23 ),...,

M2
3 = ( a11 a12 ).

Et dans le cas m = n (matrices carrées), les mineurs sont les réels mi
j = det(M i

j), déterminants
des matrices mineures.

8 Dé�nition des cofacteurs et matrice des cofacteurs

Soit A = [aij ] une matrice n ∗ n et ses n2 mineurs mij .

Les n2 cofacteurs de A sont les n2 réels :

cij
déf
= (−1)i+jmi

j (= (−1)i+j det(M i
j)). (8.1)

Et la matrice C des cofacteurs est la matrice n ∗ n :

C
déf
= [cij ]. (8.2)

9 Calculs par récurrence des déterminants de matrices : mi-
neurs et cofacteurs

Quand C = [cij ] i=1,...,m
j=1,...,m

, on note CT = [cji ] i=1,...,m
j=1,...,m

la matrice transposée.

Proposition 9.1 Le déterminant de A est donné par exemple par le développement par rapport à la
première colonne :

det(A) =

m∑
i=1

ai1 c
i
1 = (A.CT )11 = (C.AT )11 (=

m∑
i=1

(−1)i+1 ai1m
i
1), (9.1)

où CT = [cji ] i=1,...,m
j=1,...,m

est la matrice transposée de C.

Et de même, en développant par rapport à la j-ème colonne pour j ∈ [1,m]N quelconque :

det(A) =

m∑
i=1

aij c
i
j = (A.CT )jj = (C.AT )jj . (9.2)
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5 12. det(AB) = det(A) det(B)

Preuve. Le déterminant est une forme multi-linéaire alternée sur les colonnes, et donc :

det(A) = det(~a1,~a2, ...,~am) =
∑
i

ai1 det(
~Ei,~a2, ...,~am)

=
∑
i

ai1 det( ~Ei,~a2−a12 ~Ei...,~am−a1m ~Ei) =
∑
i

ai1c
i
1.

Exemple 9.2 Dans R3 on trouve (développement par rapport à la première colonne) :

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = a11 det

(
a22 a23
a32 a33

)
− a21 det

(
a12 a13
a32 a33

)
+ a31 det

(
a12 a13
a22 a23

)
.

10 Déterminant de la transposée

Si A = [aij ] i=1,...,m
j=1,...,m

, sa matrice transposée est AT = [aji ] i=1,...,m
j=1,...,m

.

Donc si C est la matrice des cofacteurs de A, alors CT est la matrice des cofacteurs de AT . D'où :

Proposition 10.1 On a :
det(AT ) = det(A). (10.1)

Preuve. Avec (9.2) on a det(A) = 1
m

∑
ij a

i
jc
i
j =

1
m

∑
ij a

j
i c
j
i = det(AT ).

11 Dé�nition de l'inverse de A

Soit A une matrice n ∗ n. La matrice A est inversible s'il existe une M matrice n ∗ n telle que :

A.M = I, et M
noté
= A−1. (11.1)

Exercice 11.1 Montrer qu'en dimension �nie, ici dans Rn, si A.M = I alors M.A = I.

Réponse. On considère A et M comme des endomorphismes de Rn. Soit (~bi)i=1,...,n =noté (~bi) une base

de Rn, soit ~ai = M.~bi pour tout i. Alors (~ai) une base de Rn : sinon, (A.~ai) n'est pas une base, donc

(A.~ai) = (A.M.~bi) = (~bi) n'est pas une base, contraire à l'hypothèse. Et A.M.~bi = ~bi donne M.A.M.~bi = M.~bi,

soit M.A.~ai = ~ai, vrai pour tout i. Donc M.A = I.

12 det(AB) = det(A) det(B)

Si A = [aij ] et B = [bij ] alors le produit matriciel donne :

AB = [zij ], où zij =
∑
k

aikb
k
j . (12.1)

Proposition 12.1 Si A et B sont deux matrices m×m alors :

det(AB) = det(A) det(B), (12.2)

i.e. le déterminant du produit est le produit des déterminants. En particulier si A est inversible alors :

det(A−1) = det(A◦)−1. (12.3)

Preuve. Démonstration par récurrence sur la dimension de l'espace à l'aide de (9.2).
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6 15. Déterminant detB et produit scalaire

13 Inverse : A−1 = 1
det(A)C

T

Proposition 13.1 On a, I étant la matrice identité de Rm et C étant la matrice des cofacteurs de A :

A.CT = C.AT = det(A) I =


det(A) 0 ... 0

0 det(A) ... 0
...

. . .
...

0 ... 0 det(A)

 , (13.1)

et donc quand A est inversible :

A−1 =
1

det(A)
CT . (13.2)

Preuve. Terme diagonal : (A.CT )ii =
∑m
j=1 a

i
jc
i
j = det(A), cf. (9.2).

Terme extra diagonal, j 6= i. Cas i = 1 et j = 2 (idem pour les autres cas). Soit B la matrice dont
les deux premières colonnes sont identiques et égales à la première colonne de A, et dont toutes les
autres colonnes sont celles de A :

∀i = 1, ...,m, bi1 = bi2 = ai1 et ∀i = 1, ...,m, ∀j = 3, ...m, bij = aij .

Deux colonnes de B étant identiques on a detB = 0, et les cofacteurs ck2 sont donc les mêmes pour A
et pour B (les colonnes 1, 3, ...,m de A et B sont égales). D'où :

(A.CT )12 =

m∑
k=1

a1kc
2
k =

m∑
k=1

b1kc
2
k =

m∑
k=1

b2kc
2
k = det(B.CT ) = det(B) det(CT ) = 0.

D'où (13.1), d'où (13.2).

14 Déterminant det et produit scalaire euclidien

On se place dans Rm muni de sa base canonique et du produit scalaire euclidien associé (·, ·)Rm

(dé�ni par ( ~Ei, ~Ej)Rm = δij), et on prend une base orthonormée B = (~bi) (relativement au produit
scalaire euclidien), et on note (bi) sa base duale.

Proposition 14.1 Le déterminant est indépendant du choix de la base orthonormée de même orien-
tation :

det
B

= det quand B est une b.o.n. orientée positive (14.1)

Preuve. Il s'agit de montrer que b1 ∧ ... ∧ bm = dx1 ∧ ... ∧ dxm.
On a (b1 ∧ ... ∧ bm)(~b1, ...,~bm) = 1.

On a (dx1 ∧ ... ∧ dxm)(~b1, ...,~bm) = (dx1 ∧ ... ∧ dxm)(P. ~E1, ...,P. ~Em) = det(P) où P est l'endo-
morphisme de changement de base.

Soit P la matrice de P donné par P =
∑m
i,j=1 P

i
j
~Ei ⊗ dxj , où donc ~bj = P. ~Ej =

∑m
i=1 P

i
j
~Ei.

Par hypothèse (~bi) est orthonormée, soit (~bi,~bj)Rm = δij , d'où δij =
∑
k` P

k
i P

`
j (
~Ek, ~E`)Rm =∑

k` P
k
i P

`
j δk` =

∑
k P

k
i P

k
j = (PT .P )ij , d'où PT .P = I. D'où (detP )2 = 1, d'où detP = 1 car

detP > 0, les bases ayant même orientation.

15 Déterminant detB et produit scalaire

Soit g(·, ·) = (·, ·)g un produit scalaire, soit (~bi)i=1,...m une base, et soit [g]B = [gij ] = [g(~bi,~bj)] la

matrice de g dans la base (~bi). En d'autres termes g =
∑
ij gij b

i ⊗ bj .
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7 16. Dérivée d'un déterminant

Si ~v =
∑
k v

k~bk et ~w =
∑
` w

`~b` sont deux vecteurs exprimés sur la base (~bi), on a :

g(~v, ~w) =
∑
k`

vkv`gk` = [~v]TB .[g]B .[~w]B .

Si ~vi =
∑m
k=1 v

k
i
~bk pour i = 1, ...,m sont m vecteurs exprimés sur la base B, on note [V ]B = [vij ]B la

matrice dont les colonnes sont les composantes des ~vj dans la base (~bi). On obtient matriciellement :

[g(~vi, ~vj)] i=1,...,m
j=1,...,m

= [V ]TB .[g]B .[V ]B ,

d'où pour les déterminants de matrices :

det[g(~vi, ~vj)] = det[g]B .(det[V ]B)
2.

Si de plus (~bi) est une base directe relativement à g(·, ·), i.e. si det[g] > 0, et si les (~vi) forment une
base orientée positivement, i.e. si det[g(~vi, ~vj)] > 0, on en déduit :

det
B

(~v1, ..., ~vm) =

√
det[g(~vi, ~vj)]√

det[g]B
(= det[V ]B), (15.1)

expression générique utilisée par exemple dans le cas de la métrique euclidienne exprimée dans un
système de coordonnées ~ϕ.

Proposition 15.1 Si C = (~ci) est une base quelconque on a :

det
C

=
1√

det[g]C
det
B

=
1

|detP |
det
B
. (15.2)

où P est la matrice de passage d'une base orthonormée B = (~bi) à C, i.e. ~cj =
∑
i P

i
j
~bi.

Preuve. (15.1) donne detC(~b1, ...,~bm) =

√
det[g(~bi,~bj)]√

det[g]C
= 1√

det[g]C
quand B = (~bi) est une base ortho-

normée.
Quand P est la matrice de changement de base, ~cj =

∑
i P

i
j
~bi, soit P

i
j = bi.(~cj) pour tout i, j, on a

[g]C = PT .[g]B .P car g(~ci,~cj) = g(P.~bi, P.~bj) =
∑
k` P

k
i P

`
j g(

~bk,~b`), d'où det[g]C = (detP )2 det[g]B
avec ici B orthonormée.

16 Dérivée d'un déterminant

Soit A(t) = [aij(t)] i=1,...,m
j=1,...,m

une fonction matricielle C1([0, T ];Rm2

).

Soit C(t) la matrice des cofacteurs de A(t). Donc A.CT = det(A) I, cf. (13.1).

Lemme 16.1 On a :

d(detA)

dt
=

m∑
i,j=1

daij
dt

cij = det(A)

m∑
i,j=1

daij
dt

(A−1)ji , (16.1)

soit :
d(detA)

dt
= det(A) Tr(

dA

dt
.A−1), (16.2)

où Tr est la trace (pour une matrice M = [mi
j ] on a Tr(M) =

∑
im

i
i).

Preuve. Soit ~aj ∈ Rm le vecteur dont les composantes dans la base canonique sont stockées dans

la j-ème colonne de A : [~aj ] =

 aij
...
amj

. Ainsi det(A) = det(~a1, ...,~am). Comme det est une forme
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multilinéaire alternée on a :

d(det(A))

dt
= det(

d~a1
dt

,~a2, ...,~am) + ...+ det(~a1,~a2, ...,
d~am
dt

).

Le j-ème terme de la somme développé par rapport à la j-ème colonne donne :

det(~a1, ...,~aj−1,
d~aj
dt
,~aj+1, ...,~am) =

m∑
i=1

daij
dt

cij ,

et on fait la somme : d(detA)
dt =

∑m
i,j=1

daij
dt cij .
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